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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  édition  de  notre  Cours  d^ Analyse  diffère 
beaucoup  de  la  précédente.  Nous  laisserons  de  côté  les  mo- 
difications secondaires,  pour  indiquer  brièvement  les  prin- 
cipaux changements  introduits  : 

Les  élèves  entrant  à  TÉcole  Polytechnique  étant  déjà  fami- 
liers avec  les  fonctions  élémentaires,  nous  avions  supposé 
celles-ci  connues  d'avance.  Cependant  leur  étude  suppose 
des  notions  de  Calcul  infinitésimal;  nous  avons  donc  jugé  à 
propos  de  leur  donner  une  place  dans  cette  seconde  édition. 

Cette  étude  ne  peut  d'ailleurs  se  faire  d'une  manière  com- 
plète que  par  l'introduction  des  imaginaires;  d'où  la  nécessité 
de  définir  les  fonctions  de  variables  complexes,  leurs  bran- 
ches, leurs  points  critiques,  etc. 

Bien  que  le  présent  Volume  ait  pour  objet  principal  le 
Calcul  différentiel,  nous  avons,  suivant  l'exemple  d'autres 
Auteurs,  placé  dès  le  début  la  définition  et  les  propriétés 
fondamentales  des  intégrales  définies,  simples  ou  multiples, 
lorsqu'on  peut  les  considérer  comme  limites  de  sommes.  De 
cette  façon,  les  notions  fondamentales  du  Calcul  infinité- 
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simal  se  trouvent  à  peu  près  toutes  réunies  dans  les  irois 
premiers  Chapitres  de  ce  Volume. 

Dans  la  précédente  édition,  où  nous  tenions  à  conserver 
toute  la  simplicité  possible,  nous  avions  glissé  un  peu  rapi- 
dement sur  ces  premiers  principes,  qui  ont  été  récemment 
Tobjet  d'études  approfondies  de  la  part  des  géomètres  les 
plus  éminents.  Notre  but  actuel  est  un  peu  différent  :  nous 
les  exposons  avec  toute  la  précision  et  la  généralité  que  nous 
avons  pu,  dût-il  en  résulter  quelque  complication. 

Certains  points  présentent  encore  quelque  obscurité. 
Pour  en  citer  un  exemple,  nous  n'avons  pu  arriver  à  définir 
d'une  manière  satisfaisante  l'aire  d'une  surface  gauche,  que 
dans  le  cas  où  la  surface  a  un  plan  tangent,  variant  suivant 
une  loi  continue. 

Enfin  nous  avons  complètement  remanié  le  dernier  Cha- 
pitre, sur  les  courbes  planes  algébriques,  pour  y  introduire 
les  résultats  principaux  des  recherches  de  MM,  Cremona, 

Halphen  et  Nôther. 

C.  Jordan. 
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L'ÉCOLE   POLYTECHNIQUE. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  I. 

VARIABLES   RÉELLES. 


I.  ^  Limites. 

1.  L'objet  primllif  de  l'Arithmétique  est  Tctude  des 
nombres  entiers. 

Pour  pouvoir  exécuter,  dans  tous  les  cas,  la  résolution 
des  équations  du  premier  degré,  on  a  dû  étendre  cette  pre- 
mière conception,  par  l'introduction  des  nombres  négatifs  et 
des  nombres  fractionnaires.  On  obtient  ainsi  l'ensemble  des 
nombres  rationnels. 

La  résolution  des  équations  de  degré  >  i  exige  de  nou- 
velles généralisations.  Les  principes  sur  lesquels  elles  repo- 
sent sont  intimement  liés  à  ceu^  du  Calcul  infinitésimal,  et 
nous  devons  les  exposer  brièvement. 

J.  —  I.  I 
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2.  Nombres  irrationnels.  —  Soient  A  et  B  deux,  sjys- 
lèmes  de  nombres  rationnels  jouissant  des  propriétés  sui- 
vantes : 

I®  Tout  nombre  de  B  est  plus  grand  que  tout  nombre 
de  A; 

2®  On  peut  toujours  déterminer  dans  A  ^^  B  respectiçe- 
ment  deux  nombres  a  et  6,  tels  que  l'on  ait 

b  —  a  <  e, 

quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  donné  a  priori» 

Ces  hypothèses  admises,  les  nombres  (rationnels)  pour- 
ront se  répartir  en  trois  classes  : 

La  première  ^l>  contiendra  tous  les  nombres  inférieurs  à 
quelqu'un  des  nombres  de  A;  la  seconde i)l>  tous  les  nombres 
supérieurs  à  quelque  nombre  de  B;  la  troisième  G,  ceux  qui 
ne  sont  ni  inférieurs  à  un  nombre  A,  ni  supérieurs  à  un 
nombre  B. 

Il  est  impossible  que  cette  classe  G  contienne  deux  nom- 
bres différents  c  et  c'<I  c.  On  aurait,  en  effet,  quel  que  fû! 
le  choix  de  a  et  de  i, 

a^c',     b~^Cy         d'où         b  —  arc  —  c', 

résultat  contraire  à  notre  seconde  hypothèse. 

Elle  peut  contenir  un  nombre  unique  c  (ce  cas  se  présen- 
tera, par  exemple,  si  l'on  prend  pour  A  l'ensemble  des  nom- 
bres <  c,  et  pour  B  Tensemble  des  nombres  >►  c). 

Mais  il  peut  arriver  aussi  qu'elle  n'en  contienne  aucun  (on 
sait  qu'il  en  sera  ainsi  si  l'on  prend  pour  A  la  suite  des  ré- 
duites de  rang  impair,  pour  B  celle  des  réduites  de  rang 
pair  d'une  fraction  continue  illimitée). 

Nous  ferons  disparaître  cette  distinction,  en  disant  que, 
dans  le  second  cas,  il  existe  encore  un  nombre  c  plus  grand 
que  tous  les  X  et  plus  petit  que  tous  les  lib,  mais  que  ce 
nombre  est  irrationnel. 

L'ensemble  des  nombres  ainsi  obtenus,  tant  rationnels 
qu'irrationnels,  constitue  le  système  des  nombres  réels. 
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Chacun  de  ces  nombres  est  défini,  comme  on  le  voit,  par 
la  connaissance  des  nombres  rationnels  qui  sont  plus  petits 
que  lui,  et  de  ceux  qui  sont,  au  contraire,  plus  grands  que 
li|i. 

3.  Si  un  nombre  rationnel  r  est  plus  petit  (plus  grand) 
qu'un  nombre  réel  c,  il  est  clair,  d'après  nos  définitions,  que 
tout  nombre  rationnel  /•'plus  petit  (plus  grand)  que  /'sera 
a  fortiori  plus  petit  (plus  grand)  que  c. 

Mais  on  peut  démontrer  qu'//  existe,  en  outre,  une  infi- 
nité de  nombres  rationnels  compris  dans  IHntervalle  de  r 
à  c. 

En  effet,  si  c  est  rationnel,  tous  les  nombres  r-|-/?i(c  —  r), 
où  m  est  une  fraction  quelconque  comprise  entre  o  et  i ,  sa- 
tisfont à  cette  condition. 

Si  c  est  irrationnel,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  c>  r. 
Soient  A,  B  les  deux  systèmes  de  nombres  rationnels  qui  dé- 
terminent c.  Tout  nombre  rationnel  appartient,  par  hypo- 
thèse, à  l'une  des  deux  classes  <il>  et  iJl>,  définies  comme  ci- 
dessus. 

Le  nombre  r  <^c  appartient  à  la  classe  X.  Il  est  donc 
moindre  qu'un  nombre  a  du  système  A.  Ce  nombre  a  étant 
plus  petit  que  tous  les  B  n'appartient  pas  à  la  classe  ^Si>  :  c'est 
donc  un  nombre  al».  Donc  il  est  moindre  qu'un  autre  nombre 
a^  du  système  A.  Continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  suite 
infinie  de  nombres  rationnels  croissants  /*,  a,  ai,  . . .,  et  tous 
<c. 

On  dira  qu'un  nombre  réel  c  est  plus  grand  qu'un  autre 
nombre  réel  c/,  s'il  existe  un  nombre  rationnel  r  qui  soit  <Cc 
et  >  </,  Dans  ce  cas,  tous  les  nombres  rationnels,  en  nombre 
infini,  compris  entre  c  et  r,  ou  entre  r  et  c/,  jouiront  de  la 
même  propriété. 

Il  est  clair  que,  si  c  >>  c'  et  c'>-  c'\  on  aura  c  >  c". 

Enfin,  entre  deux  nombres  rationnels  quelconques  r  et 
r  -f-  e,  il  existe  nécessairement  un  nombre  irrationnel  (et, 
par  suite,  une  infinité). 


4  PREMIÈRE   PARTIE.  —    CHAPITRE    I. 

Soity  en  effet,  c  un  nombre  irrationnel  défini  par  les  deux 
systèmes  de  nombres  rationnels  A  et  B.  On  peut  déterminer 
dans  ces  systèmes  deux  nombres  a  et  6,  dont  la  difiiérence 
soit  <  e,  et  comprenant  entre  eux  le  nombre  c. 

Soient  A|,  B|  les  deux  systèmes  obtenus  en  ajoutant  la 
constante  r  —  a  à  tous  les  nombres  de  A  et  de  B.  Il  est  évi- 
dent que  ces  nouveaux  systèmes  ont  les  qualités  requises 
pour  définir  un  nouveau  nombre  irrationnel,  compris  entre  /* 
et  r-i-  e. 

Un  nombre  réel  c  sera  dit  positif,  s'il  est  >  o  (auquel  cas 

il  sera  encore  supérieur  à  une  infinité  de  nombres  rationnels 

positifs);  négatif,  s'il  est  <!  o. 

Les  inégalités 

b  —  a'^Of         b  —  rt<;£ 

pouvant  s'écrire  ainsi 

(~  a)  ~  (-  ^)  >  o,     (-  a)  -  (-  ^)<  c, 

on  voit  qu'à  tout  nombre  réel  c,  défini  par  le  système  des 
nombres  a  et  celui  des  nombres  6,  correspond  un  autre 
nombre  de  signe  opposé,  défini  par  le  système  des  nombres 
—  b  et  celui  des  nombres  —  a.  Nous  désignerons  ce  nombre 
par  —  c.  On  aura,  d'après  cette  définition, 

—  {—c)—c. 

4.  Il  nous  reste  à  généraliser  la  définition  des  opérations 
de  l'Arithmétique,  pour  les  rendre  applicables  à  tout  nombre 
réel. 

Soient  c,  d  deux  semblables  nombres,  définis  respective- 
ment par  les  systèmes  A,  B;  A',  B'.  Soient  a,  b\  a\  b'  des 
nombres  pris  respectivement  dans  ces  systèmes,  on  aura 

b-¥  b'>  a-\-  a'. 

Mais,  d'autre  part,  on  pourra  choisir  a^  6,  «',  6'  de  telle 
sorte  qu'on  ait 

b  —  a<  -y  y—a!<i  -: 

2  2 

d'où 

b-\'  b'—  (a-f-a')  <  s. 
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Le  syslème  des  nombres  a  4-  «'  et  celui  des  nombres 
b-\-  6' définiront  donc  un  nombre  réel,  que  nous  appellerons 

De  même,  le  système  des  nombres  b  —  a'  et  celui  des 
nombres  a  —  6'  définiront  un  nombre,  que  nous  appelle- 
rons c  —  &. 

On  a  évidemment,  d'après  cette  définition, 

c  -H  C'=^  c'-{-  C,  C  —  C'm  c  -f-  (—  c'). 

La  soustraction  est  d^aîUeurs  l'opération  inverse  de  Taddi- 
lion,  de  telle  sorte  que  le  nombre  (c  —  c')-\-  &=Ci  n'est 
autre  que  c.  Pour  le  montrer,  nous  prouverons  que  tout 
nombre  rationnel  >  c  est  >  C|,  et  réciproquement. 

Les  nombres  ^  c  sont  ceux  qui  sont  plus  grands  que  l'un 
des  nombres  6,  les  nombres  >  Ci  ceux  qui  sont  plus  grands 
que  l'un  des  nombres  b  —  a'-h  b\ 

Or,  tout  nombre  x^  b  —  a'-\-  b'  e^i  a  fortiori  >►  6,  car 
y>  a'. 

D'autre  part,  si  or  >  c,  on  pourra  déterminer  entre  x 
et  c  une  infinité  de  nombres  rationnels  encore  ]>  c.  Soit 
X  —  £  =  fc  l'un  d'eux  ;  on  aura 

x>b  —  a'-^b\ 

si  l'on  choisit  a'  et  U  de  telle  sorte  que  b' —  a'  soit  <  s. 

o.  Pour  définir  la  multiplication  et  la  division,  nous  sup- 
poserons d'abord  c  et  c'  positifs. 

Soient  a,  a'  des  nombres  fixes  choisis  d'avance  arbitrai- 
rement parmi  les  nombres  positifs  contenus  dans  les  systèmes 
A,  A';  P,  P'  des  nombres  fixes  (nécessairement  positifs)  choi- 
sis d'avance  dans  les  systèmes  B,  B';  a,  6,  a\  b'  des  nombres 
positifs  à  choisir  dans  ces  mêmes  systèmes;  on  aura  tou- 
jours 

f  1  #  ,  b        a 

bb'>  aa\         ->  rr 

a        b' 
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Mais  on  peut  choisir  ces  nombres  de  telle  sorte  que  l'on 

ait 

b  —  a  <  0,         b' —  «'<  8, 

0  étant  une  quantité  à  déterminer  ultérieurement. 

Il  est  d'ailleurs  permis  de  supposer,  en  outre,  que  a  et  6 
sont  contenus  dans  l'intervalle  de  a  à  (3,  a'  et  b'  dans  l'inter- 
valle de  a!  à  p'.  En  effet,  a^  par  exemple,  est  sûrement  <I  p. 
S'il  est  <  a,  on  aura  b  —  ol<C  b  —  a<;5.  On  pourrait  donc 
substituer  a  à  a,  tout  en  maintenant  l'inégalité  demandée. 

Cela  posé,  on  aura 

bb'—  aa<  {a  +  8)  (a'+  o)  —  aa' 

<  (  a  4-  a'  )  S  H-  ^'  <  (  P  +  ?  ')  3  -f-  0% 

J^  __  a  __  bb'-  aa'        (  3 -f-  y)  §  +  §' 
a'       b'  "  ~^'7/       "^  ï^^ 

Si  donc  on  détermine  8  de  manière  à  satisfaire  à  la  fois  aux 
inégalités 

8<'>        5  <  o   .   l  .  . .         8<       ""' 
on  aura 


(J-h-p'H-l'  ^p  +  p'-Hi' 


W-aa'<(?  +  p'-M)S<s, 

6        a        (^+p'+i)5  ^  ^ 
a         b  a  - 

Le  sjrstème  des  nombres  aa' ,  joint  à  celui  des  nombres  bb\ 

et  le  système  des  nombres  p>  joint  à  celui  des  nombres  — ,> 

définissent  donc  deux  nombres  réels,  que  nous  désignerons 

respectivement  par  ce  et  —  • 

La  division  ainsi  définie  est  l'inverse  de  la  multiplication. 
Pour  l'établir,  il  faut  prouver  l'identité  des  deux  nombres 

c 

-c'=^Ct  et  c,  en  montrant  que  les  nombres  rationnels  su- 

périeurs  à  l'un  le  sont  à  l'autre,  et  réciproquement. 

Soit  X  un  nombre  >  Ci.  Il  sera,  par  définition,  plus  grand 
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qa'uD  des  nombres  —,  6',  et,  a  fortiori^  plus  grand  que  le 

nombre  b  ;  il  sera  donc  >  c. 

Réciproquement,  si  ^  >  c,  il  existera  un  autre  nombre 
rationnel  x  —  e  encore  plus  grand  que  c,  c'est-à-dire  plus 
grand  qu'un  nombre  b.  Or  on  peut  déterminer,  quel  que 
soit  8,  a'  et  6',  de  telle  sorte  que  l'on  ait  6'<C  «'+  8,  d'où 

b  .,      .       b^       ,       p8 
a  a  X 

Si  l'on  choisit  8  moindre  que  -77- >  on  aura  x>  —.b'.  Donc 

Pour  étendre  la  définition  de  la  multiplication  et  de  la  di- 
vision au  cas  où  l'un  des  facteurs,  ou  tous  les  deux,  sont  né~ 
gatifs,  on  appliquera  la  règle  des  signes.  Enfin  on  admet 
qu'un  produit  est  nul,  si  l'un  des  facteurs  est  nul. 

On  voit,  sans  aucune  difficulté,  que  les  opérations  ainsi 
généralisées,  appliquées  à  des  nombres  rationnels,  donnent 
les  mêmes  résultats  que  les  opérations  ordinaires,  et  que  les 
règles  du  calcul  algébrique  subsistent  sans  aucun  change- 
ment. 

6.  On  nomme  valeur  absolue  ou  module  d'un  nombre 
réel  c  ce  nombre  lui-même,  s'il  est  positif,  le  nombre  — c,  si  c 
est  négatif.  Ce  module  se  désigne  souvent  par  la  notation  [  c  |. 

On  a  évidemment 

\a\\b\  =  \ab\, 

|a|-|6|~|c|  =  |a±^±:c|  =  |a|-+-|6l-^|c|. 

7.  Soient  A,  B  deux  systèmes  de  nombres  réels  tels  : 
I®  que  tout  nombre  B  soit  plus  grand  que  tout  nombre  A; 
2®  qu'on  puisse  toujours  déterminer  dans  A  et  B  deux 
nombres  a  et  6  tels  que  b  —  a  soit  <  e.  Il  existera  un 
nombre  réel  unique  c  tel  que  l'on  ait  constamment 

bT^  c'^a. 
Soient,  en  efiet,  A'  le  svstème  des  nombres  rationnels 
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inférieurs  à  l'un  au  moins  des  nombres  A;  B'  le  système 
des  nombres  rationnels  supérieurs  à  Tun  au  moins  des 
nombres  B.  Les  nombres  B'  seront  plus  grands  que  les 
nombres  A'. 

D'autre  part,  déterminons  dans  A  et  B  deux  nombres  a 

et  h  tels  que  b  —  a  <  -„•  On  peut  déterminer  deux  nombres 

rationnels  comprenant  a  et  dont  la  différence  soit  <  ô*  l-c 
plus  petit  o!  de  ces  deux  nombres  appartient  à  A',  et  l'on  a 


On  peut  de  même  déterminer  dans  B'  un  nombre  V  tel  que 

£ 

3 


U —  b  soit  <;  -•  On  aura,  par  suite, 


Les  systèmes  A',  B'  étant  formés  de  nombres  rationnels 
déterminent  un  nombre  réel  c  plus  grand  que  tous  les  d  et 
moindre  que  les  V .  Ce  nombre  satisfait  aux  conditions  re- 
quises. Yah  effet,  s'il  était  moindre  qu'un  nombre  a  de  A,  il 
existerait  entre  a  et  c  des  nombres  rationnels  a!  plus  grands 
que  c,  contrairement  à  la  définition  de  c.  S'il  était  plus  grand 
qu'un  nombre  b  de  B,  on  arriverait  à  une  contradiction  ana- 
logue. 

On  voit  d'ailleurs,  comme  au  n°  2,  que  le  nombre  c  est 
unique  de  son  espèce. 

8.  Limites.  —  Soit  x  une  quantité  variable,  à  laquelle  on 
donne  successivement  une  suite  illimitée  de  valeurs  x^^  .... 
Xn-i  ....  On  dit  que  la  suite  X\^  . . . ,  Xn'i  •  •  • ,  ou,  d'une  ma- 
nière plus  abrégée,  la  variable  x  tend  ou  converge  vers  la 
limite  c  si,  pour  toute  valeur  de  la  quantité  positive  e,  on 
peut  assigner  un  entier  v,  tel  que  l'on  ait 


^»  —  c  I  <  £ 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  v. 
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La  variable  x  ne  peut  tendre  à  la  fois  vers  deux  limites 
différentes  c  et  c';  car  on  a 

d'où 

I  c'—  C  I  5  I  J?«—  C  I  +  I  or,,—  c'  |. 

Donc,  quel  que  soit  /i,  Tun  au  moins  des  deux  modules 

sera  au  moins  égal  à  ^  |  d —  c  |. 

11  importe  de  transformer  la  définition  précédente,  de  ma- 
nière à  pouvoir  prouver  l'existence  d'une  limite,  lors  même 
qu'on  ne  serait  pas  en  mesure  de  la  déterminer. 

9.  Théorème.  —  Pour  que  la  suite  x^^  . . . ,  x,i^  ...  tende 
vers  une  limite,  il  faut  et  ilsujflt  qu^  on  puisse  troui'er  une 
suite  Si,  ...,  £«,  ...  de  nombres  positifs  non  croissants, 
ayant  pour  limite  zéro,  et  tels  que  Von  ait,  pour  toutes 
les  valeurs  des  entiers  n  et  p^ 

i"  Supposons,  en  effet,  que  la  suite  X\,  ...,  x„j  ... 
tende  vers  une  limite  c.  Soient  3|,  . . . ,  8^,  • . .  "ue  suite  de 
nombres  positifs  décroissants  ayant  zéro  pour  limite.  On 
pourra,  par  hypothèse,  déterminer  pour  chaque  valeur  de  m 
un  entier  v^  tel  que  Ton  ait  constamment,  dès  que  n  est 
>v«,, 

et,  par  suite, 

I  ^n       '^n-^p  I  <  I  ^n  —  ^  |  +  I  *^n^p        ^  I  <  ^w 

Si  /î<V|,  mais  /i  -|-/?  >  V|,  on  aura  d'autre  part 

Xn  —  Xn^p\l  \x^—c\-\-\Xa^p—c\%  e-j-^Ô,, 


e   désignant  la   plus   grande   des   quantités    \xi  —  c|,   .... 

\x^^  —  c\. 
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Enfin,  si  n  et  n-^p  ne  sont  nî  l'un  nî  Pautre  >V|,  on 
aura 


Définissons  maintenant  une  suite  de  quantités  positives 
£i }  •  •  •  1  ^/z;  •  •  •  P^r  l^s  relations 

6;,  =  2  e  -H  0,,         si  /i  =  V,, 
/  t      \  —  l,„,  si  v,„  <  /i  =  v,„^.,. 

On  aura  constamment 

D'ailleurs  les  quantités  e^  forment  une  suite  non  croissante, 
et  e„  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  oo.  Car  on  peut  prendre 
m  de  telle  sorte  que  8,„  soit  moindre  qu'une  quantité  quel- 
conque e,  et  il  suffira  de  prendre  ensuite  /i>V;n  pour  être 
sûr  d'avoir 

6/1  <  ^m  <  6. 


2**  Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  pu  déterminer 
une  suite  e^,  ...,  e,,,  ...  de  nombres  positifs  ayant  pour 
limite  zéro,  et  tels  que  Ton  ait,  au  moins  pour  les  valeurs  de 
n  qui  surpassent  un  nombre  fixe  m^ 

et  proposons-nous  de  démontrer  que  la  suite  ^i,  . . . ,  ^„,  . . . 
tend  vers  une  limite. 

Désignons  par  a^,  la  plus  grande  des  quantités 

•^/rt+l  6//l4-l>         •  •  •  >        «^V ^V  J 

par  frv  1^  plus  petite  des  quantités 

on  aura  évidemment 

«V  >  «II,  ^v  <  ^|i.>         si  V  >  p.. 


VARUBLB8   BÊBLLES.  1  I 

D'autre  pari,  rinégalilë  (i)  peut  s'écrire 

d'où 

Supposons  /2^v  et  changeons  dans  cette  équation  p  en 
/>  H-  V  —  n;  elle  devient 

et  comme  elle  a  lieu  pour  les  valeurs  n  =  m  +  i ,  . . . ,  v,  on 
en  déduit 

Plus  généralement,  |jl  et  v  étant  deux  entiers  positifs  quel- 
conques ^  m,  et  X  le  plus  grand  des  deux,  on  aura,  par  la 
combinaison  des  inégalités  ci-dessus, 

a|i.<  «x<  h<  ^v. 

Donc,  tout  nombre  b  est  plus  grand  que  tout  nombre  a. 
Mais  on  a  d'autre  part 

quantité  qui  peut  être  rendue  <  e  en  prensTnt  v  assez  grand. 
Donc  les  deux  systèmes  de  nombres  a  et  &  déterminent 
un  nombre  c.  Ce  nombre  et  le  nombre  Xy,^p  étant  tous  deux 
compris  entre  Oy  et  6v,  on  aura 

ce  qui  est  précisément  la  condition  pour  que  les  quantités  jr 
convergent  vers  c. 

10.  Corollaire.  —  Si  les  quantités  Xn  sont  telles  que 
Von  ait  toujours 

elles  tendront  vers  une  limite  c  ou  croîtront  de  manière 
à  surpasser  finalement  toute  grandeur  donnée  E. 

En  effet,  supposons  en  premier  lieu  que,  pour  toute  valeur 
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de  la  quantité  positive  o,  on  puisse  déterminer  un  entier  v  tel 
que  l'on  ait  constamment 

quel  que  soit/>. 

Donnons  à  o  une  suite  de  valeurs  0|,  82,  ...  convergeant 
vers  zéro;  soient  V|,  V2,  . . .  les  valeurs  correspondantes  de  v. 

Soit,  d'autre  part,  n  un  nombre  ^va  mais  <  v^t+i-  On  aura 


et  si  l'on  pose  n  -\-p  =  v^-h  y, 

Si  donc  on  définit  les  quantités  £v,i  •  •  •  1  £//«  •  •  •  P^r  Ist  con- 
dition 

£/i  —  Sa         quand  n=y,,<  v;t-f-i , 

on  aura 

Les  quantités  êa,  ainsi  définies,  convergeant  vers  zéro,  les 
quantités  Xn  tendront  vers  une  limite. 

Supposons,  au. contraire,  qu'il  existe  une  quantité  8  pour 
laquelle  il  soit  impossible  de  déterminer  une  quantité  v  cor- 
respondante. On  pourra,  quel  que  soit  n,  déterminer  un 
nombre  n+p=^  rit  tel  que  x„^  —  Xn  soit  plus  grand  que  S. 
Nous  pourrons  donc  déterminer  une  suite  illimitée  de 
nombres  i,  /i|,  /?2,  ...,  n;^,  ...  tels  que  l'on  ait 

d'où 

Ce  nombre  deviendra  plus  grand  que  le  nombre  donné  E 

E ^ 

dès  que  k  sera  supérieur  à  — :; 

H.  Si  la  variable  x  tend  vers  la  limite  c,  — x  tend 
vers  la  limite  —  c. 
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Celte  proposition  est  évidente;  car  on  a 

I  X  —  c|  =::  I  —  J7  4-c|. 

Si  donc  on  a  pour  /i  >■  v 
on  aura  en  même  temps 


12.  Si  la  variable  x  tend  vers  une  limite  c  différente 
de  zéro.  —  tendra  vers  la  limite  -  • 


X-  c 

Posons,  en  effet,  x„  —  c  =  Ç«  ;  on  aura 


l 


c(c-+i„) 


quantité  qui  deviendra  <^£,    dès  que  n  sera  devenu  assez 
grand  pour  qu'on  ait 

Si  X  tend  vers  la  limite  zéro,  on  pourra,  quelle  que  soit  la 
quantité  positive  E,  déterminer  un  nombre  v  tel  qu'on  ait, 
pour  toute  valeur  de  n  plus  grande  que  v, 


\x„\<~,  dou  j  — 


>E. 
Donc  —  ne  tend  vers  aucune  limite.  Nous  conviendrons  tou- 

X 

tefois  de  dire  qu'il  tend  vers  x. 

Si,  en  tendant  vers  X5,  x  reste  à  partir  d'un  certain  moment 
constamment  positif,  on  dira  qu'il  tend  vers  -h  oo.  S'il  reste 
constamment  négatif,  il  tendra  vers  —  oo. 

13.  Soient  x,  y  deux  quantités  variables  simultané- 
ment, et  prenant  respectivement  les  suites  de  valeurs  T|, 
K|;  ...;  Xn^yn^ Si  x^  y  tendent  respectivement  vers 
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des  limites  finies  c,  rf,  x-\'y  el  xy  tendront  vers  les 
limites  c-^  d,  cd. 

Posons,  en  effet, 

On  pourra,  par  déHnition,  quelle  que  soit  la  quantité  posi- 
tive 0;  déterminer  deux,  quantités  V|  et  V2,  telles  que  Ton  ait 

|$„  |<o,     si  «>vi, 
|ifi„|<a,     si  /i>v„ 
et,  par  suite, 

|S,,  I  <o,  |Tr,«|<o,  si   /i>v, 

V  désignant  la  plus  grande  des  quantités  V|  et  Vj. 
Cela  posé,  on  a 

k'/i-H/n—  (C  -hd)\=z\  $«4-T.„  I  =  I  $«  I  4-  h  J  <  28, 

<|c|$4-|r/|$4-8». 


Les  seconds  membres  de  ces  inégalités  seront  <  s  si  Ton 
détermine  Tarbitraire  8  de  telle  sorte  qu'on  ait  en  même 
temps 


o<-»  o<i,  o< 


2  C 


Notre  proposition  est  donc  démontrée. 

Si  X  tend  vers  00,  y  continuant  à  tendre  vers  une  limite 
finie  d,  on  pourra,  de  même,  quelles  que  soient  les  arbi- 
traires E'  et  2,  déterminer  un  nombre  v  tel  que  Ton  ait 

\Xn\>VJ,         \Y„  —  d\<o,         si  n>v, 
d'où 

\^n-^yn\—\xa-^y„~d-^d\  ^  \  x„\  —  \yn— d\  —  \d  \ 

>E'-5— |^|>E,     • 


si  Ton  choisit  E'  plus  grand  que  E-HoH-|rf|.  Donc,  dans 
ce  cas,  X  -i-y  tendra  vers  00.  ^ 
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Le  produit  xy  tendra  aussi  vers  oo,  si  d  n'est  pas  nul.  En 
effet,  choisissant  pour  2  une  quantité  <1 1  (i|,  on  aura 


d'où 


et  enfin 


l^/./«l>E'(|^|-5)>E, 

E 


si  l'on  choisit  E'  plus  grand  que  r  ,.       ^ 

Si  y  tendait  vers  zéro,  on  même  temps  que  x  vers  oc,  on 
ne  pourrait  rien  affirmer  a  priori. 

Supposons  enfin  que  a:  et^  tendent  tous  deux  vers  oo.  On 
ne  pourra  rien  affirmer  a  priori  sur  la  somme  x  4-^.  Mais 
le  produit  tendra  évidemment  vers  oo. 

14.  De  la  combinaison  des  résultats  qui  précèdent,  on 
déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Soit  R(5:,  j^,  . . .)  une  expression  rationnelle  quelconque 
des  variables  x^  y, Si  ces  variables  tendent  simulta- 
nément vers  les  limites  c,  d,  . . .,  R(:r,  y^  . . .)  tendra  vers 
la  limite  R(c,  rf, . . .). 

Ce  théorème  est  toutefois  soumis  à  cette  restriction  que  la 
suite  des  opérations  indiquées  pour  calculer  R,  connaissant 
x^  y^  ...,  puisse  s'exécuter  effectivement  pour  les  valeurs 
particulières  x  =^  c^  y  =  d^  .... 

Si  donc  parmi  ces  opérations  figurent  des  divisions,  il 
faut  que  le  diviseur  ne  soit  pas  nul. 

15.  L'Arithmétique  et  l'Algèbre  comportent  quatre  opéra- 
tions fondamentales  :  addition,  soustraction,  multiplication 
et  division.  On  peut  en  concevoir  une  cinquième,  consistant 
à  remplacer  une  quantité  variable  par  sa  limite.  C'est  l'intro- 
duction de  cette  nouvelle  opération  qui  caractérise  le  Calcul 
infinitésimal. 
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16.  Infiniment  petits.  —  On  donne  le  nom  A"* infiniment 
petit  à  toule  quantité  variable  qui  tend  vers  zéro;  celui  A^ in- 
finiment grand  à  toute  quantité  variable  qui  tend  vers  oc. 

L^inverse  d^un  infiniment  petit  sera  donc  un  infiniment 
grand,  et  réciproquement. 

La  suite  des  valeurs  X\^  . . . ,  x„y  . . .,  qu'on  assigne  succes- 
sivement à  un  infiniment  petit  x,  doit  avoir,  par  définition, 
zéro  pour  limite;  on  peut  ne  la  soumettre  à  aucune  autre  res- 
triction. Mais  on  peut  aussi,  si  Ton  veut,  Tassujettir  à  d'au- 
tres conditions  :  stipuler,  par  exemple,  que  ces  quantités 
seront  positives,  ou  rationnelles,  etc.  Sauf  ces  restrictions, 
qui  devront  être  spécifiées  dans  chaque  cas,  on  devra  la  con- 
sidérer comme  arbitraire. 

17.  Deux  infiniment  petits  .r,  y  seront  indépendants^ 
s'il  n'existe  aucune  corrélation  obligatoire  entre  les  valeurs 
Xi,  . . .,  .r,i,  ...  et  j^i,  >  *  'i  ynj  •  •  •  qu'on  leur  attribue  respec- 
tivement. 

Au  contraire,  s'ils  sont  liés  de  telle  sorte  que,  Xn  étant 
connu,  on  puisse  eu  déduire  y,,,  on  dira  que  y  est  un  infini- 
ment petit  dépendant  de  x.  Cette  dépendance  sera,  en 
général,  réciproque,  de  telle  sorte  que,  y  a  étant  connu,  x„ 
pourra  s'en  déduire. 

Deux  infiniment  petits  .r,  y  étant  ainsi  liés,  on  dira  qu'ils 

sont  du  même  ordre,  si,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  —  a  pour 
limite  une  quantité  constante  c  difTérenle  de  o;  y  sera 
d'ordre  plus  élevé  que  x,  si  —  a  pour  limite  zéroj  il  sera 

y 
d'ordre  moindre,  si  —  tend  vers  oo. 

X 

On  peut,  dans  la  plupart  des  cas,  préciser  cette  notion,  en 
mesurant  par  un  nombre  l'ordre  de  grandeur  d'un  infiniment 
petit.  On  pourra  dire,  en  efTet,  que  y  est  d'ordre  a  par  rap- 
port à  Jc,  si  le  rapport  -^  tend  vers  une  limite  finie  et  dilTé- 
rente  de  zéro,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
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D'après  celle  défiaillon,  une  qiianlité^  qui  lend  vers  une 
lîmile  finie  sera  un  infinimenl  petit  d'ordre  zéro;  un  infini- 
ment grand  y  tel  que  yx'^  tende  vers  une  limite  finie  et  dif- 
férente de  zéro  sera  un  infiniment  petit  d^ordre  —  a. 

Dans  toute  question  où  figurent  plusieurs  infiniment  petits 
x^y^z^  ...  dépendant  les  uns  des  autres,  on  pourra  choisir 
arbitrairement  Tun  d'eux  comme  étalon  de  mesure.  Cet  t/i- 
finiment  petit  principal,  x^  par  exemple,  étant  considéré 
comme  ayant  pour  ordre  de  grandeur  Tunilé,  j^,  3,  . . .  auront 
des  ordres  de  grandeur  représentés  respectivement  par  des 
nombres  a,  ^, 

Le  même  procédé  de  comparaison  serait  applicable  à  des 
inGniment  grands. 

18.  Soient^  un  infiniment  petit  d'ordre  a;  A  ht  limilc 
vers  laquelle  tend  -—  quand  x  tend  vers  zéro.  On  aura 

Z^zzz  k-^h,         d'où         r  —  Kx'^-k'hx'^, 
x^  " 

h  tendant  vers  zéro  avec  x. 

Le  premier  terme  Ax*  se  nomme  la  valeur  principale 
de  y.  Il  représente  cet  infiniment  petit  avec  une  erreur  re- 
lative qui  décroît  indeliniment  avec  x. 

Si  l'on  ne  veut  pas  se  contenter  de  cette  première  approxi- 
mation, on  aura  à  déterminer  la  valeur  principale  du  reste. 
Soit  Bj:?  cette  valeur  principale;  nous  aurons  une  seconde 

valeur 

y  —  A.r«-}-  BxP 

approchée  jusqu'à  l'ordre  j3.  On  chercherait  de  même,  s'il 
était  utile,  la  valeur  principale  du  reste,  et  ainsi  de  suite. 

La  détermination  des  valeurs  principales  des  infiniment 
petits  et  leur  développement  en  série  suivant  les  puissances 
de  l'infiniment  petit  principal,  qui  en  est  la  conséquence, 
formeront  en  grande  partie  l'objet  de  lu  première  Partie  de 
ce  Cours. 

J.  —  I.  a 
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La  solution  de  ce  problème  fondamental  fournit  une  mé- 
thode d'approximation  précieuse  dans  toutes  les  applications 
des  Mathématiques;  mais  là  ne  se  borne  pas  son  utilité  :  elle 
permet  d'obtenir  des  résultats  d'une  entière  rigueur,  fondés 
sur  la  proposition  suivante. 

19.  Le  rapport  de  deux  infiniment  petits  du  même 
ordre j  y  et  z^  ayant  respectivement  pour  valeurs  princi- 

pales  A^*  et  Bj:*,  a  pour  limite  -rr- 
On  a,  en  effet, 

h  et  k  tendant  vers  zéro  avec  x.  Donc 

,.     y       ,.     A  -4-  Il       A 
lim  ■—  =z  lim  j  -    -  ,-  ^=^  1»  • 
;;  B  -I-  A        B 

II.  —  Ensembles. 

20.  Soient  j;,  y,  ...  des  quantités  variables;  nous  appel- 
lerons point  un  système  de  valeurs  simultanées  a,  b,  ... 
donné  à  ces  variables;  écart  de  deux,  points  p  =  (a,  6,  . .  .•) 
et/7'=  («',  6',  . . .)  l'expression 

pp'^  I  a'  —  rt  I  -h  I  //  —  ^  I  4- 

Si  cet  écart  est  nul,  les  deux  points  coïncident,  et  récipro- 
quement. 

On  dira  que  le  point  p  =  (a,  6,  . . .)  est  la  limite  d'une 
suite  de  points 

si  l'écart/?/?,^  a  pour  limite  zéro  lorsque  /i croît  indéfiniment, 
ce  qui  revient  à  dire  quea7«,  y^j  . . .  ont  respectivement  pour 
limites  a,  6, 
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On  nomme  ensemble  toute  collection  de  points,  en 
nombre  fini  ou  infini.  Un  ensemble  aura  autant  de  dimen- 
sions qu'il  figure  de  variables  x, y^ ...  dans  la  définition  de 
ses  points. 

On  nomme  point  limite  d'un  ensemble  E  tout  point  qui 
est  la  limite  d'une  suite  de  points  de  E.  Le  système  de  ces 
points  limites  forme  un  nouvel  ensemble  E',  qu'on  appelle 
le  dérivé  de  E. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  d'une  seule  dimension. 
D'après  les  définitions  précédentes,  l'ensemble  des  nombres 
entiers  n'a  pas  de  point  limite. 

Celui  des  fractions  y,  {,  ^,  . . .  a  une  seule  limite  ^  =  o. 

Celui  des  nombres  rationnels  ^  a  et  <^  6  a  pour  dérivé 
l'ensemble  des  nombres  réels  ^  a  et  ^  6. 

Ce  dernier  se  confond  avec  son  dérivé. 

On  volt  par  ces  exemples  qu'un  ensemble  E  peut  contenir 
des  points  qui  n'appartiennent  pas  à  son  dérivé  E',  et  réci- 
proquement. 

Si  un  point  p  =  (a,  b,  . . .  )  appartient  à  E  sans  appartenir 
à  £',  on  pourra,  par  définition,  trouver  une  quantité  e  telle 
que  tout  autre  point  de  E  soit  écarté  de  p  de  plus  de  e.  On 
dit  dans  ce  cas  que  p  est  un  point  isolé  dans  E. 

21.  Nous  appellerons  ensemble  par/ait  tout  ensemble 
qui  contient  son  dérivé. 

Un  ensemble  E',  dérivée  d^un  autre  ensemble  E,  est  né- 
cessairement par  fa  it . 

Soit  en  effet  tz  un  point  limite  de  E'.  On  pourra,  par  hy- 
pothèse, déterminer  dans  E'  un  point  p'  tel  que  l'écart  p'iz 

soit  <:^  -•  D'autre  part,  p'  étant  un  point  limite  de  E,  on 

pourra  déterminer  dans  E  un  point />  tel  que  Véc^ri pp'  soit 

-•  Cela  posé,  soit 


E 
1 


p  =  {ayb,...)y        p'-      a',  6',...),         it  =z  (a,  3,  . . .); 
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on  aura 

pTzz=\a  —  0L  |4-|6  —  P|h-... 

=  |a-a'|-+-|a'-a|4-|6-6'|-+-|6'-p| 

Donc  Tz  est  un  point  limite  de  Ë  et  appartient  à  E'. 

22.  Si  Tensemble  E  ne  contient  pas  tous  les  points  pos- 
sibles, les  points  qui  ne  lui  appartiennent  pas  forment  un 
ensemble  complémentaire  E|. 

Soient  respectivement  E',  E',  les  ensembles  dérivés  de  E, 
E| .  Tous  les  points  de  l'espace  pourront  être  répartis  en  trois 
classes  : 

1°  Ceux  qui  appartiennent  à  E,  sans  appartenir  à  E', . 
Pour  chacun  d'eux/?  on  pourra  assigner  une  quantité  e  telle, 
que  tout  point  dont  Fécart  à  p  est  <^  e  n'appartient  pas  à  E| , 
et  par  suite  appartient  à  E.  Nous  dirons  que  les  points  de 
celte  classe  sont  intérieurs  à  E  (et  extérieurs  à  E|  ). 

2**  Ceux  qui  appartiennent  à  E| ,  sans  appartenir  à  E'.  Ces 
points  seront  extérieurs  à  E  et  intérieurs  à  E<. 

3"  Enfin  ceux  qui  appartiennent  en  même  tem'ps  à  l'un 
des  ensembles  E,  E<  et  au  dérivé  de  l'autre.  Ces  points  con- 
stituent la  frontière  commune  des  deux  ensembles  E,  E|. 

//  existe  toujours  des  points  frontières.  Soient  en  cflel 
p  r=  (a,  &,  . . .)  et  71  =  (a,  p,  . . .)  deux  points  quelconques, 
choisis  respectivement  dans  E  et  dans  E|,  et  soit  n  un  entier 
arbitraire.  Considérons  la  série  des  points 

«-+-^(*— «)»   ^-^^(?— ^)»   •••!» 

où  m  prend  successivement  les  valeurs  o,  i ,  . . . ,  a".  Le  pre- 
mier point  de  celte  suite  est  y?  et  appartient  à  E;  le  dernier 
est  n  et  appartient  à  E|.  Soit  pn  le  dernier  des  points  de 
cette  suite  qui  appartienne  à  E,  t,,  le  suivant.  On  aura 

T.„—[a-^Un{^-a),         b       iia{?  —  b),         ...], 
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i„  et  ii„  étant  deux  fractîoDS  comprises  entre  o  et  i,   ayant 

pour  différence  —  et  dont  la  première  ne  décroît  jamais,  el 

la  seconde  ne  croît  jamais  loisqu^on  fait  croître  n. 

Supposons  d'abord  qu*il  n'existe  aucune  valeur  de  n  au 
delà  de  laquelle  tn  cesse  définitivement  de  croître  ou  Un  de 
décroître.  Les  quantités  tn  et  Un  tendront  vers  une  limite 
commune  6,  et  les  points />{,  ...  ^  p„^  , ..  d'une  part,  iti,  ..  , 
î:/!,  . . .  d'autre  part,  auront  pour  limite  le  point 

P=iz[ûr4-6(a  — a),  6-1-60  — A),    ...]. 

Ce  point  appartiendra  donc  à  la  fois  à  E'et  à  E, ,  et,  comme 
il  appartient  nécessairement  à  E  ou  à  E|,  ce  sera  un  point 
frontière. 

Supposons,  au  contraire,  qu'à  partir  d'une  valeur  v  de  n^ 
tnj  par  exemple,  cesse  de  croître,  et  reste  égal  à  t^\  Un  décroî- 
tra et  tendra  vers  iy]  les  points  Tv>  ^^+1?  •••  tendront  donc 
vers/>v.  Ce  point  appartiendra  donc  à  E',  et,  comme  il  appar- 
tient à  E,  c'est  encore  un  point  frontière. 

23.  Lœ frontière  F  dont  V existence  vient  d'être  établie 
constitue  un  ensemble  parfait. 

Soit  en  effet  ^r  un  point  limite  de  F;  F  contiendra  une 
suite  infinie  de  points  gr,,  . . .  ^  <jr^,  . . ,  convergeant  vers  q. 

Si  parmi  eux  il  y  en  a  une  infinité  appartenant  à  Eet  à  E'^, 
leur  point  limite  q  appartiendra  à  E'  et  à  E'j,  dérivés  de  E 
et  deE'^.  Mais  E', ,  étant  parfait,  contient  son  dérivé.  Donc  q 
appartient  à  la  fois  à  E'  et  à  E,,  et,  comme  il  appartient  né- 
cessairement à  E  ou  à  E|,  ce  sera  un  point  frontière» 

Si,  parmi  les  points  ^i,  . . . ,  9,1,  . . . ,  il  n'en  existe  qu'un 
nombre  borné  appartenant  à  E  età  E'^  les  autres,  en  nombre 
infini,  appartiendront  à  E|  et  E',  et  la  conséquence  sera  I? 
même. 

2i.  Quant  aux  points  intérieurs  ou  extérieurs,  leur. exis- 
tence n'est  pas  nécessaire.  Il  est  évident,  par  exemple,  que 
si  l'on  prend  pour  E  l'ensemble  des   nombres   rationnels, 
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pour  E<  celui  des  nombres  irrationnels,  il  n'y  aura  aucun 
point  qui  ne  soit  contenu  dans  la  frontière. 

Les  ensembles  parfaits  qui  contiennent  des  points  inté- 
rieurs présentent  un  intérêt  particulier,  et  il  convient  de  les 
caractériser  par  un  nom  spécial.  Nous  les  appellerons  des 
domaines, 

2o.  Un  ensemble  E  d'une  seule  dimension  est  dit  borne 
supérieurement  {inférieuremeni)^  si  tous  les  nombres  qui 
le  composent  sont  inférieurs  (supérieurs)  à  un  nombre 
fixe  L. 

Soient,  dans  ce  cas,  FTensemble  des  nombres  plus  grands 
(plus  petits)  que  tous  ceux  de  E;  F<  son  complémentaire.  Il 
existe  un  nombre  frontière  M,  lequel  jouira  de  la  double 
propriété  :  i°  que  E  ne  contient  aucun  nombre  >  M  (<  M)  ; 
2^  qu'il  en  contient  qui  sont  >-  M  —  £(<M  +  e)?  quel  que 
soit  le  nombre  positif  e. 

Ce  nombre  M  est,  d'après  cet  énoncé,  une  des  limites 
de  E;  nous  l'appellerons  la  limite  supérieure  ou  le  maxi- 
mum {limite  inférieure  ou  minimum)  de  E.  Il  peut,  sui- 
vant les  cas,  rester  en  dehors  de  l'ensemble  E  ou  lui  appar- 
tenir. On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  E  atteint  son 
maximum  (son  minimum).  Cette  circonstance  se  présentera 
nécessairement  si  E  est  un  ensemble  parfait. 

Si  plusieurs  ensembles  E<,  Ea,  ...  admettent  respecti- 
vement des  maxima  (ou  minima)  Ml,  Ma,  .,.,  il  est  clair 
que  l'ensemble  E,  résultant  de  leur  réunion,  aura  pour  maxi- 
mum le  plus  grand  (pour  minimum  le  plus  petit)  des  nom- 
bres M,,  Ma, 

Si  réciproquement  on  décompose  un  ensemble  E  admet- 
tant un  maximum  (un  minimum)  M  en  ensembles  partiels  E| , 
Ea,  . . . ,  ceux-ci  admettront  des  maxima  au  plus  égaux  à  M 
(des  minima  au  moins  égaux  à  M). 

26.  Considérons  plus  généralement  un  ensemble  E  à  un 
nombre  quelconque  de  dimensions. 

Soient  (a,  6,...),   ...  ses  points.  Nous  dirons  qu'il  est 
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borné  si  l'ensemble  de  toutes  les  valeurs  des  modules  |a|, 
\  l^\,  ...  pour  ses  divers  points  admet  un  maximum  [jl.  Dans 
ce  cas,  les  nombres  «,  A,  ...  étant  compris  entre  —  ;jl  et 
-+-  [JL,  forment  un  ensemble  borné  en  dessus  comme  en  des- 
sous. 

Réciproquement,  si  l'ensemble  des  nombres  a,  6,  . . .  admet 
un  maximum  M  et  un  minijnum  m,  l'ensemble  E  sera  borné, 
car  les  modules  |a|,  |6|,  ...  ne  pourront  surpasser  le  plus 
grand  des  deux  nombres  |  M  |,  \m\. 

27.  Tout  ensemble  borné  qui  contient  une  injlnitc  de 
points  admet  au  moins  un  point  limite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'un  en- 
semble E  à  deux  dimensions;  soient  (^r,  6),  ...  ses  points. 
Soient  M  et  m  les  deux  nombres  fixes  entre  lesquels  tous  les 
nombres  a  et  6  sont  compris. 

Partageons  l'intervalle  M  —  m  en  n  intervalles  égaux. 
Chacun  des  nombres  «,  b  tombera  dans  l'un  de  ces  inter- 
valles. Groupons  en  un  ensemble  parliel  tous  ceux  des 
points  de  E  dans  lesquels  a  et  b  tombent  respectivement 
dans  les  mêmes  intervalles.  Nous  obtiendrons  ainsi  n-  en- 
sembles partiels,  dont  la  réunion  constitue  E.  L'un  au  moins 
Ej  de  ces  nouveaux  ensembles  devra  contenir  une  infinité  de 
points;  et  si   («,  è.),  (a',  b')  sont  deux  de  ces  points,  leur 

écart,  \  a  —  a'  |  -|-  |  6  —  fe'  |,  ne  pourra  surpasser  a 

Opérant  sur  E<  comme  sur  E,  on  le  décomposera  en 
ensembles  partiels  dont  l'un  au  moins,  E^,  contiendra  une 

infinité  de  points  dont  Técart  ne  pourra  surpasser  2  - — ^— - 

On  opérera  sur  E2  comme  sur  E|,  et  ainsi  de  suite. 
Cela  posé,  soient 

Pi  un  point  choisi  à  volonté  dans  Ei  ; 

P2  un  point  difi'érent  de  /?,,  choisi  à  volonté  dans  Eg  ; 

p^  un  point  différent  àe  p^  et  de/72j  choisi  à  volonté  dans  E.i  ; 

et  ainsi  de  suite. 
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Ces  points  /?<,  y?2,  /?3,  ...  tendront  évidemment  vers  un 
point  limite  tz, 

28.  Nous  pouvons  ajouter  la  remarque  suivante,  qui  nous 
sera  souvent  utile  : 

Soit  e  une  quantité  quelconque.  La  suite  /?<,  p^t  •  • .  con- 
tient un  point /?a  dont  l'écart  a^f  est  <^£.  Soit  £<  un  autre 

nombre,  moindre  que  -  et  que  les  écarts  />|Tc,  . . . ,  /^a*^»  La 

suite  contiendra  un  point  jOa^  dont  l'écart  à  tz  sera  <I  £<  ;  et 
1  indice  «i   sera  >  a.  Soit  £•>  un  nombre  moindre  que  les 


Si 


écarts  ptr:,  . . . ,  /?a,7r  et  que  ^;  la  suite  contiendra  de  même 

un  point  /?«.  dont  Técart  à  tz  sera  <<  £2  et  aa  sera  ^  ai  ;  et 
ainsi  de  suite. 

On  obtient  ainsi  une  inGnité  de  points  successifs  /?«,  /?«,, 
/'a,?  •  •  •  ayant  pour  limite  ir,  et  tels  :  i"  que  les  indices  a,  aj, 
aa,  ...  aillent  en  croissant  ;   a°  que  l'écart  de  /?«„  à  tc  soit 

29.  Soient  E  et  E'  deux  ensembles  formés  par  des  points 
de  même  nature. 

Les  écarts  des  divers  points  /?  de  E  aux  points  p*  de  E' 
forment  un  ensemble  de  nombres  non  négatifs.  Il  est  donc 
borné  inférieurement,  et  admet  un  minimum  A,  positif  ou 
nul,  que  nous  appellerons  Vécart  des  ensembles  E,  E'.  Si 
cet  écart  est  >>  o,  nous  dirons  que  les  ensembles  E,  E'  sont 
séparés. 

30.  Si  deux  ensembles  bornés  et  parfaits  E,  E'  qui 
TtLont  aucun  point  commun  ont  pour  écart  A,  ils  contien- 
dront au  moins  un  couple  de  points  ayant  précisément  A 
pour  écart  mutuel. 

Soient,  en  effet,  /?  ==  (.îc,^,  . . .),  ...  les  points  de  E; 
p'=  (x',  y  ^  . . .),  ...  ceux  de  E'.  Associons-les  deux  à  deux 
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de  toutes  les  manières  possibles  de  manière  à  former  de  nou- 
veaux points  pp^=^{xsyj  ...,  j:',y,  ...)  dépendant  d'un 
nombre  double  de  variables.  I/ensemble  EE'  de  ces  points 
sera  évidemment  borné  et  parfait. 

Cela  posé,  si  E  et  E'  ne  contenaient  aucun  couple  de 
points  dont  l'écart  fût  A,  ils  contiendraient  tout  au  moins 
un  couple  de  points  /><,  p\  dont  l'écart  serait  moindre  que 

_   .    ^,   _ ^ ^«.    ^ lOisi   a 

volonté. 

Soient  d  Técart  de  /?,  à  p\^  £«  un  nombre  <[rf  et  <^  -• 

On  pourra  déterminer  un  nouveau  couple  de  points  /?2»  P-^ 
dont  l'écart  soit  <[  A  -+-  e< . 

Continuant  ainsi,  nous  obtiendrons  une  suite  infinie  de 
couples  P\i  p\\  '"'y  ptn  p'n',  •••  dont  les  écarts  mutuels 
convergent  vers  A.  Les  points  correspondants  PiP^t  •  •  •  ■» 
PnPn  de  l'ensemble  EE',  étant  en  nombre  infini,  admettent 
au  moins  un  point  limite  pp\  où  les  deux  points  compo- 
sants />,  p'  auront  pour  écart  A.  Mais  p  est  une  limite  de 
l'ensemble  des  points  /?,,  ...,  /?„,  ...  qui  appartiennent 
tous  à  E;  c'est  donc  un  des  points  limites  de  E;  et  comme 
cet  ensemble  est  parfait,  il  contient/?.  On  voit  de  même 
que  E'  contient/?'.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

L'écart  A  ne  peut  être  nul,  car  s'il  Tétait,  p  et/?'  se  con- 
fondant, E  et  E'  auraient  un  point  commun  contre  l'hypo- 
thèse. 

31.  Nous  disons  qu'un  ensemble  parfait  et  borné  est  d'un 
seul  tenant  lorsqu'il  ne  peut  être  décomposé  en  plusieurs  en- 
sembles parfaits  séparés. 

On  voit  aisément  que  le  caractère  distinclif  d'un  pareil 
ensemble  est  le  suivant  : 

Entre  deux  quelconques  de  ses  points  /?,  /?',  on  peut 
toujours,  quel  que  soit  e,  intercaler  une  chaîne  de  points 
intermédiaires,  telle  que  l'écart  de  deux  points  consé- 
cutifs soit  ^e. 
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Celte  condition  est  nécessaire.  En  effet,  supposons  que 
pour  une  valeur  donnée  de  s  elle  ne  soit  pas  satisfaite.  Asso- 
cions au  point/?  d'abord  tous  ceux  des  points  de  E  dont  l'é- 
cart à  /?  est  ^  e,  puis  ceux  dont  Técart  à  l'un  de  ceux-ci  est  ^  e, 
et  ainsi  de  suite.  Tous  les  points  ainsi  groupés  forment  un 
ensemble  E< .  Les  autres  points  de  E  forment  un  ensemble  E2, 
contenant  au  moins  un  point  p\  et  dont  Técart  à  E<  est  >  £. 
D'ailleurs  chacun  des  ensembles  E<,  E^  est  parfait.  Soit,  en 
effet,  /|  un  point  limite  de  E<.  Il  appartient  à  E,  qui  est  sup- 
posé parfait;  d'ailleurs,  il  existe  des  points  de  E<  dont  il  est 
écarté  de  moins  de  £.  Donc  il  appartient  à  E,  et  non  à  Ej. 

Soit,  d'autre  part,  /a  un  point  limite  de  Ej.  Il  appartient 
à  E;  et,  comme  il  existe  des  points  de  E2  qui  en  sont  écartés 
de  moins  de  £,  il  ne  peut  appartenir  à  E|  ;  donc  il  appartient 
à  E^. 

Réciproquement,  cette  condition  est  suffisante.  En  effet, 
supposons  E  décomposable  en  deux  ensembles  parfaits  sé- 
parés E|,  E2;  soit  8  leur  écart;  /?,,  p^  deux  points  pris 
respectivement  dans  E|  et  E2  ;  si  on  les  relie  par  une  chaîne 
quelconque  de  points  intermédiaires,  on  aura  nécessairement 
deux  points  consécutifs  appartenant  l'un  à  E|,  l'autre  à  E2. 
Leur  écart  sera  donc  ^S;  et  la  condition  de  l'énoncé  ne  sera 
pas  remplie,  pour  les  valeurs  de  e  moindres  que  S. 

32.  La  proposition  qui  précède  entraîne  cette  conséquence 
évidente  : 

U ti  ensemble  ¥,  formé  par  la  réunion  dUin  norftbre^uel- 
conque  d'ensembles  d'un  seul  tenant  E|,  E2,  ...  dont 
chacun  a  au  moins  un  point  commun  avec  l'un  des  précé- 
dents est  lui-même  d'un  seul  tenant. 

33.  Un  ensemble  d'un  seul  tenant  E,  s'il  ne  se  compose 
pas  d'un  seul  point  j  se  confond  avec  son  dérii^é  E'.  En  effet, 
il  le  contient,  par  définition.  Mais,  d'autre  part,  il  y  est  con- 
tenu. Soient,  en  effet,/?,/?'  deux  points  arbitrairement  choisis 
dans  E.  On  peut  intercaler  entre  eux  une  chaîne  de  points 
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/>!,  />2,  . .  .  lelle  que  l'écart  de  deux  points  consécutifs  quel- 
conques, et  notamment  celui  de  /?  à  /?< ,  soit  ^  e.  Soient  d  cet 

écart;  e,  un  nombre  <rfet  <  -•  On  peut  trouver  de  la  même 

2  * 

manière  un  nouveau  point />2  dont  l'écart  à/?  soit'<[e<.  Con- 
tinuant de  même,  on  obtiendra  une  suite  infinie  de  points 
/>!,  y^aj  •  -  •  >  convergeant  vers/?.  Donc,  p  appartient  à  E\ 

3-4.  On  peut  encore  remarquer  qu'w/i  ensemble  E,  dhin 
seul  tenant  et  d'une  seule  dimension,  qui  contient  deux 
nombres  donnés  aetb, contient  tout  nombre  c  intermédiaire 
entre  a  et  b.  Soient,  en  effet,  a<,  «2,  ...  une  suite  de  nom- 
bres intermédiaires  entre  a  et  c  et  convergeant  vers  c, 
61,  60,  .  . .  une  suite  de  nombres  intermédiaires  entre  6  et  c 
et  convergeant  vers  c.  On  pourra,  par  hypothèse,  intercaler 
entre  a  ei  b  une  chaîne  de  nombres  appartenant  à  E,  et  dont 
les  écarts  successifs  soient  moindres  que  b„ — a».  L'un  au 
moins  de  ces  nombres  intermédiaires  tombera  entre  a»  et  bn» 
Désignons-le  par  c„.  Soit  Ci  l'écart  \cn  —  ^  |  ;  on  peut  trouver 
dans  les  suites  ai,  02,  •  •  •  et  bt,  62,  •  •  •  deux  nombres  a„^, 
bfi^  dont  l'écart  soit  <^ei,  puis  déterminer  dans  E  un  nou- 
veau nombre  Cn^  tombant  entre  a,,^  et  6,,^  ;  et  ainsi  de  suite. 
Les  nombres  c^,  Cn^t  ...  convergent  vers  c.  Donc  c  est  une 
limite  de  E,  et,  comme  E  est  parfait,  c  est  l'un  de  ses  points. 

Si  l'ensemble  E  est  borné,  il  admettra  un  maximum  M  et 
un  minimum  m;  étant  parfait,  il  les  atteindra.  Il  est  donc 
formé  par  le  système  de  tous  les  nombres  réels  qui  sont  ^M 
et  ^m. 

Si  E  n'est  borné  que  supérieurement  (inférieurement),  il 
sera  formé  par  l'ensemble  des  nombres  réels  qui  sont  ^M 
(qui  sont  >  w). 

S'il  n'est  borné  dans  aucun  sens,  il  contiendra  tous  les 
nombres  possibles. 

35.  Soit  E  un  ensemble  borné,  formé  des  points  /?,  />i,  — 
Les  écarts  de  ces  points,  pris  deux  à  deux,  forment  un  en- 
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semble  de  nombres  positifs  qui  est  borné.  Il  admet  donc  \m 
maximum  d  que  nous  appellerons  le  diamètre  de  l'en- 
semble E. 

36.  Nous  allons  chercher,  d'autre  part,  à  préciser  la  no- 
tion de  V étendue  de  cet  ensemble  (à  laquelle  nous  pourrons 
donner  en  particulier  le  nom  de  longueur^  Araire  ou  de  vo- 
lume^ lorsque  le  nombre  des  dimensions  se  réduit  à  i,  •>., 
ou  3). 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  de  deux  dimen- 
sions. Chaque  point  (w,  v)  de  E  pourra  être  représenté 
géométriquement  sur  un  plan  dont  //  et  v  sont  les  coor- 
données. Décomposons  ce  plan,  par  des  parallèles  aux  axes 
coordonnés,  en  carrés  de  côté  r. 

L'ensemble  de  ceux  de  ces  carrés  qui  sont  intérieurs  à  E 
forme  un  domaine  S  intérieur  à  E;  l'ensemble  de  ceux  qui 
sont  intérieurs  à  E  ou  qui  rencontrent  sa  frontière  forme  un 
nouveau  domaine  S  +  S'  auquel  E  est  intérieur.  Ces  do- 
maines ont  des  aires  déterminées  que  nous  représenterons 
également  par  S  et  S  -h  S'. 

Faisons  varier  notre  décomposition  en  carrés,  de  telle 
sorte  que  r  tende  vers  zéro;  les  aires  S  e^  S-f-  S' tendront 
vers  des  limites  fixes. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  les  aires  S.  Celles  de 
ces  aires  pour  lesquelles  r  reste  au-dessous  d'un  nombre 
fixe  p  sont  bornées,  car  elles  sont  toutes  contenues  dans  un 
même  carré  de  côté  M  —  m-i-ap,  M  et  m  désignant  le 
maximum  et  le  minimum  des  coordonnées  w,  i^  dans  l'en- 
semble E.  Soit  A  leur  maximum.  On  pourra  trouver  une  dé- 
composition déterminée  pour  laquelle  S  prenne  une  va- 
leur S<  plus  grande  que  A  —  e.  Soit  5  l'écart  entre  la  fron- 
tière de  E  et  celle  du  domaine  S|.  Considérons  une  autre 


a 


décomposition  quelconque  où  r  soit  <C  -•  L'écart  maximum 

de  deux  points  d'un  même  carré  y  sera  <^  5.  Donc  tous  ceux 
de  ces  carrés  dont  un  point  appartient  à  S«  seront  en  entier 
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dans  l'inlérieur  de  E.  Donc  le  domaine  S  contiendra  S|,  et 

Ton  aura 

S  =  Si>A  — t; 

d'autre  pari,  S  ^  A.  Donc  les  sommes  S  auront  bien  une  li- 
mite égale  à  A. 

D'autre  part,  les  aires  S  4-  S',  n'étant  pas  négatives,  sont 
bornées  inférieurement,  et  admettent  un  minimum  a. 

Il  existera  une  décomposition  déterminée  pour  laquelle 
S  H- S'  prendra  une  valeur  S|-f-S'^  moindre  que  a -h  t. 
Soit  ô  l'écart  des  frontières  de  E  et  du  domaine  S|-f-S', . 
Considérons  une  autre  décomposition  quelconque  où  r  soil 

<  -•  Tous  les  carrés  dont  un  point  appartient  à  E  ou  à  sa 

frontière  seront  intérieurs  à  S|  +  S',.  On  aura  donc 

S  4- s'=  S, -h  s;  <flf-i-£. 

D'autre  part,  S-|-S'f^.  Donc  a  est  bien  la  limite  des 
sommes  S  -f  S'. 

Comme  on  a  S  -f-  S' ^  S,  a  sera  au  moins  égal  à  A. 

Nous  appellerons  A  l'aire  intérieure  de  E,  a  son  aire 
extérieure.  Si  S'  a  pour  limite  zéro,  nous  dirons  que  E  est 
quarrable  et  qu'il  a  pour  aire  la  quantité  a  =  A. 

37.  Soit  E'  un  nouvel  ensemble  intérieur  à  E.  L'aire  exté- 
rieure de  E',  et  a  fortiori  son  aire  intérieure,  seront 
moindres  que  l'aire  intérieure  de  E.  Soit,  en  effet,  S  l'écart 

des  frontières  de  E  et  de  E'.  Si  Ton  décompose  le  plan  en 

g 

carrés  de  côté  <  7»  il  est  évident  que  tous  les  carrés  non  ex- 

4 

térieurs  à  E',  et  aussi  les  carrés  adjacents,  sont  Intérieurs 
à  E.  L'aire  intérieure  de  E  surpasse  donc  l'aire  extérieure 
de  E'  d'une  quantité  au  moins  égale  à  la  somme  de  ces  der- 
niers-carrés. 

38.  Supposons  enfin  E  formé  par  la  réunion  de  plusieurs 
ensembles  partiels  E|,  E2,  . . .,  et  considérons  une  décompo- 
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sitioff  quelconque  du  plan  en  carrés.  Soient  respectivement 
S,  S«,  So,  ...  les  sommes  des  carrés  intérieurs  à  E,  E< , 
E2,  ...;  S',  Sp  S^,  ...  celles  des  carrés  qui  rencontrent 
leurs  frontières.  Tout  carré  intérieur  à  l'un  des  ensembles 
E,,  E2,  ...  Test  à  E;  et,  d'autre  part^  tout  carré  non  exté- 
rieur à  E  est  nécessairement  non  extérieur  à  l'un  au  moins 
des  ensembles  E|,  E2,  . . .,  on  aura  donc 

et,  en  passant  à  la  limite, 

A  >  Ai  + Aj-f-. . . ,         a^«i  H- aj4-. . . , 

A|,  A2,  ...  et  «i,  «2»  •  •  •?  représentant  les  aires  intérieures 
et  extérieures  de  E|,  Eo,  ....  Les  inégalités  ci-dessus  se 
changent  d'ailleurs  en  égalités,  si  E|,  E2,  ...  sont  quar- 
râbles. 

39.  On  peut  concevoir  une  infinité  de  décompositions  du 
plan  en  régions  élémentaires  quarrables  Ao-f,  A(72,  ... 
dont  le  diamètre  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné  p.  Con- 
sidérons une  suite  quelconque  de  décompositions  de  ce 
genre,  dans  laquelle  p  tende  vers  zéro.  La  somme  2  Ao-,  éten- 
due aux  éléments  intérieurs  à  E,  aura  pour  limite  A,  aire 
intérieure  de  cet  ensemble. 

Nous  pouvons,  en  effet,  déterminer  une  décomposition  du 
plan  en  carrés,  telle  que  la  somme  S  des  aires  des  carrés  in- 
térieurs à  E  soit  >•  A  —  e;  soit  8  l'écart  des  frontières  de  E  et 
de  S.  Dès  que  p  sera  devenu  <^  8,  tout  élément  At  qui  a  un  de 
ses  points  dans  S  sera  tout  entier  intérieur  à  E.  L'aire  SAt 
contiendra  donc  à  ce  moment  l'aire  S,  et  sera  >  A  —  £.  Mais, 
d'autre  part,  elle  ne  peut  surpasser  A.  En  effet,  soit  3' 
l'écart  entre  sa  frontière  et  celle  de  E;  concevons  une  autre 


8' 


décomposition  en  carrés,  de  côté  <  —  •  Tous    ceux    de    ces 
carrés  qui  ont  un  point  commun  avec  l'aire  S  At  seront  inté- 
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rieurs  à  E.  La  somme  S|  des  aires  des  carrés  intérieurs  est 
donc  au  moins  égale  à  H  A?;  mais  elle  ne  surpas.se  pas  A. 

Donc  A  est  bien  la  limite  des  sommes  S  At. 

On  voit,  de  la  même  manière,  que  la  somme  SA?,  éten- 
due, non  seulement  aux  éléments  intérieurs  à  E,  mais  aussi 
à  ceux  qui  rencontrent  sa  frontière,  a  pour  limite  Taire  exté- 
rieure a.  Par  suite,  la  somme  ci-dessus,  bornée  à  ces  élé- 
ments frontières,  tendra  vers  zéro,  siE  est  quarrable. 

40.  Les  considérations  qui  précèdent  sont  évidemment 
applicables  aux  ensembles  d'un  nombre  quelconque  de  di- 
mensions. On  pourra  déterminer,  pour  chacun  d'eux,  une 
étendue  intérieure  et  une  étendue  extérieure.  Si  celles-ci 
coïncident,  l'ensemble  sera  mesurable. 


III.  —  Fonctions  bornées.  Fonctions  intégrables. 

-il.  Des  quantités  variables,  x^  y,  . . .,  sont  dites  indé- 
pendantes,  s'il  n'existe  entre  elles  aucun  lien,  de  telle  sorte 
que  chacune  d'elles  puisse  encore  prendre  toutes  les  valeurs 
dont  elle  est  susceptible,  après  qu'on  a  fixé  la  valeur  des 
autres. 

Soit,  au  contraire,  u  une  nouvelle  variable,  liée  aux  pré- 
cédentes de  telle  sorte  qu'à  chaque  point  (j;,  y  y  .  . .)  appar- 
tenant à  un  certain  ensemble  E,  corresponde  une  valeur 
déterminée  de  u.  On  dira  que  cette  relation  définit  u  comme 
fonction  da  x,  y^  ...  dans  l'ensemble  E. 

Une  fonction  de  x,  y^  ...  peut  se  représenter  par  la  no- 
tation y(x,j^,  ...).  Si  l'on  considère  simultanément  plu- 
sieurs fonctions  différentes,  on  pourra  les  désigner  respec- 
tivement par  F(j;,  y^  . . .),  «p(^,  y,  • .  •)?  •  •  •  ^^  changeant 
la  lettre  initiale. 

La  définition  qui  précède  est  d'une  telle  généralité  qu'il 
est  évidemment  impossible  d'établir  aucune  propriété  appli- 
cable à  toutes  les  fonctions  sans  exception.  Des  hypothèses 
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restrictives  sont,  en  effet,  nécessaires  pour  servir  de  base  à 
un  raisonnement  quelconque. 

42.  Fonctions  bornées.  —  Une  fonction  fi^x^y^  . . .)  est 
dite  bornée,  dans  un  ensemble  E  pour  lequel  elle  est  défi- 
nie, si  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  divers  points 
(j7,  y^  . , .)  de  cet  ensemble  forment  un  ensemble  borné. 

La  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  fonc- 
tions bornées  f  et  (f  sont  des  fonctions  bornées;  car   on  a 

i/±?i:i/i  +  i«pi. 

l/'-pl^l/ll?!- 

Si  f  est  une  fonction  bornée  et  si  le  minimum  |jl  de  son 
module  n^ est  pas  nul,  ~  sera  également  bornée;  car  on  a 


I 

7 


I  I 


43.  Soit  f{x^y^  .  ..)  une  fonction  bornée  dans  un  do- 
maine £,  dont  rétendue,  que  nous  supposerons  mesurable, 
sera  également  représentée  par  E. 

Décomposons  E  en  domaines  élémentaires  mesurables 
^1,^2,  ....  Désignons  par  M,  m  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  la  fonction /dans  E;  par  Ma,  m^  son  maximum  et 
son  minimum  dans  Ch]  et  formons  les  sommes 


S=:N  Ma^a,         s  =  \m,,ek» 


Comme  on  a  évidemment 

m  =  mk^}Atc^U, 
S  cl  5  seronl  comprises  entre 


SjAek.^\\Sek—^^ 
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et 


\  mei^  r=  m  \  e^-  —  m  E, 


et  leurs  modules  seront  au  plus  égaux  à  LE,  L  désignant  le 
plus  grand  des  deux  modules  |M|  et  |  m  |  [ou  le  maximum 
du  module  Ae  f{x^  y\  .  .  .)  dans  le  domaine  E], 

Aï.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Si  nous  faisons  xm- 
rier  la  décomposition  en  éléments,  de  telle  sorte  que  les 
diamètres  de  ces  éléments  tendent  vers  zéro  y  les  sommes 
S  et  s  tendront  vers  des  limites  fixes. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  les  diverses  sommes  S. 
Leurs  valeurs  forment,  comme  nous  venons  de  le  voir,  un 
ensemble  borné,  lequel  admet  un  minimum  T.  Et  l'on  peut, 
quel  que  soit  s,  déterminer  une  décomposilion  A',  telle  que 

la  somme  correspondante  S' soit  comprise  entre  T  et  T 


e 

—  ■ 

2 

Soient  ^i ,  .  .  . ,  ^„  les  éléments  de  cette  décomposition,  n  leur 
nombre;  on  aura 


n  n 


1 


Soit  A  une  autre  décomposition  quelconque.  Nous  y  dis- 
tinguerons plusieurs  sortes  d'éléments,  i**  Ceux  qui  sont  in- 
térieurs à  l'un  des  éléments  ^|.  . .  .,  ^„,  par  exemple  à  e^; 
nous  les  désignerons  par  cai,  . ..,  ey: 2"  Ceux  qui  empiè- 
tent sur  plusieurs  des  éléments  ^i,  . . . ,  ^„  ;  nous  les  désigne- 
rons par  e\^  . . .,  ej, Nous  représenterons  enfin  par  M;t/, 

M/  les  maxima  de  /dans  les  éléments  ^a/,  <?'/•   On  aura  évi- 
demment 

K,i  l  k 

et  enfin,  si  S  désigne  la  somme  correspondante  à  la  décon.- 

J.  —  Cours,  I.  3 
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position  considérée, 

A  i 


^  2 


=  T^-  +  (M-m) 


Enfin,  T  étant  le  minimum  des  sommes  S,  on  aura 

De  ces  deux  égalités  résulte  immédiatement  la  preuve  que, 
si  le  diamètre  des  éléments  tend  vers  zéro,  S  tend  vers  T. 
En  effet,  les  domaines  e,,  ...,  e„  étant  mesurables,  la  dif- 
férence entre  e/s  et  la  somme  N  e/d  d-es  nouveaux  éléments 

qui  lui  sont  intérieurs  tendra  vers  zéro  avec  le  diamètre  de 
ces  éléments.  On  pourra  donc,  après  avoir  choisi  e  aussi 
petit  qu'on  voudra,  ce  qui  fixera  le  nombre  n,  assigner  un 
nombre  S,  tel  que  si  tous  les  éléments  ont  un  diamètre  <;  o 

ckacune  des  n  sommes  ek — N  e^i  devienne  moindre  que 

Tz :•  Dès  lors,  S  sera  compris  entre  T  et  T  -|-  £• 

2  /^  (  x\l  —  /;i  )  '  * 

Ce  nombre  ï  se  nomme  V intégrale  par  excès  de  la  fonc- 
tion /(^,  y,  . . .)  dans  le  champ  E. 

45.  On  voit  exactement  de  la  même  manière  que  les 
sommes  s  admettent  un  maximum  t  et  que,  si  Ton  fait  varier 
ta  décomposition  de  telle  sorte  que  le  diamètre  maximum 
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des  éléments  tende  tcts  zéro,  k  somme  tendra  vers  f.  Ce 
nombre  sera  V intégrale  par  défaut  de  la  fonction  /  dans 
le  domaine  E. 

46.  Remarques.  —  i**  Sî  E  est  formé  par  la  réunion  de 
plusiears  domaines  mesurables  E|,  E2,  ...,  on  pourra  dé- 
composer ceux-ci  en  éléments  infiniment  petits  e^ ,  ^2^  •  •  •«  et 

former  pour  chacun  d'eux  la  somme  \  M^^jh  La  somme  cor- 
respondante pour  le  domaine  E  s'obtiendra  par  l'addition  de 
ces  sommes  partielles.  Passant  à  la  limite,  on  voit  que  Pinté- 
grale  par  excès  de  la  fonction  y,  pour  le  domaine  E,  est  égale 
à  la  somme  des  intégrales  analogues  pour  E|,  E^,  ....  De 
ïQèmte  ponr  Tiniégrale  par  défaut. 

2®  Nous  savons  qu'on  peut  déterminer  une  suite  de  do- 
maines mesurables  E|, . . .,  E^,  . . .,  dont  chacun  soit  intérieur 
au  suivant  et  à  E,  et  tels  qae  leurs  étendues  aient  pour  li- 
mite E.  L'intégrale  (soit  par  excès,  soit  par  défaut)  dans  le 
domaine  £  sera  la  limite  vers  laquelle  tend,  pour  /i  =  ao, 
riatégrale  dans  le  domaine  Ej,.  En  effet,  la  différence  des 
deux  intégrales  est  égale  à  l'intégrale  prise  dans  le  domaine 
E  —  Ert,  et  son  module  sera  au  plus  égal  à  L(E  —  E„),  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  ce. 

3**  Nous  avons  admis,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  le  do- 
maine E  a  une  étendue  mesurable.  Une  nouvelle  définition 
nous  permettra  de  supprimer  celle  reslriction.  On  peut,  en 
effet,  toujours  considérer  E  comme  la  limite  d'une  suile  de 
domaines  mesurables  Ei ,  . . . ,  E/, ,  . . . ,  dont  les  élendues 
convergent  vers  une  limite  qui,  par  définition,  n'est  autre 
que  l'étendue  intérieure  de  E.  L'intégrale  (par  excès  ou  par 
défaut)  dans  E/j  tendra,  pour  n  =  c»,  vers  une  limite  déter- 
minée. En  effet,  la  différence  entre  les  intégrales  dans  E,,  et 
EjK  {m,  >  n)  aura  son  module  au  plus  égal  à 

L(E«-E,)  =  L(E-E,), 
quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  Nous 


36  PREMIÈRE   PARTIE.  —    CHAPITRE   I. 

considérerons  cette  limite  de  l'intégrale  dans  Ë/i  comme  re- 
présentant la  valeur  de  l'intégrale  dans  E. 

47.  Nous  appellerons  oscillation  de  la  fonction  f  dans 
Télément  Ck  la  différence  Oa  =  M^  —  rrik  entre  son  maximum 
et  son  minimum.  Cette  différence  ne  pouvant  être  négative, 
la  différence 

T —  tz=z  lira  \  Ma-^a  —  lifn  \  ni^ek  =  lim  \  O^  e^ 

entre  les  deux  intégrales  par  excès  et  par  défaut  ne  pourra 

être  négative.  Cherchons  à  quelles  conditions  elle  sera  nulle. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que   T  étant  le   minimum  des 

sommes  \  Ma^a  et   t  le   maximum  des    sommes  N  nikCh, 

'V  —  t  sera  le  minimum  des  sommes  \  Oa^'a- 

Cela  posé,  soit  e  un  nombre  positif  choisi  à  volonté  et  con- 
sidérons une  décomposition  quelconque  de  E  en  éléments 
^4,  .  . . ,  ©A,  ....  Soient  eij  . . .  ceux  de  ces  éléments  dans 
lesquels  Voscillation  0/  surpasse  e;  ^/,  . . .  les  autres  éléments 
où  Toscillation  0/^£.  On  aura 


(0 


\  0;te/,=  \  0,c/-i-yO/e/>e\  (',. 


Mais,  d'autre  part,  0/=  M/ —  m/  ne  peut  surpasser  M  —  /;/ 
et  0/<e;  donc 

\  Oa^a^  (M  —  /w)\  e,H-  ê\  <'/ 

(^)  <: 

^(M  — m)\  c--h£E. 

Si  donc  il  est  possible  de  déterminer  e  de  telle  sorte  que 
pour  aucune   décomposition  \  e/  ne    s'abaisse    au-dessous 

d'un  nombre  positif  fixe  ).,  la  somme  \  Oa<?a  sera  toujours 
supérieure   à  eX;    el  son  minimum   T  —  t   ne   pourra   êlre 
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moindre  que  eX.  Au  contraire,  si,  quel  que  soit  e,  on  peut 

trouver  une  décomposition  où   >  ei  soit  moindre  que  tout 

nombre  positif  donné,  on  pourra,  en  prenant  e  assez  petit, 
puis  choisissant  une  décomposition  convenable,  faire  dé- 
croître  autant  qu'on   voudra  les   deux   termes    du    second 

membre  de  (2)  et   rendre  ainsi  \  Oa<?a  moindre  que  tout 

nombre  positif  donné.  On  aura  donc 

T— f  =  o. 

48.  FoAXTioKS  iNTÉGRABLES.  —  Une  fouction  /{x^y,  ...) 
est  dite  intégrable  dans  le  domaine  E,  si  ses  deux  intégrales 
par  excès  et  par  défaut 

T  =r  lim  \  M^e^.,         /  =  lim  \  mkei,, 

prises  dans  ce  domaine,  coïncident,  ainsi  qu'il  vient  d'être 
expliqué.  Soit,  dans  ce  cas,  (xa,  J^a,  . . .)  un  point  choisi  arbi- 
trairement dans  l'élément  ek\  on  aura  évidemment 

(roù 

La  somme  //(-^a,^*,  •  •  0^*  tendra  donc  encore  vers  la 

même  limite  que  les  deux  sommes  précédentes.  Celte  limite 
se  nomme  V intégrale  de  la  fonction  y  dans  le  domaine  E.  On 
la  représente  généralement  par  la  notation 

Vest  un  signe  de  sommation,  qui  signifie  limite  de  somme; 

de  représente  l'un  des  éléments  infiniment  petits  ci-dessus 
désignés  par  ei,  ...,  ^a,  ...;  il  est  sous-entendu  que  dans 
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cliaque  terme  de  la  somme  on  doit  substîtaer  dans  /  aux 
variables  x^  y^  ...  leurs  valeurs  en  un  point  de  l'élément  de 
que  Ton  considère;  enfin  la  lettre  E,  mise  en  indice,  dénote 
le  champ  de  Fintégration  ;  on  peut  d'ailleurs  la  supprimer 
lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambiguïté  à  craindre. 

49.  Il  est  clair  que  la  valeur  de  l'intégrale  I  ne  dépend  pas 
des  variables  de  sommation  a:,  ^,  ...,  mais  seulement  de  la 
nature  du  champ  et  de  celle  de  la  fonction/.  Elle  sera  d'ail- 
leurs comprise,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  entre  ME  et 
mE,  et  son  module  ne  pourra  surpasser  LE. 

Ces  derniers  résultats  sont  susceptibles  d'être  un  peu  gé- 
néralisés. Supposons  que/ soit  le  prodoit  de  deux  fonctions 
ç,  '1  dont  la  première  soit  intégrable  et  reste  positive  dans  le 
champ  E.  Soient  M',  wl  le  maximum  et  le  minimum  de  ^ 
dans  ce  domaine  ;  on  aura 

et,  en  passant  à  la  limite, 

^'^'J^tC^»  J»  '')de, 
et,  par  suite, 

[X  étant  une  quantité  comprise  entre  M'  et  m'. 

Celle  proposition  porte  le  nom  de  théorème  de  la 
moyenne, 

50.  Si  le  champ  E  est  formé  par  la  réunion  de  plusieurs 
domaines  mesurables  £|,  £2,  . . .,  l'intégrale  E  sera  évidem- 
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ment  égale  à  la  somme  des  inlégrales  relallves  à  ces  champs 
partiels. 

Si  E  n^est  pas  mesurable,  nous  le  considérerons,  ainsi  qu^au 
Q®  46,  comme  limite  d^une  suite  de  domaines  mesurables 
E|,  .. .,  E/r,  ....  La  limite  des  valeurs  des  intégrales  prises 
dans  ces  domaines  sera,  par  définition,  la  valeur  de  Fintégrale 
dans  E. 

51.  Soient  y*'', ^^,  ...  des  fonctions  intégrables  dans  un 
domaine  E;  F,  F,  ...  leurs  intégrales;  c',  é\  ...  des  con- 
stantes. 

La  fonction 

f-c'f'-^-cT^  ... 

sera  intégrable  et  aura  pour  intégrale 

11  suffit,  pour  le  voir,  de  passer  à  la  limite  dans  Tidentilé 

/^/(^xjj'jtr  .>.)ek—      c'  \f{xk,yk>  ...)^A 

-\' c"  2/' {x  k,  y  k,  ...)eA.H- 

52.  Le  produit  ff^  de  deux  fonctions  intégrables  est 
intégrable.  En  effet,  soient  M',  m'  et  M'',  m!'  les  maxima  et 
minima  de  /'  et/*'  dans  E;  M'^.,  /w^.,  et  M]^,  m'f^  leurs  maxima 
et  minima  dans  en]  O',  O'',  OJ^,  0\  leurs  oscillations  dans 
les  mêmes  domaines. 

Supposons  d'abord  que  m'  et  ni!'  soient  positifs;  mj^,  /w^., 
M]^,  M2  Tétant  a  fortiori,  on  aura,  dans  tout  Télément  e*, 

L*oscillatron  O;^  du  produit  ff  dans  cet  élément  est  donc 
au  plus  égale  à 

M;MJ-miinJ  =  M;(M;^-m;)-+-mi(M;-mi) 

=  M'0;-hM'Oi, 
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et,  par  suite, 

^^A  ^^À  ^^A 

Supposons,  au  contraire,  que  //i',  m"  puissent  être  négatifs. 
Soit  c  une  constante  positive,  plus  grande  que  |  m'  |  et  |  m"  |. 
Les  fonctions /'(^,  j^,  ...) -f-c  et  y''(^,y,  .. .) -h  c  seront 
intëgrables  et  auront  pour  minime  les  quantités  positives 
m' -H  c,  m"+  c.  Leur  produit  sera  donc  intégrable.  D'ail- 
leurs cf\x^y^  ...),  cf\x^y^  ...)lesont  également,  ainsi  que 
la  constante  c^  dont  Toscillation  est  toujours  nulle.  Donc,  le 
produit 

rr^  if'-^c)  ir-^c)  -  cf-^cr-  c« 

sera  aussi  intégrable. 

53.   Si  la  fonction  /est  intégrable  et  si  son  maximum  M 


I 


et  son  minimum   m  sont  de   même  signe,   -^  sera   inté- 
grable. 

En  effet,  Toscillation  Q^  de  -  dans  Télément  e^  sera 

!  Ma—  m  a-  !  -  M^—  ni,,.  „  O^- 


Donc 

\im\ili,eA  =  —  lim\  Oa^a^o. 

5i.   On  dit  que  l'intégrale 

Sk/(^,  7,  ...)de 

est  d'un  ordre  de  multiplicité  w,  si  le  nombre  des  dimen- 
sions du  champ  E,  dans  lequel  elle  est  prise  (ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  le  nombre  des  variables  indépendantes  Xy 
y^  . .  .)  est  égal  k  n, 

o5.  Les  théorèmes  exposés  jusqu'à  présent  ne  dépendent 
aucunement  de  ce  nombre  n.  Mais,  dans  le  cas  des  intégrales 
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simples,  où  n=  i,  il  est  nécessaire,  pour  se  conformer  aux 
usages  reçus,  d'introduire  quelques  légères  modifications 
aux  notions  précédentes. 

Presque  toujours,  le  champ  de  Tinlégralion  est  le  domaine 
d'un  seul  tenant  formé  par  les  nombres  compris  entre  deux 
nombres  fixes  a  et  b.  On  doit  alors  partager  Tintervalle  ah 
en  éléments  infiniment  petits  dx^^  dx^^  .  . . ,  et  Ton  repré- 
sente ^intégrale  par  la  notation 

•     /    J{x)dx, 

On  voit  que  le  signe  de  sommation  S  a  été  remplacé  par 
le  signe  équivalent  /,  et  qu'au  lieu  de  désigner  le  champ 
par  une  seule  lettre,  on  met  en  évidence  ses  deux  extrémités 
rt,  6,  qu'on  nomme  les  limites  inférieure  et  supérieure  de 

l'intégrale. 

Si  6>  a,  ce  sont  là  des  changements  de  pure  forme  ;  mais 
si  b<^a,  on  introduit  une  nouvelle  convention  que  nous 
devons  signaler.  Dans  la  théorie  générale,  l'étendue  des  élé- 
ments de  était  toujours  considérée  comme  étant  une  quantité 
positive.  Ici,  au  contraire,  nous  affecterons  chacun  des  seg- 
ments dx  du  signe  —  s\  b<a  (auquel  cas  x  décroît  en  va- 
riant de  a  à  b). 

Il  résulte  évidemment  de  cette  convention  qu'on  a 


(3) 

En  outre, 

(4) 


f  /{x)dx  —  —   f  f{x)dx. 
f  f{x)dx-h   f  f{x)dxz^  f  f{x)dx. 

Ja  Jb  ^a 


Car  si  a  <;  6  <  c,  cette  égalité  est  un  cas  particulier  d'une 
proposition  énoncée  au  n"  30,  et  notre  présente  convention 
la  rend  applicable  aux  autres  cas. 

Si 
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on  aura  (51) 

(5)      f  f{x)djc  =  c'  Ç  f'{x)dx-\-c''  Ç  f{x)dx-\-.,,, 

*^  a  *^  a  ^  a 

Si  M,  m  désignent  le  maximum  et  !e  mmimnm  de  /(^) 
dans  le  champ  ab^  et  L  le  maxîmam  de  son  modale,  reten- 
due du  champ  étant  évidemment  \h  —  a  |,  on  aura  (49) 


(6)  m\ 


(7) 


^  —  ^l<  /   /('2^)û?^  <  M  I  ô  — a  I, 

^  a 

^  f^x)dx 


=  L|è  — «[. 


56.  Le  calcul  d\iae  intégrale  multiple  d^ordre  n  se  ra- 
mène, ainsi  qu^on  va  le  voir,  lorsque  le  champ  a  une  étendue 
mesurable,  à  celui  de  n  intégrales  simples  successives. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  n  =  a.  Le 
champ  £  sera  représenté  géométriquement  par  un  ensemble 
de  points  (j;,  y^  situés  dans  un  plan. 

Cela  posé,  les  valeurs  de^,  auxquelles  correspondent  des 
points  de  E,  forment  un  ensemble  borné  F.  Soit  r^  Tune 
déciles.  Les  valeurs  de  x  qui,  associées  à  tj,  donnent  des 
.  points  de  E,  forment  un  ensemble  Gt^  également  borné.  Nous 
ne  pouvons  pas  affirmer  que  G^^  ait  une  longueur  mesurable, 
ni  que  la  fonction y(x,  t\)  y  soit  inlégrable;  mais  cette  fonc- 
tion étant  bornée,  on  pourra  toujours  déterminer,  dans  l'in- 
térieur de  Gyj,  son  intégrale  par  excès  et  son  intégrale  par 
défaut.  Ce  seront  des  fonctions  de  y\,  que  nous  pourrons  dé- 
signer par  J(Ti)  et  j{y\),  et  qui  sont  bornées  dans  le  do- 
maine F. 

Nous  pourrons  donc  déterminer,  dans  l'intérienr  de  F  : 
i**  rintégrale  par  excès  de  J(r\)f  que  nous  désignerons  par  K  ; 
2°  l'intégrale  par  défaut  dey  (tj),  que  nous  désignerons  par  A:. 
Comme  on  a  évidemment  J{fi)^j{''\)i  k  sera  au  plus  égal  à 
l'intégrale  par  défaut  de  i{'K)  et,  a  fortiori,  au  plus  égal 
àK. 
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Nous  allons  montrer,  d^aatre  part,  que  K  est  au  plus  égal 
à  l^intégrale  double 


s, 


prise  par  excès. 

A  cet  effet,  décomposons  le  plan  en  rectangles  infiniment 
petits  par  des  parallèles  aux  axes.  Celui  de  ces  rectangles  qui 
est  limité  par  les  droites  a;  =  ^/,  x  =  Xi-\-  dxi^  y^^yj^j 
y  ^=yk-\-  dyti  a  pour  aire  dxidyk\  nous  le  désignerons  par 
ei>,  s'il  est  tout  entier  intérieur  à  E,  par  e\j^  s'il  contient  un 
point  de  la  frontière  de  E.  Dans  chacun  des  rectangles  eik,  Ta 
fonction  y(;r,  y^  admettra  un  maximum  M^;  et  dans  les  rec- 
tangles e\f^y  elle  ne  pourra  surpasser  un  nombre  fixe  M, 
maximum  de  /{x^  y)  dans  le  domaine  E. 

L'ensemble  Gr^  est  formé  par  les  points  commons  à  E  et  à 
la  droite ^  =  T,.  Les  parallèies  aux  x  que  nous  avons  tracées 
partagent  cette  droite  en  segments,  et  Tintégrale  J(y])  ^t 
égale  à  la  somme  des  intégrales  partielles  prises  dans  Tinté- 
rieur  Ae^  portions  communes  à  E  et  à  ces  divers  segments. 

Supposons  7)  compris  entre  ^^  et^^-f-^A^  ^  ayant  une 
valeur  déterminée.  Soil  e,>rnn  des  rectangles  intérieurs  cor- 
respondants à  cette  valeur  de  A*.  Le  segment  de  la  droite^  =  r^ 
contenu  dans  ce  rectaogle  a  pour  longueur  dxi  et  se  trouve 
en  entier  dans  E;  d^ailleors  la  fonction /en  chaque  point  de 
ce  segment  a  une  valeur  au  plus  égale  à  M/a.  La  valeur  de 
l'intégrale  correspondante  ne  peut  donc  surpasser  ^ikdxt. 

Soit,  d'autre  part,  ejy^  un  des  rectangles  également  compris 
entre  les  droites  y=zyiiely=zyf^'\-  dy^^  mais  qui  rencon- 
trent la  frontière  de  E.  La  longueur  (intérieure)  de  la  portion 
de  la  droite  ^=  7|  commune  à  E  et  à  ce  rectangle  ne  peut 
surpasser  dxi\  la  valeirr  de  /ne  peut  y  surpasser  M  ;  la  valeur 
de  l'intégrale  correspondante  ne  peut  donc  surpasser  Mdxi. 

La  valeur  de  J(iri)  ne  pourra  donc  surpasser  la  quantité 


f**=\  1VI/A.<5?X/-+-  M\dxi, 
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la  première  somme  s'éteDdanl  à  ceux  des  rectangles  e/;t,  et  la 
seconde  à  ceux  des  rectangles  e'^f^  où  k  a  la  valeur  constante 
que  nous  avons  supposée. 

Si  donc  nous  désignons  par  I^  la  valeur  de  Tinlégrale  par 
excès  de  J(7i)  dans  rintervailc  de  i\  =yk  'à.T^=yff-\-  dyk')  on 
aura 

i  i 

Chacun  des  éléments  dy^  intérieurs  à  F  donne  une  rela- 
tion de  ce  genre.  Sommant  ces  égalités,  il  vient 


\  Ta-  -  >  ^^k^ik  +  M 2j  ^''^" 


ij(  i.k 

On  remarquera  que  dans  la  première  somme  du  second 
membre  figurent  tous  les  rectangles  eik  intérieurs  à  E,  car 
toute  parallèle  aux  x  qui  rencontre  un  de  ces  rectangles,  ou 
passe  à  une  distance  de  son  contour  moindre  que  l'écart  de 
ce  contour  à  la  frontière  de  E,  traverse  nécessairement  ce 
domaine.  Au  contraire,  quelques-uns  des  rectangles  fron- 
tières e'^f^  pourront  manquer  dans  la  seconde  somme. 

Passons  maintenant  à  la  limite  en  supposant  que  Tétendue 
des  rectangles  décroisse  indéfiniment.  Le  premier  membre 
SIa  aura  évidemment  pour  limite  l'intégrale  K.  La  première 
somme  du  second  membre  aura  pour  limite  l'intégrale  double 

V  f{x,y)de  prise  par  excès.  La  seconde  a  pour  limite  zéro, 

si  E  est  mesurable,  comme  nous  l'avons  supposé;  car  la 
somme  totale  des  aires  des  rectangles  frontières  tend  vers 

zéro,  et  à  plus  forte  raison  la  somme  \  e^^,  si  elle  ne  s'étend 

qu'à  une  partie  de  ces  rectangles. 

Notre  proposition  est  donc  démontrée. 

57.  On  verra,  par  un  raisonnement  tout  semblable,  que 
l'intégrale  par  défaut  k  est  au  moins  égale  à  l'intégrale  double 
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V  f{x^y)de^  prise  par  défaut.  Mais,  par  hypothèse, /(j?,  y) 

est  intégrable.  L'intégrale  double  a  donc  la  même  valeur, 
qu^on  la  prenne  par  défaut  ou  par  excès.  On  aura  donc 

K  =  ^  f{a:,y)de  —  k, 

et  pour  déterminer  l'intégrale  double,  il  suffira  de  calculer 
K  ou  A',  qui  s^obtiennent  chacun  par  deux  intégrations  simples 
successives. 

58.  Supposons  en  particulier  le  champ  E  constitué  de  telle 
sorte  qu'une  parallèle^  =  Tj  à  Taxe  des  x  ne  coupe  sa  fron- 
tière qu'en  deux  points  ayant  pour  abscisses  'f(Tj)  et^(Y,). 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  ^(t,)  >-  cp(rj).  Si  la  fonction /(jr,  7,) 
est  intégrable  dans  Tintervalie  de  'f  (-r^)  à  ^(/l),  on  aura 


Soient  6  et  B  le  minimum  et  le  maximum  àey  dans  tout  le 
champ.  Si  i{f^k)  est  intégrable  de  6  à  B,  on  aura 


/.B  >,B       r   ^*(ri)  "1 

Kz=    /      J(Tj^r.=:    /      dyi\  f{x,r,)dx\ 


et  en  appelant^  la  variable  de  sommation,  précédemment 
désignée  par  r,, 

^J{x,y)de^Y.^  ^  dy\^     '  f{x,y)dxV 

Supposons  de  même  :  1°  qu'une  parallèle  a:  ==  Ç  à  Taxe 
des  y  ne  coupe  la  frontière  de  E  qu'en  deux  points  ayant  pour 
ordonnées  ^(Ç)  et  ^X5)>HS)î  2**  q"e/($,j')  soit  inté- 
grable de  'I(Ç)  à  W(Ç);  3**  que  son  intégrale  Ji  (Ç)  soit  elle- 
mt-me  intégrable  de  a  à  A,  a  étant  le  minimum  et  A  le  niaxi- 
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inum  de  x  dans  tout  le  champ  E;  on  aura  de  la  même  ma- 
nière 

Lorsque  le  champ  E  est  un  rectangle,  on  a 

^(07)  =  ^,        V(a7)  =  A,        ^{y)  =  h,        *(^)  =  B; 

et  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  Tiiitégrale  double 
donne 

(8)  Ç  dy\^*^ f{x,y)dÀ=  ^^  dÂÇ^   f^x,  y)dy\  . 

Oa  peut,  dans  ce  cas,  r^résenter  cette  intégrale  double 
par  la  notation  plus  symétrique 

qui  met  en  évidence  les  deux  intégrations  à  çffectuer  succes- 
sivement; ces  deux  opérations  peuvent  d'ailleurs  être  inter- 
verties, comme  nous  venons  de  le  voir. 

IV.  —  Fonctions  continues. 

59.  Soit  /(x, j',  ...)  une  fonction  des  n  variables  x, 
^,  . .  «  définie  dans  un  ensemble  £. 

Soient  {a,  b,  , , ,)  un  point  déterminé  de  E;  h,  A*,  ...  des 
quantités  variables,  assujetties  à  la  seule  condition  que  le 
point  (a  +  A,  6  -f-  A',  . . .)  appartienne  aussi  à  El. 

Si,  pour  toute  valeur  de  la  quantité  positive  e,  on  peut  dé- 
terminer une  autre  quantité  positive  S,  telle  que  l'on  ait 

pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  A,  k,  ...  pour  lesquels 

on  a 

|/H<o,         1A|<§, 
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on  dira  q«€  ia  fonction  f{x^y^  . . ,)  est  continue  au  point 
(a,  bj . . .). 

La  même  idée  peut  s'exprimer  sous  cette  forme  plus 
abrégée  : 

La  fonction /(x,^, , ..)  est  oontinne  au  point  (a,  b^ .,,)  si 

/{a  H-  A,  6  4-  A-,  . . .)  —/(a,  by  . . .) 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  A,  A", 

60.  Soient  fi  f\^  ...  des  fonctions  des  variables  x^y,  ... 
définies  dans  E.  Les  divers  systèmes  de  valeurs  simultanées 
de  ces  fonctions  correspondant  aux  divers  points  de  E  peu- 
vent être  considérées  comme  les  points  d\in  autre  en- 
semble F.  Soit  maintenant  ^(/,/i  )  * .  *)  une  fonction  des  va- 
riables y,/*!,  . . .  définie  pour  tout  point  de  F.  Il  est  clair  que 
p  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  jc,  y,  ...  dé- 
finie pour  tous  les  points  de  E. 

Une  semblable  expression  se  nomme  une  fonction  de 
fonctions  ou  fonction  composée. 

Si  les  fonctions  f  f,  ...  sont  continues  au  point 
(a,  6,  . . .)  et  prennent  en  ce  point  des  valeurs  a,  ai,  ...  ; 
si,  de  plus,  la  fonction  cp  est  continue  au  point  (a,  ai,  . . .), 
cette  expression,  considérée  comme  fonction  de  x^  y,  ... 
sera  continue  au  point  (a,  6,  .. .). 

En  effet,  pour  être  assuré  que  Taccroissement  de  cp  ait  son 
module  <  s,  il  suffit,  par  hypothèse,  que  les  accroissements 
dey,  y*!,  .-.  aient  leur  module <^ 5;  circonstance  qui  se  pro- 
duira, par  hypothèse,  toutes  les  fois  que  les  modules  des 
accroissements  de  x^  y^  .«.  seront  moindres  qu^une  autre 
quantité  fixe  t^^ 

Les  fonctions  x-^y^  x — y,  xy  étant  évidemment  con- 
tinues pour  tout  système  de  valeurs  de  jr,  r,  on  obtient 
ce  corollaire  que  la  somme,  la  différence  et  le  produit  de 
deux  fonctions  continues  sont  continus. 
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6 1 .  Si f est  contin  ue  et  diffère  n  te  de  zéro  aupoin  f  (a ,  6 , . . .  ) , 

I 

-,  sera  continue  en  ce  point. 

Soient,  en  effet,  A^,  Aj^,  ...  un  système  d'accroissements 
donnés  à  :r,  ^,  ...  ;  A/ l'accroissement  correspondant  de  /; 

celui  de  i  sera 

_1 V 

/-1-V     /        /(/-t-V)' 

et,  si  I  Ayi  <  \f\,  son  module  sera  au  plus  égal  à 


I/ILI/I-IVIJ 

et  sera  moindre  que  s,  si  l'on  a,  en  outre, 


IVKt^ 


f\ 


i-^-el/l 


Or  il  suffit,  par  hypothèse,  pour  être  assuré  que  ces  inéga- 
lités sont  satisfaites,  d'assujettir  |  Ax  |,  |  A^  |,  ...  à  rester  in- 
férieurs à  un  nombre  fixe  3. 

62.  Une  fonction  f{x^y^  . . .)  est  dite  continue  dans  un 
ensemble  E,  si  elle  est  continue  en  chacun  de  ses  points. 

Si  cet  ensemble  E  est  borné  et  parfait,  la  continuité  y 
sera  uniforme. 

Ce  terme  demande  quelques  explications. 

Soit,  en  général,  ©  une  fonction  de  deux  séries  de  va- 
riables Xj  j'j  ...  et  A,  ....  Supposons  que,  pour  chacune  des 
valeurs  de  x,y,  ...  contenues  dans  un  ensemble  E,  o  tende 
vers  une  limite  déterminée  lorsque  A,  ...  tendent  vers  des 
limites  données  a,  ....  L'ensemble  de  ces  valeurs  limites 
sera  une  certaine  fonction  ^  des  variables  x, y^  .... 

On  pourra,  par  définition,  pour  chaque  nombre  positif  e 
et  pour  chaque  point  (Xjy,  . . .)  de  E,  assigner  un  nombre 
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positifs,  tel  que  l'on  ait  toujours 

dès  que  \h  —  a  |,  ...  sont  <  3. 

Il  existe,  d'ailleurs,  une  infinité  de  nombres  o  satisfaisant 
a  cette  condition  ;  car,  si  elle  est  remplie  pour  une  valeur  de 
0,  elle  le  sera  pour  toute  valeur  plus  petite.  Nous  désignerons 
par  A  le  maximum  de  ces  nombres  o  (si  la  condition  était  sa- 
tisfaite pour  toute  valeur  de  o,  A  serait  infini). 

Nous  obtenons  ainsi,  pour  chaque  valeur  de  e,  un  ensemble 
de  nombres  positifs  A  correspondant  aux  divers  points  de  E. 
Cet  ensemble  de  nombres  admettra  un  minimum  t;  positif  ou 
nul,  lequel  ne  dépend  plus  que  de  e,  et  la  condition  (i)  sera 
satisfaite  pour  tout  point  de  E,  tant  que  l'on  aura 

\  h  —  a  I  <  7),         .... 

Si  donc  7i  reste  ^o,  quelque  petit  que  soit  e,  on  pourra, 
pour  chaque  valeur  positive  de  £,  assigner  un  autre  nombre 
positif  Tj  indépendant  de  x^  y^  ...  et  tel  que  l'on  ait,  pour 
tout  point  de  E, 

|îp(j?,7»  .. .,  A,  . ..)  —  *(oC,  V,  .  ..)|  <Ê 

dès  que  \h  —  a |,  ...  sont  <  r,. 

On  dira,  dans  ce  cas,  que  la  fonction  cp  converge  unifor- 
mément vers  sa  limite  ^  dans  tout  l'ensemble  E. 

Appliquons  cette  notion  à  une  fonction  f{oc^y^  ...)  con- 
tinue dans  l'ensemble  E.  D'après  la  définition  de  la  conti- 
nuité, f{x  H-  A,  ^  4-  A-,  . . .)  tend  vers  /{x^y,  . . .)  lorsque  h 
ky  ...  tendent  vers  zéro.  Et  la  continuité  sera  uniforme  si  l'on 
peut,  quel  que  soit  e,  trouver  une  quantité  positive  'f\  indé- 
pendante de  JT,  ^,  ...  et  telle  qu'on  ait,  pour  tout  point 

de  E, 

\f{x  -+-/«,/  +  A-,  . . .)  —f{x,y.  . . .)  I  <  g 

dès  que 

63.  Ces  explications  données,  procédons  à  la  démonslra- 
J.  -  I.  4 
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lion  du  théorème.  Il  nous  faut  établir  que  le  minimum  7\  des 
nombres  A  correspondant  aux  divers  points  (x^  y, ,, .)  de  E 
est  nécessairement  >  o. 

Supposons  que  7\  fût  nul.  L^ ensemble  des  A  contiendrait 
des  nombres  moindres  que  toute  quantité  donnée.  Donc  E 
contiendrait  une  suite  indéfinie  de  points /7o}  pa  •  '"iPny  •  •  • 
pour  lesquels  A  serait  respectivement  moindre  que  e, 
e  e 

2  a** 

Ces  points  admettraient  au  moins  un  point  limite  II,  puisque 
E  est  borné;  mais  E  est,  en  outre,  parfait;  il  contiendrait 
donc  le  point  n. 

Cela  posé,  on  pourrait  (28)  déterminer,  dans  la  suite 
Pq}  Pi*  /^2î  •••>  uiic  suite  indéfinie  de  points  />««,  /?a^,  ..., 
/>a^,  . . .  convergeant  vers  ÏI  et  tels  que  a©,  a«,  . . .,  a,j  aillent 
en  croissant;  les  valeurs  correspondantes  de  A  étant  moindres 

que  -^  >  •  •  •>  -^>  •  •  •  décroîtront  indéfiniment. 

^         2*»  2*« 

On  pourrait  donc  trouver  dans  E  un  point  tel  que  son 
écart  à  n  et  la  valeur  de  A  qui  lui  correspond  fussent  simul- 
tanément plus  petits  que  toute  quantité  donnée.  Ce  résultat 
entraîne  une  contradiction.  En  effet,  la  fonction  y  étant  con- 
tinue au  point  II  =  (xq,  y^^  . .  .),  on  peut  assigner  une  quan- 
tité positive  3'  telle  que  Ton  ait 

1/(^0+ ^^7o 4-^,  •••)—/( -^0,70»  •••)|<^> 

dès  que 

|A|<8',        |*|<8', 

et  il  est  aisé  de  voir  que  pour  tout  point  II'=  {x'j  y' ^  . .  .) 


8' 


de  E  dont  Técart  à  n  est  ^—y  le  nombre  A  sera  au  moins 

2 


8' 


égal  à  —  • 

Soit,  en  effet,  aî'=  :r  -H  k^y  =iy  +  A',  ....  On  aura,  par 
hypothèse, 

IA'|  +  lA'|  +  ---<^ 
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et,  a  fortiori, 

l/iM<-»       \f^'\<-^ 

'         '  2  '2 

Gela  posé,  on  a,  sî  |  A  ]  <]  — j  |  A:  [  <  — j  •  •  •  > 

=  |/(j?'-i-A,/-h  Ar,  ...)—/( -3^0»  Vo,  ...)l 

-+-|/{^oH-A',  JoH-A''»   ...)—/( -3^0,  Vo,  ...)  |<e, 

car  I  A  4- A' I,  |A-  +  X''|,   ...   et  |AM,   I^M?   •-.  étant  <  0', 

chacun  des  deux  termes  du  second  membre  est  <  -  • 

2 

6i.  Théorème.  —  Soient  /,  /« ,  ...  des  fonctions  de  x^ 
j%  ...  continues  dans  un  ensemble  E;  et  soit  F  V ensemble 
des  points  (/,  /«,  .  .  .)  qui  correspondent  aux  divers 
points  de  E. 

1**  aSi  E  est  borné  et  parfait ,  F  le  sera  également, 
2°  Si  E  esv  d^un  seul  tenant,  F  /e  sera  également. 

Supposons,  en  effet,  que  E  soit  borné  et  parfait.  Si  F 
n^était  pas  borné,  on  pourrait  v  déterminer  un  point  q^^  où 
la  somme 

*  =  !/!  + I/.I  +  --- 

fût  plus  grande  qu'un  nombre  donné  quelconque  L  ;  puis  un 
autre  point  ^i,  où  cette  somme  fût  >•  2L;  un  autre  point 
^Ta,  où  elle  fût  >4L,  etc.  Soient /?07 /?*,  p^i  ...  les  points 
correspondants  de  E.  Ils  seront  tous  différents,  car/*,  f^^  ... 
n'ont  qu^un  seul  système  de  valeurs  en  chaque  point  de  E. 
Leur  nombre  étant  infini,  ils  admettent  au  moins  un  point 
limite  II,  lec(uel  appartiendra  à  E.  Et  l'on  voit,  comme  au 
numéro  précédent,  qu'il  devrait  exister  dans  E  des  points 
dont  l'écart  à  II  fût  moindre  que  toute  quantité  donnée,  la 
valeur  correspondante  de  s  étant  en  même  temps  plus  grande 
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que  toute  quantité  donnée.  Ce  résultat  est  contradictoire. 
Soit,  en  efTet,  o*  la  valeur  de  s  au  point  II.  La  fonction  s  étant 
évidemment  continue,  pour  tout  point  de  E  dont  Técart  à  II 
est  moindre  qu'un  certain  nombre  8,  la  valeur  de  s  reste 
comprise  entre  les  deux  nombres  fixes  ©  —  e  et  ©  -h  e. 

Il  reste  à  prouver  que  F  est  parfait,  c'est-à-dire  contient 
son  dérivé  F'.  Soit  g'  un  point  de  F'  vers  lequel  converge 
une  suite  infinie  Çoy  Çt,  ...,  Çnj  •••  de  points  de  F.  Les  points 
correspondants  deE,  po^Pt^  ...^pn^  ...  seront  tous  distincts, 
car  à  chaque  point  de  E  répond  un  seul  point  de  F.  Cette 
suite  admet  donc  au  moins  un  point  limite  II,  appartenant 
à  E,  et  contient  une  suite  de  points  p^^,  p^^^^  p^i^^  . . .  qui  con- 
vergent vers  n.  Les  points  correspondants  de  F  convergent 
vers  le  point  q  deF  qui  correspond  à  II;  mais  ils  convergent 
vers  y'.  Donc,  q'  se  confond  avec  q  et  appartient  à  F. 

Supposons  enfin  que  E  soit  d'un  seul  tenant  et  montrons 
qu'il  en  est  de  même  de  F.  Soient  y  et  Q  deux  points  quel- 
conques de  F; 

P—i^yf^-")        et        P-— (X,Y,  ...) 

les  points  correspondants  de  E;  on  peut  les  relier  par  une 
chaîne  de  points  intermédiaires  pt,  p^y  ...,  telle  que  l'écart 

I  Xk^^  —  ^A- 1  -+- 1 JA-+1  —  7*  I  H-  . . . 
de  deux  points  consécutifs 

Pk={^kyykj  "  ')         et        /?a+i  =  (-2:a-4-i,7*+i,    ..) 
et,  a  fortiori,  chacun  des  modules 

soit  moindre  qu\in  nombre  donné  quelconque  t). 

Or,  la  continuité  étant  uniforme  dans  tout  le  domaine  E, 
on  peut  prendre  y\  assez  petit  pour  que, toute  valeur  de  /-, 
chacune  des  quantités 

\f{J^k-^uyk-^-u  •••)  — /(-a?*,  JA-,  .•.)! 
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el,  par  suite,  leur  somme,  devienne  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Or,  cette  somme  représente  l'écart  des  points  qn  et  gr^+i  q"î 
correspondent  à  />a  et  à  />a+«  .  Les  points  q^  q^^  •  •  •  ?  Q  forment 
ainsi  une  chaîne  où  Técart  de  deux  points  consécutifs  est 
moindre  qu'un  nombre  e  choisi  arbitrairement.  Notre  pro- 
position est  donc  établie. 

Corollaires,  —  Considérons  en  particulier  le  cas  où  nous 
n'avons  qu'une  seule  fonction  f  àe  x,  y^  ...  continue  dans  E  : 
f°  si  E  est  borné  et  parfait,  F  admettra  un  maximum  et  un 
minimum  et  les  atteindra  (25);  2°  si  E  est  d'un  seul  tenant, 
F  contiendra  toute  la  suite  des  nombres  compris  entre  son 
maximum  et  son  minimum  (34). 

Si  au  lieu  d'une  seule  fonction  continue  nous  en  avons 
plusieursy, y"i,  ...,  la  fonction 

jouira  des  propriétés  ci-dessus. 

60.  Soient  {<,  i^,  . . .  des  fonctions  des  variables  x,  j',  ... 
en  même  nombre  que  ces  dernières,  et  définies  dans  un  en- 
semble E.  A  chaque  point  ( j:,  y,  . . .)  de  E  correspond  un 
point  («,  i',  ...);  la  réunion  de  ces  derniers  points  forme 
un  ensemble  F. 

Supposons  qu'à  chaque  point  de  F  corresponde  récipro- 
quement un  seul  point  de  E;  on  pourra  considérer  x^y^  ... 
comme  des  fonctions  de  «,  ç»,  . . .  définies  dans  l'ensemble  F. 
Ce  nouveau  système  de  fonctions  se  nomme  Vinverse  du 
système  de  fonctions  primitivement  considéré. 

Si  V ensemble  E  est  borne  et  parfait,  et  les  fonctions 
w,  Vj  , . .  continues  dans  E,  x^y^  ...  seront  réciproque- 
ment des  fonctions  de  u,  v,  * . ,  continues  dans  F. 

Il  nous  faut  prouver  que,  si  Ton  prend  dans  F  une  suite  de 

points  5r,  =  (i/o  ^M  •••)?•••?  ?/!=("/*>  ^/M  •••)'  •••  conver- 
geant vers  un  point  y  (lequel  appartiendra  à  F),  les  points 
correspondants/?,  =  (a:,, j^',, ...),  ...,  pn=  {^nO'fij  •  •  )»  •  •  • 
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convergeront  nécessairement  vers  le  point  II  qui  correspond 

Supposons  qu^il  en  soit  autrement;  il  existera  un  nombre 
e  tel  qu^on  puisse,  quel  que  soit  n,  trouver  dans  la  suite 
/?/i+iî  7?«+2î  ...  un  point  ^a,  dont  Técart  à  II  soit  >  e.  Après 
celui-là  on  en  pourra  trouver  un  autre  /?p,  et  ainsi  de  suite. 

L'ensemble  de  ces  poinls p^i p^^ . . .,  en  nombre  infini,  ad- 
mettra au  moins  un  point  limite  II',  dont  Técart  à  II  sera  en- 
core ^6.  On  pourra  déterminer  dans  cette  suite  un  point />> 
dont  Técart  à  II'  soit  moindre  qu'un  nombre  donné  o,  puis 
un  autre  point />|i  plus  voisin  de  II'  que  p\  et  dont  l'écart  à  II' 

soit  -<  ->  et  ainsi  de  suite. 

2 

Aux  points  p\,  /?||.,  . . .  ainsi  obtenus,  correspondent 
dans  F  les  point  qi^  q^,  . . .  qui  tendent  vers  y.  Mais,  à  cause 
de  la  continuité  des  fonctions  u^v^.,.^  ils  doivent  tendre 
vers  le  point  y^  de  F  qui  correspond  à  II'.  Donc  ^  =  y',  et 
ce  point  unique  correspond  à  deux  points  différents  II  et  II' 
de.E,  contrairement  aux  suppositions  de  Ténoncé. 

66.  Une  fonction  /(.r,  y^   ...)  continue  dans  un  do- 
maine E  borné  et  par/ait  est  intégrable. 

On   peut,  en   effet,  quel   que  soit   e,   trouver  une  autre 
quantité  positive  7\  telle  que  l'on  ait 

|/(d7-h^,7-h  A-,  ...)— /(^,  7,  ...)|<e, 

si  |/t|,  1/:|,  ...  sont<<"yi.  Si  donc  nous  décomposons  E  en 
éléments  e/,  de  diamètre  <  t^,  l'oscillation  O*  sera,  dans 
chacun  d'eux,  <  e.  La  condition  d'intégrabilité  sera  donc 
satisfaite. 

T.  —  Fonctions  à  variation  bornée. 

67.  Soit  y=zf(^x)  une  fonction  d'une  seule  variable  x, 
bornée  dans  un  intervalle  ab  qui  contienne  les  valeurs  parti- 
culières Xq  et  X>>Xo.  Donnons  à  x  une  suite  de  valeurs 
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croissantes  Xq^  a;«,  . . .,  Xn^ty  X,  et  soient  jko>  J^o  . . .,  Y  les 
valeurs  correspondantes  de  y.  On  aura 

(i)  Y  — 7o=2j  (^*  ""/*-»)  =  P-'^y 

p  désignant  la  somme  des  termes  positifs,  n  celle  des  termes 
négatifs  delà  somme  ci-dessus. 

Nous  dirons  que  p  est  la  variation  positive  de  y  et  n  sa 
variation  négative  pour  le  système  de  valeurs  Xq^x^^  . . . ,  X. 
La  somme 

sera  sa  variation  totale. 

En  changeant  le  nombre  et  la  position  des  valeurs  inter- 
médiaires X|,  ...,  Xn-Kt  on  pourra  faire  varier  ces  trois 
sommes.  En  particulier,  si  entre  Xk-\  et  Xk  on  intercale  une 
nouvelle  valeur  Ç,  ces  sortîmes  conserveront  leur  valeur  pri- 
mitive, si  f{\)  est  compris  entre  yk-\  el  y^'i^^^^p  et  n 
seront  accrus  tous  deux  de  la  différence  entre  /(S)  et  celle 
des  quantités  j^A-ij  yk  dont  elle  est  la  plus  voisine,  et  t  sera 
accru  du  double  de  cette  différence. 

Cela  posé,  admettons  qu^un  des  trois  systèmes  de  sommes 
/>,  n,  t  admette  un  maximum.  Il  en  sera  de  même  de  chacun 
des  deux  autres,  en  vertu  des  équations  (i)  et  (2).  On  dira, 
dans  ce  cas,  que  y  est  une  fonction  à  variation  bornée 
entre  ^r©  et  X. 

68.  Les  fonctions  à  variation  bornée,  telles  qu'elles  vien- 
nent d'être  définies,  ont  pour  caractère  spécifique  de  pou- 
voir être  mises  sous  la  forme 

y  —  z  —  u, 

z  el  u  étant  des  fonctions  positives,  bornées  et  non  décrois- 
santes entre  Xq  et  X. 

Pour  le  démontrer,  considérons  deux  valeurs  quelconques 
-c',  x^  dans  l'intervalle  de  oto  à  X  (a:"  étant  supposé  compris 
entre  x'et  X). 
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Soient 

y ^  y  les  valeurs  correspondantes  de  y\ 

/?',  n! ,  i  les  variations  de  y  dans  l'intervalle  oi^  pour  un 
choix,  quelconque  de  valeurs  intermédiaires  x^^  x^^  .. .; 

/>",  n",  f  les  variations  de  y  dans  l'intervalle  x^x^^  en  pre- 
nant pour  valeurs  intermédiaires  x^y  x^^  . . .,  j^'et  d'autres 
valeurs  quelconques  x\^  ...  intercalées  entre  x^  et  x!^\ 

/?,  /i,  t  les  variations  de  y  dans  l'intervalle  total  iCoX,  en 
prenant  pour  valeurs  intermédiaires  ^Ti, . . .,  j?',  ar'^, . . .,  .r''. 

On  aura  évidemment 

P'lP"%Py         n'  =  n"  =  n,         t'It'^L 

Mais,  par  hypothèse,  /?,  n,  t  admettent  des  maxima  P, 
N,  T.  Donc,/?',  /i',  t'  et/?'',  n"^  t"  admettent  aussi  des  maxima 
F,  N',  T',  F,  N",  T^  et  l'on  aura  les  inégalités 

P'  =  P''  =  P,        N'  =  N"  =  N,        T'  =  T''  =  T, 

desquelles  il  résulte  que  P',  N',  T'  sont  des  fonctions  de  x\ 
positives  de  leur  nature,  et,  en  outre,  bornées  et  non  décrois- 
santes de  Xq  à  X. 

Cela  posé,  en  faisant  varier  le  nombre  et  la  position  des 
valeurs  intermédiaires  x^^  x^^  ...,  on  peut  faire  en  sorte 
que  /?'  se  rapproche  indéfiniment  de  son  maximum  P'.  La 
différence  p' — n'  étant  constante,  n'  se  rapprochera  en 
même  temps  de  son  maximum  N'.  L'équation 

deviendra  donc  à  la  limite 

ce  qui  montre  que^  est  la  différence  des  deux  fonctions  po- 
sitives, bornées  et  non  décroissantes 

P'  +  jo-^c    et    N'-hc, 
c  désignant  une  constante  positive  quelconque  >  — y^. 
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Réciproquement,  sij  =  z  —  u,  z  et  u  étant  des  fonctions 

positives,  bornées  et  non  décroissantes  entre  Xq  et  X,  sa  va- 

_  riation  totale  t  sera  limitée;  car  on  a,  en  désignant  par  z^^ 

2|,  ...,  Z  et  Uof  i/|,  ...,   U  les  valeurs  de  z  et  de  u  pour 

^  =  \\yk'-yk-i  I  =\ I ^*—  "*—  (^*-i  —  "A-i)l 

69.  Soient^  =5  —  w,  r'=  ^ —  a'  deux  fonctions  à  varia- 
tion bornée  ;  leur  somme 

leur  différence 

z  -\-  «'—  (a  -H  3') 

et  leur  produit 

seront  évidemment  des  fonctions  de  même  nature. 

Enfin,  si  j^  a  une  variation  bornée,  et  si,  de  plus,   son 

module  a  un  minimum  u.  différent  de  zéro,  -  aura  une  varia- 

y 

tion  bornée. 

En  effet,  sa  variation  totale 


Zà\yk     yk-x\     Zà\  ykyk-i   rZj        1^* 

reste  toujours  inférieure  à  un  nombre  fixe. 

70.   Une  fonction  f{x)  à  variation  bornée  dans  un  in- 
teri^alte  ab  est  intégrable  dans  cet  intervalle. 

On  a 

^{x)  et  ^{x)  étant  des  fonctions  croissantes  et  bornées.  Il 
suffit  donc  de  montrer  qu'une  semblable  fonction  ^{x)  est 
intégrable. 

Décomposons  le  champ  ah  en  éléments  Ck]  soit  Oa  l'oscil- 
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lation  de  la  fonction  dans  en  ;  on  aura 


\0kek<^e\0k; 


e  désignant  le  plus  long  des  intervalles  ^a. 

Or,  ^{x)  étant  constamment  croissante  de  a  à  6,  >  O^ 
représentera  évidemment  son  accroissement  total 

Cette  quantité  est  une  constante;  d'autre  part,  si  les  élé- 
ments Ck  décroissent  indéfiniment,  e  tend  vers  zéro;  donc 

lim  \  0^^*==  o,  et  ^{x)  est  intégrable. 

71.  Soity"(j;)  =  ç(x)  —  ^{x)  une  fonction  bornée,  et  h 
un  infiniment  petit  positif.  Les  fonctions  ^{x)  et  i^{x)  étant 
non  décroissantes,  o[x  —  h)  eli({x  —  h)  varieront  toujours 
dans  le  même  sens  quand  h  décroît,  sans  jamais  surpasser 
les  valeurs  fixes  ^{x)  et  ^{x).  Elles  tendront  donc  vers  une 
limite,  et  leur  différence /(^  —  h)  tendra  aussi  vers  une  li- 
mite, que  nous  représenterons  par  f{x  —  o). 

On  voit  de  même  c\\\ef{x  +  h)  tend  vers  une  limite,  qu'on 
peut  représenter  par/(j;  -4-  o). 

72.  Une  fonction  /{x),  continue  et  à  variation  bornée 
dans  Vintervalle  de  Xq  à  X,  est  la  différence  de  deux 
fonctions  continues  et  non  décroissantes. 

En  effet,  f{x)  ayant  une  variation  bornée,  on  aura 

f{x)  =  ^{x)'-^{x), 

^{x)  et  '^{x)  étant  des  fonctions  non  décroissantes  à  varia- 
tion bornée. 

Considérons,  en  particulier,  la  fonction  ^{x).  Pour  une 
valeur  de  Xy  intermédiaire  entre  Xq  et  X,  on  aura 
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Si  e  lend  vers  zéro,  <p(j;  —  e),  <p(a;  4-  e),  qui  varient  tou- 
jours dans  le  même  sens,  tendront  vers  des  limites  déter- 
minées ^{x  —  o)  et  y  (^  4-  o),  et  l'on  aura  encore 

©(x  — o)^cp(^)^cp(j7  4-o). 

Si  la  différence  <p(x  -j-  o)  —  ^{x  —  o)  est  égale  à  zéro,  la 
fonction  ^  sera  continue  au  point  x;  sinon,  cette  différence 
sera  positive,  et  nous  dirons  que  la  fonction  présente  en  ce 
point  une  discontinuité  égale  à  cette  différence. 

Cette  discontinuité  peut  d'ailleurs  se  séparer  en  deux  par- 
ties :  la  discontinuité  antérieure  o{x)  —  ^{x  —  o)  et  la  dis- 
continuité postérieure  <f(X'+-  o)  —  ?(^)' 

La  fonction  ^{x)  n'étant  pas  définie  pour  les  valeurs  de  la 
variable  <!  ^o  ou  >  X,  nous  n'aurons  à  considérer,  pour 
x^=Xo,  qu'une  discontinuité  postérieure  ;  pour  j:  =  X,  qu'une 
discontinuité  antérieure. 

Soient  maintenant  a,  x  deux  valeurs  quelconques  de  la 
variable  ;  Xf^  . , ,,  x„  une  série  de  valeurs  intermédiaires  entre 
celles-là.  Formons  la  somme  des  discontinuités 

tp(a-f-o)  —  <p(a) 

n 

-^  \[t(^*4- o)  — 'f  (J^A:— o)] -^  îp(j7)  —  cp(a:  —  o), 
1 

que  nous  désignerons  par 

l3  (    Ce,     X^y      m     ,     ,    y    X    )• 

Cette  somme  est  au  moins  égale  à  cp(a-l-o)  —  ç(^');  mais 
nous  allons  voir,    d'autre  part,    qu'elle  ne  peut  surpasser 

Soit,  en  effet,  Ç;^  un  point  quelconque  intermédiaire  entre 
X/t  et  Xk^^  ;  la  fonction  cp  étant  non  décroissante,  on  aura 

T(^a4-0)  5  o(5jt)  5  cp(^;t+i— o). 

Soient  de  même  Ç©  et  Ç«  des  points  respectivement  intermé- 
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diaires  entre  a  et  x^  et  entre  Xn  et  x^  on  aura 

cp(a-4-o)     ^?(5o)  <?(^i  — O), 

On  aura,  par  suite, 

n 

??($o)-?(«)+y[?(U) -?(?*-.)] +  <p(a;)-<p(S„) 

_  1 

<cp(j?)  — <p(a). 

Cette  somme  restant  ainsi  inférieure  à  une  limite  fixe, 
quels  que  soient  le  nombre  et  la  position  des  points  de  divi- 
sion jti,  . . .,  Xnt  admettra  un  maximum  S(a,  x),  que  nous 
appellerons  la  discontinuité  totale  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  de  a  à  ^.  Ce  maximum  sera  compris  entre 
<p(a-ho)  —  ?(«)  et  cp(x)  —  ?(<3f). 

D'ailleurs,  on  a  évidemn^ent,  d'après  la  définition  des 
sommes  S, 

d'où,  en  supposant  que  Xk  conserve  une  valeur  constante  b 
et  passant  à  la  limite 

S(a,  a?)  =  S(a,  6)  -h  S(6,  jt). 

On  voit  par  là  que  la  fonction  S(:ro,  x)  est  une  fonction  de 
X  non  décroissante  de  Xq  à  X. 
Posons  maintenant 

La  nouvelle  fonction  cpi(jc)  sera  continue  el  non  décrois- 
sante. 

On  a,  en  effet,  h  étant  positif, 

<Pi(j:-hA)  —  ^x(x)  —^{x-^h)  —  S^x^^x  +  h)  —  <p(a:)  -\-^{x^,x) 

=•  (ù{x-hh)  —  ^{x)  —  S{Xy  X  -+-  h). 


\ 
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Cette  quantité  ne  peut  être  négative,  car  S(j7,  x  -h  A)  est 
au  plus  égal  à  «p(a;  +  A)  —  f  (^)« 

D'ailleurs  elle  tend  vers  zéro  avec  A;  car,  S(^,  x-f-A) 
étant  au  moins  égal  à  ç(a:H-o)  —  ©(-î^)?  elle  ne  saurait  être 
supérieure  à  (p(2:4-/i) — ç(jc-4-o),  qui  tend  vers  zéro 
avec  h. 

La  fonction  non  décroissante  ^(:z?)  admet  en  chaque  point 
la  même  discontinuité  que  «p  (^)i  puisque  leur  différence 
'j(:r)  —  ^(j?)  est  supposée  continue.  Donc,  dans  tout  inter- 
valle, ^(<^)  aura  la  même  discontinuité  totale  que  7(^),  de 
telle  sorte  que,  en  répétant  les  raisonnements  précédents,  on 
aura 

'!/i(j7)  étant  une  fonction  continue  et  non  décroissante  et 
S(j:o,^)  représentant  la  même  fonction  que  tout  à  l'heure. 
On  aura  donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VI.  —  Dérivées  et  intégrales  des  fonctions  d'une 

seule  variable. 

73.  Soity(j;)  une  fonction  d'une  variable  x,  définie  dans 
l'intérieur  d'un  domaine  D. 

Soient  x^  un  point  fixe  intérieur  à  D;  o  son  écart  de  la 
frontière  de  D;  tout  point  a^o-f-  A  où  |  A  |  <  o  sera  encore  in- 
térieur à  D. 

Si  l'expression 

A 

tend  vers  une  limite  fixe  lorsque  A  tend  vers  zéro,  cette  li- 
mite s'appellera  la  dérivée  àef{x)  au  point  x^  et  se  repré- 
sentera par/'(j:o)- 

Si,  pour  tous  les  points  intérieurs  à  D,  f{x)  admet  une 
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dérivée,  Tensemble  de  ces  valeurs  constituera  une  nouvelle 
fonction,  également  définie  à  Tinlérieurde  D,  qu'on  nomme 
la  dérivée  de  f{x)  et  qu'on  représentera,  avec  Lagrange,  par 
f'{x)  ou,  avec  Cauchy,  par  Y^f{x), 

Toute  fonction  qui  a  une  dérivée  est  continue. 

En  effet,  Tégalilé 

hm  ^^ — -U^—L  —f'(^x) 

donne 

lim[/(^  H-  h)  — /(^)]  =f{x)  Mm/i  —  o. 

Si/{x)  se  réduit  à  une  constante,  sa  dérivée  sera  nulle. 
On  a,  en  effet, 

f(x-^h)-f{x)  _o  __ 

d'où 


h       =/l=^' 


f'{x)  ■=.  limo  =  0. 

Si  f{x)  =  j;,  sa  dérivée  est  égale  à  i .  Car  on  a 

f{x-^h)-f{x)  _h 


k 

k 

«; 

d'où 

f'{x)      lim  I       1. 

74. 

Posons, 

pour  abréger, 

h  — 

Ax,         /{x-hh) 

-A^)  = 

=  V(^)- 

On  a. 

par  défi] 

lition, 

AJ7 

--/'(^); 

« 

d'où 

^^(•^)      f'r.^ 

j-R 

^x  -"    ^     '  ' 

tif{x)  =/\x)  Ao?  4-  R  Ao:, 

R  tendant  vers  zéro  avec  Aj:. 

Ainsi  A/(x)  se  compose  de  deux  termes;  l'un,  /\x)àx, 
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simplement  proportionnel  à  Ax,  et  qui  constitue  sa  valeur 
principale;  Pautre,  R\x,  infiniment  petit  d'ordre  plus  éle\é. 

Le  premier  terme /'(a:)  \x  se  nomme  la  différentielle  de 
/(x),  et  se  désigne  par  d/{x). 

Dans  le  cas  particulier  où  /{x)  se  réduit  à  x,  sa  dérivée 
étant  égale  à  Tunité,  l'équation  de  définition 

(I)  d/{x)^f\x)Sx 

se  réduit  à 

dx  =  ^x. 

Substituant  cette  valeur  de  A^  dans  l'équation  générale  (i), 
on  en  conclura 

dn^)  =/'{x)  dx,        /\x)  =  ^^ . 

Cette  nouvelle  expression  de  la  dérivée  par  un  quotient  de 
différentiel  les  est  très  fréquemment  employée  pour  la  repré- 
senter. 

7o.  Dérivée  d'une  somme.  —  Soit  ^  ==  «  -f- 1^  —  w  une 
somme  algébrique  de  fonctions  ayant  les  dérivées  connues 
1/',  1^,  iv'.  On  aura  évidemment,  en  désignant  par  Aj^,  lu, 
A(^,  A(v  les  accroissements  de  ces  fonctions  correspondant 
à  Taccroissement  h  =  \x  donné  à  la  variable  indépendante, 

Av  A//         Ar        Aw 

A J7        Ix        Aj?        ^x  ' 

d'où,  en  faisant  tendre  Aj;  vers  zéro  et  passant  à  la  limite, 

,.     Ay  Aa  Ap       ,.     A(v         f        ,         , 

Y  z=i  lim  -=^  =  lim h  lim lim  —  r=  m'  +  i^'  —  w\ 

^  Lx  AvC  Aa?  Aj7 

Dérivée  d'un  produit.  —  Soit  y  =  uv,  u  et  v  ayant  des 
dérivées  connues  u'  et  v'.  On  aura 

Ay  (« -4- Am)  (p  +  At>)  —  uv Aa  Ar 

Ao;  Ajc  a  j7  Ao:  ' 

Att  Ac 

y'zzilim  —  lim  (('-f- Ai')  -+-  m  lim —  =z  u' v -\-  uv', 
ôkX  Aj? 
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Cette  équation  peut  s'écrire 


y'        u!       v' 


u 


Si  l'on  avait  y  =  «ç'w^  . .,  on  aurait  évidemment,  d'après 
cela, 


y'        u'        V*       iv' 


Dérivée  d'un  quotient.  —  Soil  j'  =  -;  on  aura 

u  -h  Aa       u          Aw  A(^ 
(; u- — 

\y  ('  -H  Ap         ç  A.r  A.r 

Ix  ^  ix  r(t^-i-Ap) 

el,  à  la  limite, 

, vu' —  uv' 

y  _ 

Dérivée  d' une  fonction  de  fonction.  —  Soit  j' =  F(;/), 
u=f{x)  étant  lui-même  une  fonction  de  ^5  on  aura  évi- 
demment 

Ay         Ay  Aw 

AJ7  Am   AJ7 

et  à  la  limite,  /iu  tendant  vers  zéro  avec  Ax, 

/=  lim  ^  lin»  ^  -  F'(«)«'=  F'[/(a?)]/'(^). 

Dérivée  d'une  fonction  inverse.  —  Soit  y  =f{x)  une 
fonction  admettant  une  fonction  inverse,  de  telle  sorte  qu^on 
ait  X  =  ^{y)'  Si  l'une  de  ces  fonctions  a  une  dérivée  connue, 
on  aura  immédiatement  la  dérivée  de  l'autre. 

On  a,  en  efTet,  en  supposant  connue  la  dérivée  de  tp,  par 
exemple, 

Ay  I  .  A.r 

-^  = -: — :  mais  hm — rrcpVy). 

A  j?         Ix  ^  ly        '  ^  ^ 
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Donc,  à  la  limite, 


?'(7)       ?'[/(^)] 

76.  Si,  en  un  point  donné  x^  la  dérivée  f'{x)  n^ est  pas 
nulle,   on  pourra  assigner  une  quantité   8,    telle   que 

Vexpression 

A/(a?)  =:/(a?  -H  Ao?)  -/(^) 

ait  le  signe  de  f'{x)  \x  pour  toutes  les  valeurs  de  Ix  de 
module  <  8. 

On  a,  en  effet, 
d'où 


^  =/■(-) + «. 


R  tendant  vers  zéro  avec  Aj:.  On  peut  donc  assigner  une 
quantité  8,  tel^que,  si  |  Aa?  |  <  8,  |  R  |  soit  <  \f\x)  |.  Alors, 
/'(a:) -h  R  ayant  le  même  signe  que  f\x)i  A/(j;)  aura  le 
même  signe  que  f\x)  ^* 

77.  Théorème  de  Rolle.  —  Si  f{x)  admet  une  dérivée 
dans  ^intervalle  de  Xq  àX,  et  s^ annule  pour  Xq  et  \,  sa 
dérivée  s^ annulera  en  un  point  intermédiaire. 

Les  valeurs  de  x  qui  sont  ^  ^o  et  ^  X  formant  un  ensemble 
borné  et  parfait,  la  fonction  /{x)  admet,  dans  cet  intervalle 
de  Xq  à  X,  un  maximum  et  un  minimum  et  les  atteint  effec- 
tivement (64).  Si  ce  maximum  et  ce  minimum  sont  nuls 
tous  deux,  /(x)  sera  constamment  nulle,  sa  dérivée  aussi, 
et  le  théorème  sera  démontré. 

Supposons,  au  contraire,  que  le  maximum,  par  exemple, 
soit  différent  de  zéro.  Soit  ^  la  valeur  correspondante  de  x, 
laquelle  sera  différente  de  Xq  et  de  X.  On  aura  /'(S)  =  o; 
car,  s'il  en  était  autrement,  l'expression 

/•($  +  Ajr)-/(î) 
J.  -  I.  5 


66 


PRBMifeRB   PARTIE.  —   CHAPITRE  I. 


aurait,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  Ao:,  le  signe 
de  /'(i)  ^x.  En  donnant  à  ^x  un  signe  convenable,  on  pour- 
rait la  rendre  positive.  Donc  Ç  ne  correspondrait  pas  à  la  va- 
leur maximum  de/,  comme  on  Ta  supposé. 

78.  Corollaire.  —  Soient  f{x)^  ?(^)>  *K^)  ^^o\s  fonc- 
tions admettant  des  dérivées  dans  Tintervalle  de  a  à  6  ;  con- 
sidérons le  déterminant 

f{x)  cp(^)  ^{x) 

/{x-hh)       f^(x-^h)       ^{x-hh) 
/{x-h^h)     cp(^-+-eA)     4/(arH-eA) 

C^est  une  fonction  de  la  variable  0,  qui  s'annule  pour 
9  =  o  et  8  =  I ,  et  qui,  d'après  les  règles  de  dérivation  données 
ci-dessus  (75),  admet  pour  dérivée,  dans  cet  intervalle,  le 
produit  de  h  par  le  déterminant 

/{x)  ^{x) 

/{x-hh)         ^{x-hh) 


A  = 


^{x-hh) 
f'{x-^^h)     ©'(a?-f-eA)     ^\x-^^h) 


Ce  nouveau  déterminant  devra  donc  s'annuler  pour  une 
valeur  de  0  comprise  entre  o  et  i . 

Posons,  en  particulier,  if{x)  =  i;  d'où  i/{x)  =  o.  L'équa- 
tion A  =  o  deviendra 


d'où 

(2) 


[/(^  +  h)  -/(^)]  ^\x  -+-  eyi)  =  o; 

Ax^h)-f{x)  ^f{x-^^h) 

^{x-h  h)  —  ^(xj        <f\x  ^^h)  ' 


Si  nous  posons,  en  outre,  ^(x)  =  x;  d'où  ç'(^)  =  i,  cette 
dernière  équation  deviendra 

f(x-h  h)—f(x)       ^,,         ^.^ 
^ j^ — ^LL^  —fl{x  -h  6A) 


ou 
(3) 


/(X  +  h)  — /(X)  =:  hf\x  -H  e/j). 
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Dans  celte  formule,  x-h^h  esl  une  quantité  inconnue, 
mais  comprise  entre  x  et  x  -^  h, 

79.  Si  la  dérivée /'(;r)  est  constamment  nulle  dans  cet  in- 
tervalle, on  aura 

/'(a? -4-0/0  =  0; 

d'où 

f{x-hh)—f{x)  =  o. 

Si  cette  dérivée,  sans  être  constamment  nulle,  n'est  jamais 
négative,  /(x -{- h) — /(x)  aura  le  signe  de  h.  Soient,  en 
effet,  i  un  des  points  de  l'intervalle  de  x  k  x  -\-  h  pour  les- 
quels la  dérivée  est  positive;  Ç  -I-  8  un  point  infiniment  voi- 
sin de  Ç  et  compris  entre  ^  et  x  -{-  h.  On  aura 

f{œ^h)^f{x) 

^f{x  4-  h)  -/(Ç  +  8)  4-/(5  +  8)  -f(l)  4-/(0  ^f{x) 
=  (^-4-  /^-  5-  S)/'(r,)  4-  [/(?  +  8)  -/(?)] +  (Ç-^)/'(r,,), 

y\  étant  un  nombre  compris  entre  x -{- h  et  Ç -f- 5,  ?[<  un 
nombre  compris  entre  Ç  et  :r. 

Si  l'on  prend  8  assez  petit,  f{\  -+-  8)  — /(Ç)  aura  le  signe 
de  3/(i).  D'ailleurs,  /(Ç)  est  positif,  /(ti),  /(ti.)  positifs 
ou  nuls.  Enfin,  8,  :r-|-A  —  \  —  8,  \  —  x  ont  le  signe  de  h. 
Donc,  sur  les  trois  termes  qui  composent /(a:  -4-  h)  — /(^), 
l'un  a  sûrement  le  signe  de  A,  les  deux  autres  ont  aussi  le 
signe  de  A,  s'ils  ne  sont  pas  nuls.  La  somme  a  donc  le  signe 
de  h. 

On  voit  de  même  que,  si  la  dérivée  /'(^),  sans  être  con- 
stamment nulle,  n'est  jamais  né^tîjive,  f{x  -H  h)  — /(^)  sera 
de  signe  contraire  à  h. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  La  fonction  f{x)  reste  constante  dans 
tout  intervalle  où  f'{x)  est  constamment  nul;  elle  croît 
avec  X  dans  tout  intervalle  ou  f'{x)  reste  positif  ;  elle  dé- 
croît au  contraire,  quand  x  croit,  dans  tout  intervalle 
où  f'{x)  reste  négatif. 
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Les  deux  dernières  parties  de  ce  théorème  subsistent  en- 
core si  f^{x)  peut  s'annuler  dans  Tintervalle  considéré,  mais 
sans  changer  de  signe,  pourvu  qu'il  soit  impossible  d'isoler 
dans  Fintervalle  considéré  un  intervalle  partiel  dans  lequel 
f'{x)  soit  constamment  nul. 

80.  Théorème.  —  Si  f{oc)  reste  continu  dans  un  en- 
semble E  borné  et  parfait,  — j — = -y  tendra  uni- 
formément vers  sa  limite  f{x). 

En  effet,  cette  expression  est  égale  à  f\x  -^^h).  Mais 
f'{x)^  étant  continue,  Test  uniformément  dans  E  (63). 

Donc,  on  peut  assigner  une  quantité  r\  indépendante  de  x^ 
et  telle  qu'on  ait 


dès  que  le  module  de  8 A  et,  a  fortiori,  dès  que  celui  de  h 
est  <  r^. 

81.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f{x)  est  intégrable  de 
n  à  b,  l'intégrale  définie 

,x 


J  f{x)dx=zF{X), 


oà  Xo  et  X  sont  compris  entre  a  et  b,  est  une  fonction  de  X 
à  variation  bornée  et  continue.  Si  de  plus  f(x)  est  con- 
tinue au  point  X,  F(X)  ^ira  en  ce  point  une  dérivée  égale 

'>/(X). 

Soit,  en  effet,  [x  le  maximum  de  \f(x)  \  dans  Tintervalle  ab. 
Décomposons  l'intervalle  de  ^r©  à  X  en  intervalles  partiels 
XoXi,  ...,  XA.i^r^,  ...,  x,i_iX.  La  variation  totale  de  la 
fonction  intégrale 


/ 


X 

f{x)dx. 
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relative  à  cette  décomposition,  sera 

2j\  I     f^^)dx  ^N  fx|a?it  — j;;fc_||^li|X  — Xol- 

On  voit  donc  qu'elle  ne  peut  surpasser  une  limite  fixe.  Donc, 
F(X)  a  une  variation  bornée. 

En  second  lieu,  changeons  X  en  X  +  AX;  on  aura 


AF(X)=  /  f{x)dœ--  /    f{x)dx^  /  f{x)dx, 


quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  Ao:,  car  son  module  est  au 
plus  égal  à  [x|  Lx  |. 

Supposons  enfin  quey*(j;)  soit  continue  au  point  X.  On 
aura  par  définition 

y  /(or)  dx  =  lim\ /(5it)(a:it—  37^-0, 

Xi,  ...,  Xii^K  étant  des  valeurs  intermédiaires  infiniment 
voisines  les  unes  des  autres,  intercalées  entre  X  =  a:o  et 
X  +  AX  =  Xny  et  \k  une  quantité  intermédiaire  entre  x^^k 
et  Xk* 

On  peut,  par  hypothèse,  quel  que  soit  e,  déterminer  une 
quantité  S,  telle  que  Ton  ait,  tant  que  |  A  |  <;  S, 

|/(X  +  A)-/(X)|<e 

et,  par  suite, 

/(X-+-/0=/(X)-f-R, 

R  ayant  son  module  <;  e. 

Supposons  maintenant  |  AX  |  <C  S.  A  plus  forte  raison,  les 
modules  des  difi^érences  \k —  X  seront  <  5,  et  Ton  aura  géné- 
ralement 

/(U)=/(X)-+-R*, 

Ri^  ayant  son  module  <  e. 
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SubstituaDt  ces  valeurs  des  quantités /(|a)i  «1  viendra 
^/(î*)(^*-  a;*-,)  =  y  [/(X)  +  R*)  (a:*-  a:*_,) 

5^[/(X)-e](^*-a;*_,)  5  [/(X)  -e]  AX. 
La  quantité 

ÂX 

est  donc  toujours  comprise  enlre  /(X)  +  e  et  /(X)  —  e.  11 
en  sera  de  même  de  sa  limite 


On  peut,  d'ailleurs,  prendre  e  aussi  petit  qu'on  voudra,  à 
condition  de  faire  décroître  suffisamment  Ax.  On  aura  donc 

à  la  limite 

Xx-hAx 

t'(X)=.lim~^ ^ =/(X). 

Remarque.  —  Si  l'on  supposait  X  constant,  mais  Xq  va- 
riable, l'intégrale  définie 

/    f{x)dx 

serait  une  fonction  de  Xq.  D'ailleurs,  elle  est  égale  et  de  signe 
contraire  à 


f'f{x)dx 


dont  la  dérivée  est  égale,  d'après  ce  qui  précède,  à/'(aro). 
Sa  dérivée  sera  donc  — /'(^o)« 
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82.  Le  théorème  qui  précède  montre  que  toute  fonction 
f{x)  continue  dans  Vintervalle  de  a  à  b  est  la  déris^ée 
d'une  autre  fonction  F(a:). 

11  est,  d'ailleurs,  aisé  de  trouver  l'expression  générale  des 
fonctions  qui  ont  pour  dérivée /(j?).  Soit,  en  eflFel, 

^(^)  =  F(a:)-htp(a?) 

Tune  d'elles.  Sa  dérivée  sera 

F(a:)  +  (p'(a:)=/(a,-)4-cp'(a?). 

Pour  qu'elle  se  réduise  kf(x),  il  faut  et  il  suffit  que  o'(^) 
soit  nul.  Donc,  p(^)  se  réduit  à  une  constante  c  (79),  qui 
peut  d'ailleurs  être  choisie  arbitrairement. 

Lorsqu'on  a  obtenu,  par  un  procédé  quelconque,  une 
fonction  ^{a:)  ayant  pour  dérivée /(a?),  on  trouve,  sans  peine, 
la  valeur  correspondante  de  c.  En  effet,  dans  l'équation 


/    f{x)da:=z^(X)-^c] 


faisons  X  =  o^o*  Le  premier  membre  s'annulant,  il  vient 

-f  (xo)  -h  c  1=  o, 
et,  par  suite, 


X." 


On  nomme  fonctions  primitii^es  ou  intégrales  indéfinies 
de  f{x)y  les  fonctions  qui  ont  pour  dérivée  f{x).  On  les 
désigne  par  la  notation 


/ 


f{x)dx 


pour  mettre  en  lumière  leur  liaison  avec  l'intégrale  définie. 
Cette  expression,  comme  on  vient  de  le  voir,  ne  repré- 
sente pas  une  fonction  déterminée,  mais  une  infinité  de 
fonctions,  différant  les  unes  des  autres  de  qiiantités  con- 
stantes. 
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83.  Dérivation  des  intégrales  définies  par  rapport  à 
un  paramètre.  —  Soit  f{x^  y,  •••>«)  «ne  fonction  des 
variables  x,  y^  . . . ,  a  qui  reste  continue  tant  que  x,  ^,  ... 
restent  intérieurs  à  un  domaine  D  et  a  intérieur  à  un  do- 
maine A. 

Soit  E  un  domaine  borné  et  parfait  intérieur  à  D  ;  pour 
toute  valeur  de  a  intérieure  à  A,  Tintégrale 

1  =  j^  /(a?,/,  ..,ya)de 

aura  une  valeur  déterminée;  c'est  donc  une  fonction  de  a. 

Cette  fonction  est  continue  ;  car,  si  Ton  change  a  en  a-|-  Aa, 
elle  prendra  un  accroissement 


de 


E 

dont  le  module  ne  pourra  surpasser  LE;  L  étant  le  maximum 
du  modale  de  A/(^,^, .. .,  a). 

Or,  soit  S  une  quantité  dont  le  module  soit  moindre  que 
l'écart  de  a  à  la  frontière  de  A;  le  point  a  -+-  Aa  sera  encore 
intérieur  à  A,  tant  que  |Aa|  sera  ^S.  La  fonction  /  restera 
donc  continue  tant  que  x,  y^  ...  se  mouvront  dans  E  et  que 
le  paramètre  variera  entre  a  —  8  et  a-|-8.  Cet  ensemble  de 
valeurs  étant  évidemment  borné  et  parfait,  la  continuité  de/ 
y  sera  uniforme;'  donc  L,  et  par  suite  AI,  tendront  vers  zéro 
avec  Aa. 

Supposons  de  plus  que  /  considérée  comme  fonction  de  a 
seulement  (x,  ^,  .  .  .  conservant  des  valeurs  constantes) 
admette  une  dérivée;  ce  sera  une  nouvelle  fonction  de  Xj 
y^  -..,«,  que  nous  pourrons  désigner  par  f'J^x^y^  . . . ,  a), 
et  nous  aurons 

^  A^>/>  •.•>«)  =fa{x,y,  .  . . ,  a  -+-  6  A«)  Aa, 

0  étant  une  quantité  variable,  mais  toujours  comprise  entre 
o  et  1. 
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Si  nous  admettons  enfin  que/a[  soit  continue  dans  le  même 
champ  où  nous  avons  déjà  supposé  que /l'était,  cette  expres- 
sion sera  de  la  forme 

R  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  Aa,  dans  tout  le 
domaine  E. 
On  aura  donc 

Soit  L|  le  maximum  de  |  R  |  dans  E;  on  aura 

^Rde  =L,E, 
quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  Aa.  On  aura  donc 


im— =  V  /a(:F,7,  ,.,,%) de. 


lim 

L'intégrale  I  admet  donc  une  dérivée,  représentée  par  l'inté- 
grale ci-dessus. 

8'4.  Intégration  par  parties»  —  Soit 

une  fonction  formée  du  produit  de  deux  autres.  On  aura 

df(x)=:  ff'(x)^{x)da:-h  ff{x)y{a:)dx 
et,  en  intégrant  de  x  =  a  k  x  =  b. 


Jf     ff'{x)^{x)dx'\-  I     (f{x)^'{x)dx 


=y  df{x)=f{b)-f{a). 


Cette  équation  ramène,  comme  on  voit,  le  calcul  de  l'une 
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des  deux  intégrales  qui  figurent  au  premier  membre  au 
calcul  de  Tautre,  qui  pourra  se  trouver  plus  simple. 

Ce  procédé  de  réduction  a  reçu  le  nom  A^ intégration  par 
parties. 

Quant  au  second  membre  f{b)  —  /(a),  il  conviendra, 
lorsque  la  fonction  /(x)  a  une  expression  compliquée,  de  le 
représenter  par  la  notation  abrégée 

VII.  —  Dérivées  partielles.  Différentielles  totales. 

85.  Passons  à  la  considération  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

Soit,  par  exemple,  u=/(x^y)  une  fonction  de  deux 
variables  œ,  y  définie  dans  tout  l'intérieur  d'un  certain 
domaine  D. 

Soit  (^,  J')  un  point  quelconque  intérieur  à  D.  On  pourra 
déterminer  une  quantité  8  telle  que  tous  les  points 

où 

soient  encore  intérieurs  à  D. 

Changeons  j:  en  x  +  A^,  sans  faire  varier  y.  Si  l'expres- 
sion 

AJ7 

tend  vers  une  limite  fixe  quand  ^x  tend  vers  zéro,  celte 
limite  se  nommera  la  déris;ée  partielle  de  /  par  rapport 
à  jc  au  point  or,  y.  On  la  représente  indifféremment  par 
l'une  ou  l'autre  des  trois  notations  suivantes  : 

/;(^,7).  i>«/(^,7).  ^-^^^- 

Si  l'expression 
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tend  de  même  vers  une  limite,  ce  sera  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  jk,  et  on  la  représentera  par  les  notations  ana- 
logues 

/;(a:,7),     \i,f{x,y),     ^^^%^- 

Si  en  chaque  point  intérieur  à  D  il  existe  des  dérivées  par- 
tielles, chacune  d'elles  sera  une  nouvelle  fonction  de  x^  y^ 
définie  dans  l'intérieur  de  D. 

86.  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  faire  varier  iso- 
lément ^,  JK)  on  les  change  simultanément  en  x-j-Ao;, 
y  -h  AjK,  et  étudions  Taccroissement 

Cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/(.r  -^  Aj7,y  -+-  A/)  — /(a?,  j  4-  Aj)  -^f{x,y  4-  A7)  —f{x,  y) 
ou  y  en  appliquant  la  formule  (3)  du  n^  78, 

f^{^x-^^tiX,y-\-  A/)  Lx  -^fy{x, /  4-  Ôj  A/)  A/, 

B  et  0|  étant  des  quantités  plus  petites  que  Tunité. 

Faisons  tendre  Ax  et  Anvers  zéro.  ÔAx  et  6|  A^  tendent 
a  fortiori  vers  zéro,  de  quelque  manière  que  puissent  varier 
0  et  6<.  Si  donc  les  fonctions  /^,  /'  sont  continues  au 
point  x,  yy  les  multiplicateurs  de  A^  et  de  b^y  tendront 
respectivement  vers  fld^'^y)  et  f'y{x^y). 

Soit  d'ailleurs  E  un  ensemble  borné  et  parfait  quelconque 
intérieur  à  D  et  dans  lequel  /^,  /'  soient  continues.  Leur 
continuité  sera  uniforme.  On  pourra  donc,  quel  que  soit  e, 
assigner  une  constante  S  telle  que  pour  tout  point  de  cet 
ensemble  les  différences  entre  ces  multiplicateurs  et  leurs 
limites  deviennent  <|  e  dès  que  |  Aj?  |,  \^y\  deviennent  <|  0. 

On  aura  donc 

(1)     ^/{x,y)  =fAx,y)  AJ7  +/;(^,7)  A^  +  R  Ao?  4-  R,  A/, 

R  et  R,  tendant  vers  zéro  avec  ^x  et  àîy  (et  cela  uniformément 
dans  tout  l'ensemble  E). 


( 
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On  voit  donc  que  ^/(x,y)  se  compose  de  deux  parties, 
Tune  / 

simplement  linéaire  en  Aj;  et  Aj^,  Tautre  composée  de 
termes  d'ordre  plus  élevé  que  Tun  ou  l'autre  de  ceux  qui 
précèdent. 

L'expression  (2)  se  nomme  la  différentielle  totale  de 
/(^,  j^).  Les  deux  termes  qui  la  composent  sont  les  diffé- 
rentielles que  Ton  obtiendrait  en  faisant  varier  une  seule  des 
deux  variables  x^  y  et  laissant  l'autre  constante.  On  leur 
donne  le  nom  de  différentielles  partielles. 

Si  Ton  supposait,  en  particulier,  que  la  fonction  /(.^,  y) 
ne  fût  autre  que  oc^fg,(^x^y)  se  réduirait  à  i,  ety^(x,^)  à  o. 
L'équation 

^/(^»  y)  =/x(^)  y)  ^^  -^fMy  y)  ^y 

se  réduirait  donc  à 

dx  =:  Ajc. 

En  supposant  que  /(^^y)  se  réduisît  à  y,  on  trouverait 
de  même 

^y^^y^ 

et,  par  suite, 

(3)  df(x,y)=/Aa^,y)dx^/;{x,y)dY. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  aux  n°*  73  et  79,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  /(^^y)  reste  constante  lorsque  x 
varie  seul  (et,  par  suite,  se  réduise  à  une  fonction  de  y) 
est/;(^,j^)  =  o. 

De  même,  la  condition  nécessaire  et  suffîsante  pour  que 
/{Xy  y)  ne  dépende  pas  dejK  est/^(j:,  j^)  =  o. 

Ces  deux  conditions  réunies  exprimeront  que  /  est  indé- 
pendant de  X  et  de  y,  et,  par  suite,  se  réduit  à  une  con- 
stante. Elles  peuvent  être  résumées  en  celle-ci 
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Car,  pour  que  celte  expression,  égale  à  * 

s^annule  ideDliquement,  quels  que  soient  Ao;  et  A^,  il  faut 
et  il  suffit  quejj(x,  y)  et/^(x,  y)  soient  nuls  séparément. 

87.  Admettons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait 
mis  ^/(a:,y)  sous  la  forme 

(4)  ^/(^>/)  =  A,dx  -\-Bdy  -hSdx  -hSi  dy^ 

A  et  6  étant  indépendants  de  dx  et  dy^  et  S,   S|  tendant 
vers  zéro  en  même  temps  que  dx^  dy\  on  aura 

A=/;(^,j),      B=/;(^,j), 

d  f{x^  y)  ■=■  A  dx  -+-  B  dy. 

Égalons  en  effet  lesdeux  expressions  (i)  et  (4)  de  \f{x^y)\ 
il  viendra,  en  divisant  par  dx^ 

/;(^,y)  +  R-+-[/,(x,y)4-R.]^=A-t-S-+-(B  +  S,)^_^- 

dv 
Faisons  tendre  dx  et  dy  vers  zéro,  de  telle  sorte  que  --r- 

lende  vers  une  valeur  fîxe  X;  on  aura  à  la  limite 

Cette  égalité,  ayant  lieu  quel  que  soit  \  se  décompose  dans 
les  deux  suivantes 

88.  La  remarque  qui  précède  permet  de  déterminer  aisé- 
ment les  dérivées  partielles  et  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  composée. 

Soit,  en  effet,  une  semblable  fonction 

/(w,  r,  ...), 

//,  i>,  . .  •  étant  elles-mêmes  des  fonctions  des  variables  in- 
dépendantes X,  ^,  .... 
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Pour  obtenir  la  diflFérenlielle  totale  de  cette  expression, 
considérée  comme  fonction  de  x^y^  ...,  donnons  à  a:,  j^,  ... 
des  accroissements  dx^  dy^  ....  Soient  A£/,  Ap,  . . . ,  A/  les 
accroissements  correspondants  de  m,  i^,  . . .,/.  On  aura 

A/=:  -:^  Aa  -h  -^  Ai^  -H.  .  .-4-R  Am  H-  Ri  Aç'H-.  .  ., 

-^       au  ov 

R,  Ri ,  ...  tendant  vers  zéro  avec  Aa,  Ar,  .... 
Mais  on  a,  d'autre  part, 

Af/  =  -  —  <ij7  -h  -r—  d'/  -1- . . .  ~h  S  dx  -H  Si  cf/  -H . . . 
=  û?a  -h  S  û?J?  H-.  Si  t/j  + . . . , 

Ai'  =  -—  ûfj7  4-  _-  e/v  -I- . . .  4-  T  cfx  H-  Ti  ^y  4- . . . 
=  cff  4-  T  c^o:  H-  T,  dy 


8,84,  . . . ,  T,  T<,  ...  tendant  vers  zéro  avec  dx^  dy^  . . . . 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  A/,  il  vient 

A/=  ~J-  du  '\-  -f-  dv  ^ , ,  ,-\'  ù  dx  ~\-  ^.dy  -\- ,  , . 

-^       du  ov  ^  ^     ^ 


dfdu       d/dv  \ 

ou  ox       av  ox  ] 

dfdu      dfdv  \ 

-r-   -3 r-  3-   3—   4- .  .  .   I  ai 

OU  oy       ov  oy 
4-. .  .4-p<ijc-h-pi^7 


\du 


p,  p,,  ...  tendant  vers  zéro  avec  dx^  dy. 
On  aurti  donc 

df       dfdu       âf  dv 

dx       du  dx       dv  dx      *  '  '  ' 

df___dfdu^      df  dv 
dy       du  dy       dv  dy 

, 

cl  d'autre  part 

df  ^=1  ~  du  -\-  4-  dv  -^ ,  . ,  : 
•^        du  dv 
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d'où  les  deux  propositions  suivantes  : 

La  dérivée,  par  rapport  à  une  variable  indépendante  x^ 
d' une  fonction  composée  f{u^  <%  . .  .)s^obtient  en  ajoutant 

ensemble  les  dérivées  partielles  -p>  j->  •••>  respective- 

ment  multipliées  par  les  dérivées  de  u^  v^  . , ,  par  rapport 
à  X. 

La  différentielle  totale  df  s^ exprime  au  moyen  de  w, 
p,  . . . ,  rfa,  dvy  . .  .y  de  la  même  manière  que  si  u,  v^  , . . 
étaient  des  variables  indépendantes. 

89.  Supposons  que  des  fonctions  2/,  v,  ...  des  variables 
indépendantes  x^y^  ...  satisfassent  identiquement  à  une 
équation 

/(m,  V,  ...)i=0. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  une  fonction 
composée  de  x,  y^  ...  dont  la  valeur  est  constante  et  égale 
à  zéro,  ses  dérivées  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables 
sont  nulles.  On  aura  donc 

df  ___  âf  au       df  dv 


dx       du  àx   '   âv  dx      '  '  '        * 

df__dfdu       âf  dv  __ 

ôy       du  ây       âv  dy       "  ' 


Ainsi  toute  identité  f{Uj  v^  .  . .)  =  o  fournira  de  nou- 
velles identités  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de  son  pre- 
mier membre  par  rapport  à  chacune  des  variables  indé- 
pendantes. 

Ces  nouvelles  équations  peuvent  d^ailleurs  se  concentrer 
en  une  seule 

df^=i  -f-  dx  -h  '/-  dx  -^ . .  .=z o. 
ax  ôy 

90.  Nous  dirons  qu'une  fonction  f{x^y,  . .  .)  est  définie 
(ou  jouit  d'une  propriété  donnée)  aux  environs  du  point 
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(j^Oî  J^Oî  •  •  •)  sil'oQ  peut  déterrainer  un  nombre  positif  A,  tel, 
que  la  fonction  soit  définie  (ou  jouisse  de  la  propriété  de- 
mandée) pour  tous  les  points  {x^y^  ...)  où  \x  —  a:©!» 
\y—yA^  '"  sont  ^A. 

91.  Théorème.  —  Soit  F(x,^,  ...,«)  une  fonction  des 
variables  x^y^  .. .,  w,  laquelle  s'annule  au  point 

(•^o> y^i  •  •  •  >  ^o)' 

Supposons  :  i°  qu'elle  soit  définie  et  admette  des  dérivées 
partielles  continues  F^,  F^,  ...,  F^  aux  environs  de  ce 
point;  2°  que  F^  ne  s'annule  pas  en  ce  point. 

On  pourra  déterminer  une  fonction  des  variables  x^ 
r,  . . .  définie  aux  environs  du  point  (xo,^oî  *>  *)  et  pre- 
nant en  ce  point  la  valeur  «oj  ^'  qui  enfin  substituée  à  la 
place  de  u  dans  l'équation  F=  o,  /a  rende  identiquement 
satisfaite;  cette  fonction  sera  unique  et  admettra  les  dé- 

rivées  partielles 

F'  F' 

F'  '  F' 

En  vertu  des  hypothèses  faites  sur  Texistence  et  la  conti- 
nuité des  dérivées  partielles  F^,  F^,  ...,  F^,  on  pourra  dé- 
terminer une  quantité  positive  A,  telle  que,  pour  tous  les 
points  (x,y,  ...,«)  où  \x  —  Xo\,  \y  — jKo  1?  ••  •>  |  w  —  ^o  | 
sont  ^  A,  ces  dérivées  partielles  existent  et  diffèrent  de  leurs 
valeurs  initiales  (F^)o,  (F^,)o,  ...,  (F^)o  de  moins  de  e,  en 
désignant  par  e  une  quantité  positive  choisie  à  volonté,  mais 
que  nous  supposerons  moindre  en  valeur  absolue  que  (F^Jo* 

Si  donc  on  désigne  par  A  la  plus  grande  des  quantités 
I  (F;)o  I  4-  e,  i  (F^)o  I  -h  Ê,  ...  et  par  B  la  quantité  |  (F;,)o  |  —  e, 
on  aura,  pour  tous  les  points  considérés, 

I  f;  I  <  I  (f;),i  +  e  <  a,      |  f;.  k  a,       . . .,       f;,  i  >  b. 

En  outre,  F^  conservera  toujours  le  signe  de  (FJ^)o. 

Cela  posé,  soit  n  -\-  i\e  nombre  des  variables  x^  y,  . . .,  u\ 
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jD 

désignons  par  k  le  plus  petit  des  deux  nombres  A,  — —h.  On 

aura,  pour  tous  les  points  (xq-^  ^x^ ...,  i/o-f- A«)=:(j?, ...,«) 
où  Ajc^A:,  Ay  ^At,  ...  et  ^u^h^ 

F{x,y,  ...,  w)~     F(j7,7,  ...,w)  — F(a?o,jo.  ...,«o) 

+  F^(^o-t-  ^-a^j^oH-  Oi  A/,  .  .  . ,  «o)  A/  -+-.  .  . 
-^  FU-a^o-H  ^•^j7o+  Aj,  .  .  . ,  m  +  e,„  Am)  Aa. 

Chacun  des  m  premiers  termes  de  celte  expression  a  son  mo- 
dule •<  AA".  La  somme  de  leurs  modules  est  donc 

<mAX:<B/i. 

Mais,  d'autre  part,  le  dernier  terme  a  son  module  plus  grand 
que  B  I  Ai/|. 

Si  donc  nous  posons,  en  particulier,  Au  ^=±h^  ce  terme 
remportera  sur  la  somme  des  autres  et  donnera  son  signe  à 
l'expression.  D'ailleurs,  le  facteur 

F;(a:o4-  Aj?,7o-+-  Aj,  . . . ,  «  -h  6,,,  Aa) 

a  toujours  le  même  signe,  celui  de  (Fy)o.  Donc,  si  l'on  pose 
successivement  Am  = /i  et  lu= — A,  on  obtiendra,  pour 
F(x,y^  ...,  u),  deux  valeurs  de  signe  contraire.  Mais  F  est 
une  fonction  continue  de  u;  elle  s'annulera  donc  pour  une 
valeur  de  u  intermédiaire  entre  Uq — h  et  Uq-\- h.  Elle  ne 
s'annulera  d'ailleurs  qu'une  fois,  car  sa  dérivée  garde  le 
même  signe  dans  tout  cet  intervalle. 

Nous  avons  donc  établi  qu'à  tout  système  de  valeurs  de 
^t  yt  •••»  lel  que  X  —  j^o,  y — j^o>  •••  aient  leurs  modules 
non  supérieurs  à  A",  correspond  une  valeur  unique  de  u  com- 
prise entre  Wq — A  et  z/q+A  et  satisfaisant  à  l'équation 
F  =  o.  L'ensemble  de  ces  valeurs  constituera  une  fonction 
dex^jTj  ...  entièrement  définie  dans  ce  domaine,  et  qui  se 
réduit  évidemment  à  Uq  au  point  (^o>J^o?  ••  •)• 

Soient  d'ailleurs  (x^y^  . . .)  et  (x  +  Ax,  y  4-  ly^  . . .)  deux 
points  de. ce  domaine;   u  et  u-\-lu  les  valeurs  correspon- 
J.  —  I.  6 
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« 

danles  de  cette  fonction.  On  aura 

G  =:      F(a?  4-  Ao?,  y  -h  A^,  .  . .,  «  -f-  Aw)  —  F(jr,  y,  . . .,  m) 

::=:        F^  (  j:  +  6  AJ7,  J^,   .  .  .  ,  f/)  AJC 

-+-  F^  (^  -h  Aj-,  7  +  6,  Av,  .  .  . ,  m)  A/  -+- .  . . 
-h  F;,(a7  -h  Aj7,  7  4-  Aj,  .  . .,  a-l-e,„  Aa)  Aw. 

Le  multiplicateur  de  Aa  ayant  son  module  plus  grand  que  la 
constante  B,  cette  équation  montre  que  A^^  tend  vers  zéro 
avec  A^c,  A7,  .... 

Faisons,  en  particulier,  A^=...=  o.   L'équation  se  ré- 
duit à 

o  =      F^(x  -1-  6  Ax,  7,  ...,«)  A^ 

-+-  F;^(:r  "h  Ao?,  7,  . .  .,  M  4-6^  Aa)  Am; 


d'où 


A  a 

Aj? 


F^(a7  4-eA^,  7,  ...,£/) 
F;^(a:  4-  Aj?,7,  .  .  .,  w  4-  0,„  au) 


et  à  la  limite,  en  faisant  tendre  ^x  vers  zéro, 


du 
âx 


{^a 


Les  autres  dérivées  -r-y  •••  se  détermineraient  de  même. 

92.  Théorème.   —  Soient  F,,   ...,   F^  n  fonctions  des 
m  -h  n  variables  ^,7,  . . .;  u,  Vj  tv,  . . .  s^  annulant  au  point 

{xo, yof  '"1  '^oj  ^0?  <^0)  •••)•  *^*  '^^'^  suppose  :  i**  qu'aux 
environs  de  ce  point,  ces  fonctions  admettent  des  dérivées 
partielles  continues;  1^  que  le  déterminant 


J  = 


d¥,      dl\      dV, 


du 

ôv 

dvc 

•  •  • 

•  •  • 

■      ■      • 

(JF, 

du 

dv 

<)(V 

/i/i  s'annule  pas  en  ce  point,  on  pourra  déterminer  un  sys- 
tème de  fonctions  des  variables  x,  7,  ...  définies  aux  en- 


VARIABLES   RÉELLES.  83 

cirons  du  point  {xq^  y^^  . . .),  prenant  respectivement  en  ce 
point  les  valeurs  Uq,  Tq,  «Vq,  . . .  et  qui  enfin,  substituées  à 
la  place  de  w,  r,  w,  .. .  dans  les  équations  F|  =  o,  . . ., 
F„=  o,  les  rendent  identiquement  satisfaites.  Ce  système 
de  fonctions  est  unique,  et  ces  fonctions  admettent  des 
dérivées  partielles . 

Ce  théorème  est  établi  par  ce  qui  précède,  dans  le  cas  où 
Ton  n^a  qu'une  seule  équation,  et  nous  pourrons,  dans  la  dé- 
monstration, supposer  qu'il  ait  été  établi  pour  le  cas  de 
Il  —  I  équations. 

Gela  posé,  pour  que  J  soit  ^  o  pour  le  point  x^^  y^^  . . .  ; 
/^O)  ^'o?  ^0}  ••  •>  îl  f^ut  évidemment  qu'une  au  moins  des  dé- 

.    ,      0¥,    0¥,    OV, 
rivées  ^ —  ?  -r — ,  -3 —  >  •  • 
ai/o    àv^    O^Vi^ 

/)F 
exemple,  -r— ^  ^o.  On  pourra,  d'après  le  théorème  du  n**  91, 

déterminer  une  fonction  u  de  x^  y,  ...  ;  r,  (v,  ...  qui  satis- 
fasse identiquement  à  l'équation  F|  =  o  et  qui  admette  des 
dérivées  partielles  aux  environs  du  point  Xq,  yoy  •••;  ^o> 
(Vq,  . ...  Substituant  cette  valeur  de  u  dans  les  équations  sui- 
vantes F2=o,  ...,  F„=o,  elles  prendront  la  forme  sui- 
vante 


soit  différente  de  zéro.   Soit,  par 


^l(j^>fy  .••;  ^f^'^'y  ...)==0, 


*/i=0. 


Les  fonctions  ^2)  •••?  ^/n  étant  respectivement  égales  à 
Fa,  . .  .,  F/,,  admettront,  aux  environs  du  point  Xq,  yo,  ...  ; 
i'„,  iVQ,  . . . ,  des  dérivées  partielles 


0^ 
Ox 


OV^       OF^  Ou 


Ox        Ou  Ox 


Le  déterminant 


j. 


•  •  •  » 

0^. 
Ov 

OF.       OF^  Ou 
Ov    '    Ou  Oi'  ' 

d*, 

O^i 

'ov 

Oiv 

... 
1 

â^^ 

d*5 

1 
1 

Ov 

Oiv 

i 

8i 
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des  dérivées  partielles  relatives  à  i^,  w,  . . .  sei'a,  en  négligeant 
les  termes  qui  se  détruisent, 


ôv       dw 


du 


dVt     <JF, 


du 


du      âiv 


du 


ôv      du 
dv      du 


H-.. 


Remplaçant  3~  >  j~  >  '  *  *  P^^  leurs  valeurs 


di>_ 
du 


dw 

du 


cette  expression  deviendra  égale  à  -vp-;  et,  comme  ^— ^  a  au 

dà 
jjoint  (^OîJ^oi  '  "y  ^^oj^ot  <^'o)  •  •  •)  une  valeur  finie  et  différente 
de  zéro,  J|  sera  lui-même  fini  et  différent  de  zéro. 

On  pourra  donc,  par  hypothèse,  déterminer  des  fonctions 
i^,  çr,  ...  des  variables  indépendantes  x^  y,  ...,  qui  satis- 
fassent identiquement  aux  équations  ^2=0,  <ï>3=  o,  . . .,  qui 
se  réduisent  à  Cq,  tVo,  . . .  pour  x  =  Xq^  y  =yo,  ...  et  qui 
admettent  des  dérivées  partielles  aux  environs  de  ce  point. 
Substituant  ces  valeurs  de  (^,  tv,  . . .  dans  Texpression  de  w, 
on  obtiendra  pour  //,  Çy  (v,  ...  des  fonctions  de  Xy  y^  ... 
satisfaisant  aux  conditions  requises. 

93.  On  donne  le  nom  de  fonctions  implicites  à  celles 
qui  sont  ainsi  définies  par  un  système  d'équations  non  réso- 
lues 

(  ^i^Xyyy  ...,  w,  (',  i^^  ...)  —  o, 

(5)  » 


La  démonstration   précédente   montre  à  la  fois  que  ces 
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fonctions  m,  i^,  <p,  ...  existent  et  qu'elles  admettent  des 
dérivées  partielles. 

L'expression  de  ces  dérivées  partielles  s'obtiendra  d'ail- 
leurs aisément  en  dérivant  les  identités  (5)  par  rapport  aux 
diverses  variables  indépendantes.  On  trouvera  ainsi,  en  déri- 
vant par  rapport  à  x^  par  exemple, 


dF,       ÔF,  du       ÔF,  dv       dF,  âw 


dx         du    dx        ôv    àx       àw  dx 


H-.  .  .zzzo, 


(6) 


à^j!:  ^àF^  du  ^dF^  à^  ^dKdiv  ^     ^^^ 
dx         du   dx        dv   dx        d\v  dx 


système   d'équations  linéaires  dont  la  résolution   donnera 

du       dv      diV  -  1      r  •  T  1  . 

-^— >  3— >  :t — >  •  •  •>  sous  forme  de  fractions  avant  J  pour  dcno- 
Ox    ax    dx  ^  r 

minateur.  Ce  déterminant  étant  par  hypothèse  une  fonction 

continue  de  x,^,  ...  et  de  z/,  i',  iv,  ...  qui  sont  elles-mêmes 

continues  en  ^,  ^,  ...  est  une  fonction  continue  de  x,^,  — 

D'ailleurs,  au  point  ^Tq,  yo^,  •  •  • ,  on  a  w  ==  z/q?  i^  =  i^oj  •  •  •  et 

J  ne  s'annule  pas.  Donc,  dans  un  certain  domaine  autour  de 

ce  point,  J  sera  encore  différent  de  zéro,  et  les  valeurs  de 

,  _,  ...  fournies  par  les  équations  (6)  ne  pourront  de- 
venir illusoires. 

94.  Les  considérations  précédentes  fournissent  la  solution 
d'une  question  importante  : 
Soient 

m  fonctions  des  n  variables  indépendantes  x^^  ...,  Xn 
admettant  des  dérivées  partielles  continues.  Nous  dirons  que 
ces  fonctions  sont  indépendantes  s'il  n'existe  entre  elles 
aucune  relation  qui  permette  d'exprimer  l'une  d'elles  au 
moyen  des  autres. 

Un  système  de  fondions  tel'que  (7)  étant  donné,  propo- 
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sons-nous  de  rechercher  combien  il  contient  de  fondions 
indépendantes. 

A  cet  effet,  formons  le  tableau  des  dérivées  partielles 


dx„ 


)      •  •  •  » 


à/m  àf,n 


9     m    %  •••■« 


dxx        dxf  ' 


âxn 


Avec  les  éléments  communs  à  un  certain  nombre  de  lignes 
de  ce  tableau  et  à  un  nombre  égal  de  colonnes  on  peut 
constituer  un  déterminant.  Construisons  tous  les  détermi- 
nants de  ce  genre.  Nous  pourrons  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théokeme.  —  Si  Vun  des  déterminants  à  p^  éléments^ 
tel  que  celui-ci 


D 


dx^ 


àfp_ 
dXi 


Oxp 

•     •     • 

dxp 


ne  s^annule pas  au  point  (Çi,  .  . .,  Ç„),  et  si  au  contraire 
tous  les  déterminants  à{p-\- 1)'-  éléments  sont  identique- 
ment nuls  aux  environs  de  ce  point  : 

i"  Les  fonctions  w,,  .  . . ,  Up  seront  indépendantes  aux 
environs  de  ce  point, 

2"  Au  contraire,  Up^t,  . . .,  Um  pourront  s'exprimer  en 
/onction  de  U\y  . . . ,  Up, 

i"  En  effet,  soient  v^^  .  . .,  Vm  les  valeurs  de  //|,  ..,,  Uf„ 
an  point  (Ç,,  ...,  \„),  Les  équations  (7)  étant  mises  sous 
la  forme 


(8) 


/i 


f/,  =  o, 


.     fm—^hn—O, 


le  déterminant  des  dérivées  partielles  de  leurs  premiers  mem- 
bres par  rapport   à  jTi,  . . . ,  dbp^  ^^p+\  )•••?"/»  sera  évidem- 
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ment  égal  à  ( —  i)"*~/'D.  Il  sera  donc  différent  de  zéro  au 
poinl  (Ç|,  ...,  ç,|,  ç'i,  ...,  i^m)  et  l'on  pourra  regarder  les 
équations  (8)  comme  définissant  implicitement  Xi,  ,,.^Xp^ 
f^p^if  •  •  •}  Um  <^n  fonctions  de  u^^  . .  .•,  Up^  ^p-\-\^  •  *  -ï^/i  ^ux 
environs  du  point  (i^,,  ...,  Py,,  $;,+<,  ...,  Ç/i).  A  chaque  système 
de  valeurs  W|,  ...,  m^,  ^/>+<,  ...,  ^n  suffisamment  voisines 
des  valeurs  initiales  r,,  ...,  Vp^  5/>+n  •••»  $«  correspondra 
un  système  de  valeurs  de  ^< ,  . . .,  Xp,  Donc,  réciproquement, 
Wi,  ....  Up  pourront,  par  un  choix  convenable  de  valeurs 
(le  ^1,  . ..,  X/i  prendre  tout  système  de  valeurs  suffisamment 
voisin  de  t^i ,  . . .,  Vp.  Donc  les  fonctions  «i ,  . . .,  Up  sont  in- 
dépendantes. 

2**  D'autre  part,  Up^\i  .,  ,^Um  sont  aussi  des  fonctions  des 
nouvelles  variables  indépendantes  «/,,  . . .,  «^,  Tp^\^  . . .,  j-,|. 

Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'ils  ne  dépendent  pas  de  Xp^iy 

x„.  Soient  en  effet  Mi  l'une  quelconque  des  fonctions  i/y,^i,  ..., 
Um,  Xk  Tune  quelconque  des  variables  Xp^x^  ...,  x«;  nous 

Il  •  »  ^"« 

allons  montrer  qu  on  a  -r —  =  o. 

On  trouve  en  effet,  en  dérivant  les  équations  (8)  par  rap- 
port à  x/ci 

ôx^  dxk       '  dXp  dx/e        ÔX/e  * 


àfp  dXj  _^       ^  dfp  dxp  ^    d/p 


(JXi    dX/e  '  '        dXp  dx/e         ÔX k 


àfi  àxx  ^       ^  dfi  âxp  ^  dfi  __  àii^  _ 


dxi  dxic        '        dxp  dxfc       dxk       àx^ 

d,     ,  'I*      •  .  OX\  OXp 

ou,en  eJimmant-; — >  •••j-t— ^> 

OXje  OXic 

D  -T —  =zo,         et  enfin  -; —  r=  o. 

oxk  Oxft 

Donc  Up^i,  ...,  Um  sont  fonctions  de  «/«,  ...,  Up  seule- 
ment, et  la  seconde  partie  du  théorème  est  démontrée. 
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95.  Le  cas  le  plus  intéressant  de  cette  analyse  est  celui  où 
/n  =  n.  Dans  ce  cas,  pour  que  les  n  fonctions  M|,  ...,  u,t 
soient  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant 


J=: 


•      •      « 

dfn 


Ml 

dx„ 

•     •      • 


ne  soit  pas  identiquement  nul. 

Cela  équivaut  évidemment  à  dire  que  les  différentielles 
totales 


âx^ 


dXn 


dœ,,^ 


âjci 


dx^ 


sont  linéairement  distinctes. 

Le  déterminant  J  se  nomme  le  jacobien  des  n  fonctions 
«/i,  . . .,  Un  par  rapport  aux  variables  x^^  , , .,  Xn^ 

On  le  représente  souvent  par  la  notation 

d(uy,  ...,  u„) 

u{Xif  .  .  .  ,  Xn) 

afin  de  rappeler  qu'il  joue  dans  la  théorie  de  ce  système  de 
fonctions  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée  dans  celle 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  Voici  quelques  exemples 
de  ces  analogies  : 

1**  Supposons  que  x^^  ...,  x„^  au  lieu  d'être  indépen- 
dantes, soient  elles-mêmes  des  fonctions  de  nouvelles  va- 
riables yi,  . . .,  j'/o  définies  par  des  équations 


^i  —  ^fiifu  '"yfn)' 


Les  fonctions 


deviendront,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  des  fonctions 
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de^'i,  . . .,  r,#)  telles  que 
et  Ton  aura  évidemment 
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d^i  _  d/i  c^cp, 


Le  déterminant 


d/i  d^n 
àa^n  àyk 


à(yiy  '".yn)' 

formé  avec  les  éléments  -r— ^>  est  évidemment  le  produit  des 

dyk  ^ 

deux  déterminants 


et 


•  m     • 

•  •     • 

à<f„ 


EL 

m     •    • 

à/n 

àyn 

•    •    ■ 


On  a  donc 


(9) 


Supposons,    en   particulier,    que   les   variables   x   soient 
exprimées  en  fonction  des  variables  «/,   de  telle  sorte  que 

V, ,  . . .,  yn  se  confondent  avec  W|,  . . .,  Un-  La  formule  précé- 
dente deviendra 


(10) 


d{u^y   .  .  .,  Un)    djXj,   .  .  .yXn) 

d{x^,  ...,^Vt)  à{u^y  .  ..,  Un) 


Les  formules  (9)  et  (10)  sont  la  généralisation  évidente  de 


go  PREMIÈRE    PARTIE.  —    CHAPITRE   I. 

celles  qui  donnent  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  ou 
d'une  fonction  inverse. 

VlII.  —  Lignes  continues.  —  Lignes  rectifiables. 

96.  Lignes  continues.  —  Une  ligne,  étant  définie  comme 
le  Heu  des  positions  successives  d'un  point  mobile,  sera  re- 
présentée, dans  le  cas  du  mouvement  plan,  par  un  sjrstème 
de  deux  équations 

y  et  9  étant  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  t,  qu'on 
pourra  considérer  comme  figurant  le  temps.  Si  ces  fonctions 
sont  continues,  la  courbe  sera  dite  continue. 

Supposons  que  t  varie  de  la  valeur  initiale  to  à  la  valeur 
finale  T.  Si  les  valeurs  finales  de  jj,  y  coïncident  avec  leurs 
valeurs  initiales,  la  courbe  sera  fermée. 

Plus  généralement,  si,  pour  plusieurs  valeurs  différentes 
de  ty  X  el  y  reprennent  le  même  système  de  valeurs,  la 
courbe  passera  plusieurs  fois  par  un  même  point,  que  l'on  ap- 
pellera un  point  multiple, 

La  distance  d'un  point  fixe  (Ç,  r^)  au  point  (^,  x^  y)  d'une 
ligne  continue  est  une  fonction  continue  de  ^;  si  le  point  (ç,  •/;) 
n'est  pas  sur  la  courbe,  cette  fonction  ne  s'annulera  pas;  elle 
admettra  donc  un  minimum  différent  de  ziro,  qu'elle  atteindra 
pour  une  certaine  valeur  de  t^  et  qu'on  pourra  appeler  la 
distance  du  point  (Ç,  •/;)  à  la  courbe. 

Soient  de  même  (/,  x^  y)  et  (w,  i,  Tj)  deux  points  pris  res- 
pectivement sur  deux  courbes  continues 

'^=/in.        7  =  ?(0        et        î  =  F(/0,        "n^^^Cw)- 

Leur  distance  sera  une  fonction  continue  de  t  et  de  u.  Si  les 
courbes  ne  se  rencontrent  pas,  elle  atteindra,  pour  un  cer- 
tain système  de  valeurs  de  t  et  de  w,  une  valeur  minimum, 
qui  sera  la  plus  courte  distance  des  deux  courbes. 
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97.  Considérons  enfin  une  courbe  fermëe  C  continue 
et  sans  point  multiple,  décrite  en  faisant  varier  t  de  t^  k 
T  =  /o+  (i).  Elle  sera  caractérisée  par  deux  équations 

où  les  fonctions  F  et  ^  sont  définies  de  f©  à  /q  h-  w>  et  satis- 
font aux  relations 

F(/o+  co)  HZ  F(^o),  *(/o-H  <^)  ~  *(^o). 

A  chaque  valeur  de  t  comprise  dans  cet  intervalle  corres- 
pond un  point  différent  de  la  courbe,  sauf  les  deux  valeurs 
extrêmes  ^o  ^^  ^o -t-  w,  qui  correspondent  au  même  point. 

Soient  /(t)  et  (f(t)  deux  fonctions  respectivement  iden- 
tiques à  F(/)  et  à  ^(/)  dans  l'intervalle  de  Cq  k  t^^-}-  co,  et  dé- 
finies pour  les  autres  valeurs  de  /  au  moyen  des  relations 

/(/-+-co)=:/(0,  cp(^-+-a))z=cp(0. 

Ces  nouvelles  fonctions  seront  continues,  et  les  équations 

où  t  varie  de  — oo  à  -}- oo  représenteront  encore  la  même 
courbe  que  précédemment,  décrite  une  infinité  de  fois,  de 
telle  sorte  qu'à  chaque  point  x,  y  de  la  courbe  correspondent 
une  infinité  d'arguments  t  différant  entre  eux  de  multiplets 
de  co. 

Cela  posé,  soient 

(tjX^y)  et  {t\x\y')   deux  points  variables  pris   sur  une 
même  courbe  C  continue  et  fermée,  sans  point  multiple; 

A  =  \J{x' —  xy-\-  {y  —  yY  leur  distance  ; 
t* —  /  =  h  la  différence  de  leurs  arguments. 

« 

Ces  arguments  n'étant  déterminés  pour  chaque  point 
qu'à  un  multiple  près  de  co,  on  peut  évidemment  les  choisir 

de  telle  sorte  que  h  ne  surpasse  pas  —  en  valeur  absolue.  On 

peut  admettre,  en  outre,  qu'il  est  positif,  en  échangeant  au 
besoin  les  deux  points  x^  y  et  x  y  y. 
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D'après  les  propriétés  des  fonctions  continues,  on  pourra, 
quelle  que  soit  la  quantité  positive  a,  déterminer  une  autre 
quantité  jâ  telle  que,  pour  toute  valeur  de  h  moindre  que  p, 
on  ait 

\x'-x\<^,  |y-y|<    ",  d'où  A<a. 

y/2  ^2 

Donc,  si  h  tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  A. 

Réciproquement,  si  A  tend  vers  zéro,  il  en  sera  de  même 
pour  A.  En  effet,  A  est  une  fonction  continue  de  t  et  de  A; 
car  la  différence  entre  la  distance  des  points  t,  t  -{-  hel  celle 
des  points  t-{- dt^  t-^dt -\-h-\-  dh  est  au  plus  égale  en  valeur 
absolue  à  la  somme  des  distances  du  point  /  au  point  t  -\-  dt, 
et  du  point  t  +  h  au  point  t -^  dt  -\- h -{-  dh,  lesquelles  dis- 
lances tendent  vers  zéro  avec  dt  et  dh.  D'autre  part,  A  ne 
s'annule  que  pour  h  =  o.  Donc,  parmi  tous  les  systèmes  de 
points  /,  t  -\-  h,  où  h  n'est  pas  inférieur  à  une  quantité  fixe 
p',  il  on  existera  un  pour  lequel  A  prendra  une  valeur  mi- 
nimum a'  différente  de  zéro.  Donc,  quelque  soit  d'ailleurs  i, 
A  ne  pourra  s'abaisser  au-dessous  de  a'  sans  que  h  s'abaisse 
au-dessous  de  ,3'. 

Si  donc  A  tend  vers  zéro,  h  tendra  également  vers  zéro,  et, 
par  suite,  la  distance  du  point  ^  à  un  point  quelconque  de 
l'arc  compris  entre  les  points  t,  t  -i-  h  tendra  aussi  vers  zéro. 

98.  Cela  posé,  donnons  à  l'argument  t  une  suite  de  va- 
leurs infiniment  voisines  foy  ^«  j  •  •  •?  embrassant  une  période  o>. 
Sur  les  points  de  C  ainsi  déterminés,  construisons  un  poly- 
gone inscrit  P.  La  distance  d'un  quelconque  de  ses  sommets, 
tel  que  //,  aux  divers  points  de  l'arc  de  courbe  f/^i+i,  et  no- 
tamment à  son  autre  extrémité  ti^i,  pourra  être  supposée 
<  8,  8  étant  une  quantité  infiniment  petite,  indépendante  de 
]a  position  du  point  ti,  La  distance  d'un  point  quelconque  t, 
pris  sur  l'arc  tcti^i^  à  un  autre  point  t'  pris  sur  la  corde 
UU+\^  sera 

=  tti  -t-  ti  t'=  tti  -f    /,  ^>i  <  2  0. 
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a  • 

Le  polygone  P  peut  avoir  des  points  multiples;  mais  on  en 
déduit  aisément  un  polygone  réduit  P'  sans  point  multiple, 
et  tel  que  la  distance  de  deux  points  quelconques  ty  t\  pris 
sur  une  partie  de  la  courbe  et  sur  la  partie  correspondante  de 
ce  polyçone,  soit  infiniment  f>etite,  et  cela  uniformément. 

Suivons,  en  effet,  le  contour  du  polygone  P  jusqu'à  ce  que 
nous  arrivions  à  un  point  multiple  a\  soit  titi^x  1^  côté  sur 
lequel  il  est  situé.  Continuons  à  suivre  le  polygone  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  un  second  côCé  ^a^a+i?  passant  également 
par  le  point  multiple  a.  Les  droites  titi^x  et  ^a^a+i  ayant  une 
longueur  <C  5  et  se  coupant  au  point  a,  la  distance  des  points 
//et  tfi^x  sera  <[  ^5,  quantité  infiniment  petite.  La  différence 
^k^\  —  ti  de  leurs  arguments  sera  donc  <[  e  en  valeur  absolue, 
e  étant  une  quantité  infiniment  petite. 

Si  cette  différence  est  positive,  la  distance  au  point  ti  d'un 
point  quelconque  de  l'arc  ///14.4  . . .  /a+i  sera  <!  ^i,  f\  élanl  un 
infiniment  petit.  La  distance  d'un  point  quelconque  /,  pris 
sur  la  partie  /|. . .  tk  de  cet  arc  à  un  point  quelconque  t'  pris 
sur  la  droite  //a,  sera  donc  <[  ^  +  2.  D'autre  part,  la  distance 
de  deux  points  quelconques  pris  sur  l'arc  ^a^a+i  et  sur  la 
droite  a/^+i  est  <  20.  Si  donc,  en  décrivant  le  contour  du 
polygone  P,  nous  nous  abstenons  de  décrire  la  boucle 
ati^i  ...tf^a,  de  manière  à  substituer  à  la  ligne  polygonale 
titi^i ...  /a  la  droite  tia  et,  au  côté  /a'a+i  >  la  partie  a//t^i  de 
celte  droite,  nous  obtiendrons  un  polygone  réduit  P, ,  ayant 
moins  de  points  multiples  que  P,  et  tel  qu'en  prenant  arbi- 
trairement deux  points  t,  t'  sur  une  partie  de  la  courbe  et 
sur  la  partie  correspondante  du  polygone,  leur  distance  soit 
constamment  <;  a,  a  désignant  un  infiniment  petit,  égal  à  la 
plus  grande  des  quantités  tj  -j-  3,  20. 

Si  la  différence  Z^+i  — ^i  était  négative,  au  lieu  de  sup- 
primer dans  le  polygone  P  la  boucle  a//^i ..  ./*«?  on  suppri- 
merait l'autre  boucle  a/^+i  •  •  •^/^,  et  l'on  arriverait  évidem- 
ment au  même  résultat. 

Si  le  polygone  P|  présente  encore  des  points  multiples,  on 
y  supprimera  une  nouvelle  boucle,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
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ce  qu'on  arrive  à  un  polygone  réduit  P,  sans  point  multiple, 
et  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

99.  Ce  nouveau  polygone  P  divise  le  plan  en  deux  ré- 
gions, Tune  extérieure,  Tautre  intérieure. 

Nous  allons  établir  qu'il  existe  toujours  un  point  />,  situé 
dans  la  région  intérieure,  et  dont  la  plus  courte  distance  à  P' 
surpasse  une  quantité  fixe,  différente  de  zéro. 

Soient,  en  effet,  A  =  (^o»  ^o»^'o)  et  B  =  (^, ,  ^Tj,  y»)  les 
deux  points  de  la  courbe  G  pour  lesquels  x  atteint  sa  plus 
plus  petite  valeur ^o  et  sa  plus  grande  valeur  x^»  La  courbe 
sera  formée  de  deux  arcs,  l'un  allant  de  A  en  B,  l'autre  reve- 
nant de  B  en  A. 

Considérons  sur  ces  deux  arcs  deux  points  (/,  x^  y)  et 
(z',  x\y)j  dont  les  abscisses  soient  comprises  entre  ^o  4-  P 
et  x^  —  jâ,  p  étant  une  quantité  fixe  arbitraire,  moindre  que 

— ^-'    La  distance  de  chacun  de  ces  points  à  l'un  quel- 

conque  des  points  A,  B  étant  >  jî,  les  différences  des  argu- 
ments, t  —  ^oj  h  —  ^>  ^' —  '<  )  ^0  —  ^'>  surpasseront  une  quan- 
tité fixe  y;  et,  comme  l'argument  varie  de  co  quand  on  décrit 
la  courbe  entière,  on  en  conclut  que  t' —  t  est  compris  entre 
2Y  et  w  —  2  Y»  La  distance  des  points  /  et  t'  ne  pourra  donc 
s'abaisser  au-dessous  d'une  quantité  fixe  d. 

Cela  posé,  la  dislance  entre  deux  points  choisis  à  volonté 
sur  deux  portions  correspondantes  de  la  courbe  C  et  du  po- 
lygone P'  est  <  a,  a  désignant  un  infiniment  petit.  On  pourra 
donc  déterminer  sur  P'  deux  points  A',  B',  dont  les  distances 
à  A,  B  soient  respectivement  <^a;  et  le  polygone  se  compo- 
sera également  de  deux  arcs  polygonaux,  l'un  allant  de  A'  à 
B',  l'autre  revenant  de  B'  à  A'.  Prenons  respectivement  sur 
ces  deux  arcs  deux  points  ($,  ^),  (?>  t^i')>  dont  les  abscisses 
soient  comprises  entre  ;ro  +  p  -h  a  et  Xs  —  P  —  a.  Il  existe 
sur  la  courbe  des  points  ^,  t'  dont  les  distances  à  ces  deux-là 
sont  <;  a;  leurs  abscisses  seront  comprises  entre  j:o4-  P  et 
x^  —  p;  leur  distance  sera  donc  >  rf,  et  la  distance  des  points 
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(Ç,  Tj),  ($',  7i')  sera  >•  rf —  2a,  quantité  qui  deviendra,  lorsque 
a  décroît,  plus  grande  que  é/|,  (i|  étant  une  quantité  quel- 
conque moindre  que  d. 

Cela  posé,    coupons   le   polygone   réduit    par    la   droite 

-•  Les  points  A'  et  B'  n'étant  pas  du  même  côté 


Xi 


2 

de  cette  droite,  elle  traversera  chacun  des  deux  arcs  A'B'  et 
B'A'  en  un  nombre  impair  de  points.  En  remontant  cette 
droite  à  partir  de  l'infini  négatif,  on  sera  d'abord  en  dehors 
du  polygone.  Au  premier  point  d'intersection,  on  entrera 
dans  l'intérieur;  on  en  ressortira  au  second,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  droite  en  question 
traverse  d'abord  l'arc  A'B' en  m  points  consécutifs,  puis  l'arc 
B'A'  en  n  points,  puis  l'arc  A'B'  en  m'  points,  etc.  La  série 
des  nombres  m,  /i,  m',  ...  contiendra  au  moins  deux  nom- 
bres impairs.  Soit,  par  exemple,  m' le  premier  nombre  de  cette 
nature  que  contient  la  série.  Le  nombre  m  -{-  n-\-  m'  étant 
impair,  le  tronçon  de  droite  contenu  entre  le  (//i  +  /i-f-  /n')**^"* 
point  d'intersection  et  le  suivant  sera  intérieur  au  polygone; 
d'ailleurs,  ses  deux  extrémités  sont  l'une  sur  l'arc  A'B', 
l'autre  sur  l'arc  B'A'. 

Considérons  un  point  quelconque  de  ce  tronçon  de  droite. 
La  somme  de  ses  distances  aux  portions  q  et  q'  des  lignes 
polygonales  A'B'  et  B'A'  comprises  entre  les  deux  abscisses 
-Po-f-  P  H-  3t  et  J?!  —  P  —  a  est  au  moins  égale  à  la  plus  courte 
distance  de  ces  deux  lignes,  qui  est  >d^.  Or,  lorsque  le 
point  se  déplace  sur  le  tronçon  de  droite  considéré,  sa  dis- 
tance à  q^  d'abord  nulle,  varie  d'une  façon  continue  et  devient 
plus  grande  que  d^.  Il  existe  donc  sur  cette  ligne  un  point/>, 

où  cette  distance  devient  égale  à  —  •  La  distance  de  ce  point 

a  cf  sera  >>  —  • 
^  2 

D'autre  part,  l'abscisse  de  ce  point  étant  égale  à  — ^>  sa 

distance  à  un  quelconque  des  autres  points  des  lignes  A^B'  ou 
B'A',  dontrabscisseestmoindrequej:o+P+*ou  plus  grande 
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que  Xx  —  P  —  a,  sera  au  moins   égale   à  — ^^ —  p  —  a. 

quantité  qui,  pour  a  assez  petit,  devient  plus  grande  que 

toute  quantité  d^  inférieure  à  — —  p.   La  plus  courte 

distance  du  point  considéré  au  polygone  P'  sera  donc  >  l^  l 
désignant  la  plus  petite  des  quantités  ~dx  et  e/2. 

100.  Cela  posé,  le  lieu  des  points  du  plan  qui  sont  à  la 
distance  a  d'un  côté  du  polygone  V  se  compose  de  deux 
droites  égales  et  parallèles  à  ce  côté  et  de  deux  demi-cir- 
conférences reliant  leurs  extrémités.  Traçons  ces  droites  et 
ces  cercles  pour  chacun  des  côtés  de  P'.  L'ensemble  de  ces 
lignes  auxiliaires  décomposera  le  plan  en  un  certain  nombre 
de  régions.  Considérons,  en  particulier,  celle  de  ces  régions 
qui  contient  le  point  p.  Elle  est  intérieure  à  P',  et  tous  les 
points  de  son  intérieur  seront  à  une  distance  de  F  plus 
grande  que  a.  Elle  sera  limitée  par  un  contour  fermé  R  sans 
point  multiple,  dont  chaque  point  sera  à  la  distance  a  de  P'. 
Le  cercle  de  rayon  / —  a,  décrit  du  point  p  comme  centre, 
sera  en  entier  dans  son  intérieur.  Au  contraire,  tous  les 
points  de  la  courbe  C  lui  seront  extérieurs,  car  leur  distance 
à  P'  est  <  a. 

Décomposons  le  contour  R  en  éléments  infiniment  petits 

par  des  points  de  division  a,  a',  «", Soient  a6,  a' b',  . . . 

des  droites  de  plus  courte  distance  menées  de  ces  points  au 
contour  P'.  Ces  droites  auront  a  pour  longueur  commune. 
Elles  ne  peuvent  rencontrer  sur  leur  parcours  ni  R  ni  P';  car, 
si  cela  avait  lieu,  on  aurait  sur  R  un  point  dont  la  distance  à 
V  serait  <C  a.  Elles  resteront  donc  dans  l'espace  annulaire 
compris  entre  R  et  P'.  Enfin,  elles  ne  peuvent  se  couper  mu- 
tuellement; car,  si  ab  et  a' 6',  par  exemple,  se  coupaient  en 
un  point  de  leur  parcours,  on  aurait  évidemment 

ab'  -{-  a' b  <i  ab  -\-  a' b'  <,  17.\ 
l'une  des  deux  dislances  ab'^  a'b  serait  donc  <  a.  On  aurait 
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donc  ici  encore,  sur  R,  un  point  dont  la  dislance  à  P'  serait 

Cela  posé,  soient  a6,  alV  deux  lignes  de  plus  courte  di- 
stance consécutives.  À  la  portion  bcb'  du  poljgone  P',  com- 
prise entre  b  et  b\  correspond  un  arc  BB'  de  la  courbe  C, 
dont  les  extrémités  B,  B'  sont  respectivement  à  une  distance 
<C  a  de  6  et  de  fr'.  La  distance  rectiligne  des  points  B,  B' 
sera  infiniment  petite,  car  elle  est  au  plus  égale  à 

BZ?  -4-  Z?a  +  aa'-^  a' b'  -f-  b'I^'y 

quantité  moindre  que  4^  +  ^^'*  Donc  tous  les  points  de  Tare 
BB'  sont  à  une  distance  infiniment  petite  de  B.  Il  en  sera  de 
même  des  points  de  la  ligne  polygonale  bcV^  dont  chacun  est 
éloigné  de  moins  de  a  de  Tun  des  points  de  BB'.  D'ailleurs  la 
ligne  polygonale  Bfraa'6'B'  est  également  infiniment  petite. 
Donc  tout  le  contour  polygonal  bacéb'cb  sera  contenu  dans 
un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  décrit  autour  de  B,  et  tous 
les  points  de  la  région  intérieure  à  ce  contour  seront  infini- 
ment voisins  de  B. 

Donc  tout  point  de  la  région  annulaire  comprise  entre  II 
et  P'  sera  infiniment  voisin  de  la  courbe  C. 

Le  contour  R,  dont  nous  venons  d'établir  les  propriétés, 
est  formé  de  lignes  droites  et  d'arcs  de  cercle;  mais  ces  arcs 
de  cercle,  s'il  en  existe,  tournent  leur  convexité  vers  l'inté- 
rieur de  P'  et,  en  remplaçant  chacun  d*eux  par  un  polygone  in- 
scrit dont  les  côtés  soient  assez  multipliés  pour  que  la  distance 
du  cercle  au  polygone  soit  moindre  que  la  plus  courte  di- 
stance de  R  à  P'  et  à  C,  on  obtiendra  un  nouveau  polygone  S 
uniquement  formé  de  lignes  droites  et  jouissant  des  mêmes 
propriétés  que  R,  à  savoir  :  i°  il  n'a  pas  de  point  multiple  ; 
2*  il  contient  à  son  intérieur  un  cercle  de  rayon  fini  ;  3°  il 
laisse  à  son  extérieur  tous  les  points  de  P  et  de  G;  4°  tout 
point  de  l'espace  annulaire  compris  entre  P'  et  S  est  infini- 
ment voisin  de  C. 

101.  On  pourrait  considérer  de  même,  parmi  les  régions 
.1.  -  I.  n 
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dans  lesquelles  le  plan  est  décomposé  par  les  lignes  droites 
et  les  cercles  auxiliaires,  celle  qui  est  extérieure  à  toutes  ces 
lignes.  On  verrait  aisément,  par  des  considérations  toutes 
semblables  à  celles  que  nous  avons  développées,  que  tous  ses 
points  sont  à  une  distance  de  P'  plus  grande  que  a;  qu'elle 
est  limitée  par  un  contour  fermé  R',  sans  points  multiples, 
enveloppant  le  polygone  P  et  la  courbe  C,  et  dont  tous  les 
points  sont  à  la  distance  a  de  P';  que  tous  les  points  de  l'es- 
pace annulaire,  compris  entre  R'  et  P',  sont  infiniment  voisins 
de  C;  enfin,  qu'on  peut  remplacer  R'  par  un  polygone  S'  ex- 
clusivement formé  de  lignes  droites  et  jouissant  des  mêmes 
propriétés. 

102.  Il  est  donc  établi  qu'on  peut,  quelle  que  soit  la  quan- 
tité e,  trouver  deux  polygones  S,  S' sans  points  multiples, 
intérieurs  l'un  à  l'autre,  entre  lesquels  la  courbe  se  trouve 
contenue,  et  tels  que  chaque  point  de  l'espace  annulaire  qui 
les  sépare  soit  à  une  distance  de  C  moindre  que  e. 

Soient  7),  r/  les  plus  courtes  distances  de  ces  polygones  a 
la  courbe  G;  Si  une  quantité  moindre  que  tj  et  r/.  On  pourra 
trouver  deux  nouveaux  polygones  S|,  S,,  intérieur  et  exté- 
rieur, dont  Técartement  à  la  courbe  soit  <^ei;  ils  seront 
évidemment  compris  entre  les  deux  autres. 

Continuant  ainsi,  on  pourra  former  une  série  de  polygones 
intérieurs  de  plus  en  plus  grands  S,  S|,  . . . ,  et  une  série  de 
polygones  extérieurs  S',  S',,  . . . ,  comprenant  toujours  entre 
eux  la  courbe  C  et  s'en  rapprochant  de  plus  en  plus. 

Les  points  du  plan  seront  de  trois  sortes  : 

1°  Ceux  qui,  à  partir  d'un  certain  terme  de  la  série,  de- 
viendront extérieurs  aux  polygones  S',  S',,  ...  ;  on  les  nom- 
mera points  extérieurs  à  la  courbe; 

'À°  Ceux  qui  sont  intérieurs  à  partir  d'un  certain  moment 
aux  polygones  S,  S| ,  . .  .  ;  on  les  nommera />oi/t^^  intérieurs 
à  la  courbe; 

S"*  Ceux  qui  sont  intérieurs  à  tous  les  polygones  de  la 
suite  S\  S|,  ...,  mais  extérieurs  à  tous  les  polygones  S, 
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S| ,  ....  Ces  points,  dont  la  distance  à  ia  courbe  est  moindre 
que  toute  quantité  assignable,  seront  situés  sur  elle. 

II  est  donc  établi  que  toute  courbe  continue  C  divise  Ir 
plan  en  deux  régions,  Tune  exlérieure,  l'autre  intérieure, 
cette  dernière  ne  pouvant  se  réduire  à  zéro,  car  elle  contient 
un  cercle  de  rayon  fini. 

103.  Deux  points  intérieurs  y,  q^  peuvent  toujours  être 
réunis  par  un  trait  polygonal  intérieur  à  la  courbe.  11  existe, 
en  effet,  dans  la  série  S,  S|,  ...  des  polygones  intérieurs, 
un  polygone  S/  qui  les  contient  tous  deux.  Par  les  points  ^, 
q\  menons  des  droites  quelconques  qui  coupent  ce  polygone 
en  /•  et  /A  Les  droites  qvy  q' r' ,  jointes  à  Tun  des  deux  arcs 
de  S|  qui  réunissent  /*  à  /*',  satisferont  à  la  question. 

Deux  points  extérieurs  pourront  être  réunis  de  même 
sans  traverser  la  courbe. 

Au  contraire,  toute  ligne  continue  D,  qui  joint  un  point 
intérieur  <7  à  un  point  extérieur^',  coupera  nécessairement 
la  courbe  C.  Soient  en  effet  u  l'argument  dont  la  variation 
donne  les  divers  points  de  D;  //©,  «'  les  valeurs  de  cet  argu- 
ment aux  points  q^  q\ 

Considérons  l'ensemble  des  valeurs  de  u  comprises  entre 
Wq  et  £/'.  Celles  de  ces  valeurs  qui  correspondent  à  des  points 
intérieurs  à  C  forment  un  ensemble  borné.  Soit  U  son  maxi- 
mum. Le  point  U,-  appartenant  à  la  frontière  entre  les 
points  intérieurs  et  les  points  extérieurs,  sera  sur  la  courbe  C. 

iOl.  Uue  ligne  L  continue  et  sans  points  multiples,  tracée 
dans  l'intérieur  d'un  contour  continu  C  sans  point  multiple 
et  ayant  ses  extrémités  sur  ce  contour,  partage  l'intérieur 
de  C  en  deux  régions  séparées. 

Plus  généralement,  considérons  une  région  R  du  plitn  limi- 
tée :  1  '  par  n  contours  fermés  sans  points  multiples  C|,  . .  .. 
C/,,  extérieurs  les  uns  aux  autres;  2°  par  un  autre  contour 
analogue  Cq  qui  les  contient  dans  son  intérieur.  On  pourra. 
sans  partager  R  en  régions  séparées,   tracer  n  lignes  conl!- 
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nues  L|,  ...,  L;,,  rt^unissant  respectivement  les  contours 
C|,  ...,C/<au  contour  Cq.  Mais,  cela  fait,  toute  nouvelle 
ligne  continue  L/,^i,  joignant  deux  quelconques  des  points 
frontières  de  R,  divisera  R  en  deux  régions  distinctes. 

On  exprimera  cette  propriété  d^une  manière  abrégée  en 
disant  que  V  ordre  de  connexité  de  R  est  égal  à  /in-  i . 

Ces  propositions  sont  évidentes  dans  le  cas  où  Cq,  C|,  ..., 
C/i  sont  des  polygones,  et,  si  ces  contours  sont  courbes,  nous 
avons  vu  qu'on  peut  les  considérer  comme  des  limites  de 
polygones. 

lOo.  Courbes  rectifiables.  —  Considérons  une  courbe 
définie  par  les  équations 

Soient  ^0»  ^1  )  •  •  •  *  '///l'  une  série  de  valeurs  du  paramètre  t  ; 
X0,yo;  X\^  ys\  .  . .;  X.,  Y  les  valeurs  correspondantes  de  -r, 
y.  Le  périmètre  du  polygone  inscrit  à  la  courbe,  et  dont  ces 
points  sont  les  sommets,  sera 


Si  cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  et  con- 
stante, lorsque  les  intervalles  tk^x  —  ^k  dans  lesquels  on  a 
divisé  l'intervalle  T  —  /©  décroissent  indéfiniment  d'ampli- 
tude, cette  limite  représentera  la  longueur  de  Varc  (h 
courbe  correspondant  à  cet  intervalle. 

Pour  que  cette  limite  existe,  il  faut,  en  premier  lieu,  que 
la  somme  (i)  ne  puisse  pas  croître  indéfiniment  par  un  choix 
d'intervalles  quelconque.  Or  l'expression 


v/( Xk^^  —  XkY -h  ( /AM-1  -  -  yk)' 

est  au  moins  égale  à  1^a+i  —  •>ca|  et  à  \yk^\  — yk\^  niais  ne 
peut  surpasser  la  somme  de  ces  quantités.  Pour  que  cette 
première  condition  soit  remplie,  il  est  donc  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  sommes 
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soient  limitées  et,  par  suite,  que /(^)  et  ©(/)  soient  des  fonc- 
tions à  variation  bornée. 

106.  Supposons  cette  condition  remplie,  et  soit  Lie  maxi- 
mum du  périmètre  des  polygones  possibles.  Il  faudra  encore 
que  le  périmètre  de  tout  polygone,  pour  lequel  les  inter- 
valles ^A+1  —  tk  sont  suflisaroment  petits,  soit  aussi  voisin 
qu^on  voudra  de  L. 

Cherchons  à  exprimer  analytiquement  cette  condition. 
Nous  savons  tout  d'abord  (71)  que  les  fonctions /(/ -h  o), 
^(t  -f-  S),/(/  —  8),  ©(/  —  5),  où  Sest  uninGniment  petit  po- 
sitif, tendent  vers  des  limites  /{t  -i-  o),  ^(^  -f-  o),  /{t  —  o), 

'f(/~0). 

Cela  posé,  soit  Pie  périmètre  d'un  polygone  II  correspon- 
dant aux  points  de  division  ^i ,  . . . ,  /^ti  •  •  •  cL  soit  t  un  point 
quelconque  intermédiaire  entre  tj^  et  ^/t+i*  Introduisons  deux 
nouveaux  points  de  division  t  —  3  et  i  -f-  8  également  com- 
pris dans  l'intervalle  de  /*  à  ^a+i-  Le  nouveau  polygone  n' 
ainsi  obtenu  différant  du  premier  par  le  remplacement  de 
l'un  de  ses  côtés  par  une  ligne  brisée,  son  périmètre  P'  sera 

Introduisons  le  nouveau  point  de  division  t.  Nous  obtien- 
drons un  troisième  polygone  Jl"  qui  diffère  de  II'  par  le  rem- 
placement du  côté  qui  joint  les  points /(^  —  8),  ^(t  —  8)  et 
/(t  H-  S),  ?(^  -f-  8)  parles  deux  lignes  qui  joignent  respecti- 
vement ces  deux  points  au  point/(/),  'f  (0- 

Supposons  que  S  décroisse  indéfiniment  ^  les  points /(/  —  3), 
^^{t  —  8)  et/(^  -h  8),  o(t  -I-  8)  tendront  vers  les  points  fixes 
/(/  — o),  <p(^  — o)et/(/4-o),  ç(/  +  o);et,  si  le  point/(0, 
^{t)  n'est  pas  sur  la  portion  de  droite  qui  joint  ces  deux 
points,  nous  obtiendrons,  par  l'adjcmction  du  nouveau  point 
de  division  t,  un  accroissement  de  périmètre  fini.  Soit  a  cet 
accroissement.  Le  périmètre  du  nouveau  polygone  étant  au 
plus  égal  à  L,  celui  du  polygone  II  ne  pourra  surpasser  L — a, 
et  cela  quelque  rapprochés  que  soient  les  points  ^o,  ^i,  • .  • , 
ikj  .  •  •,  tant  que  le  point  t  ne  fera  pas  partie  de  cette  suite. 
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Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que,  pour  toute  valeur 
de  /  comprise  dans  l'intervalle  de  /^  à  T,  le  point y(^),  o{t) 
doit  être  sur  le  segment  de  droite  qui  joint  les  points /(/ 4-0), 

tp(/  +  o)et/(^-o),  ?(/-o). 

107.  Cette  condition  est  suffisante.  En  efTel,  soit  t  une 
quantité  quelconque.  On  pourra  déterminer  une  division  en 
intervalles  /q,  t^^  .  .  .,  tj^,  . .  .,  T,  telle  que  le  périmètre  V 

du  polygone  correspondant  soit  >  L 

Soit  /^,,  /', ,  .  .  .,  ^^- ,  ...  une  autre  division  en  intervalles 
assujettis  à  la  seule  condition  d'être  tous  moindres  qu'une 
quantité  fixe  S;  nous  allons  montrer  que,  si  S  est  suffisam- 
ment petit,  le  périmôlre  P'  du  polygone  ainsi  obtenu  sera 
plus  grand  que  L  —  s. 

Considérons,  en  effet,  un  troisième  polygone  obtenu  en 
prenant,  pour  points  de  division,  tous  les  points  1/^  et  tous 

les  points  t'^ .  Son  périmètre  P'  sera  ^  P  >>  L 

Evaluons,  d'autre  part,  la  différence  entre  P'  et  P',  en  sup- 
posant que  S  ait  été  pris  <C  3',  S'  désignant  le  plus  petit  des 
intervalles  /^^i  —  tfg,  auquel  cas  deux  quelconques  des  points 
tft  seront  séparés  au  moins  par  un  point  de  la  série  t'^ . 

Soient  n  le  nombre  total  des  points  de  la  première  divi- 
sion; n'  le  nombre  de  ceux  de  ces  points  qui  n'appartiennent 
pas  à  la  seconde  division.  Soient,  enfin,  t^  l'un  de  ces  der- 
niers points,  t'^  et  i]^,  ceux  des  points  t'  entre  lesquels  il 
tombe.  Le  côté  t'^  t'^^^  du  polygone  P'  sera  remplacé  dans  P' 
parles  deux  côtés  t'^l^y  h^['+r 

Or  la  distance  t'^  tf^  diffère  de  la  distance  {tk—  o,  tfc)  d'une 
quantité  au  plus  égale  en  valeur  absolue  à  la  distance 
(ti,tk — o);  de  même  th^'t+i  diffère  de  (z^,  ^/t-j-o)  d'une 
quantité  au  plus  égale  en  valeur  absolue  à  (^/^.,,  ^a-|-o); 
enfin  t'.t'.^^  diffère  de  (t/f — o,  /^-f- o)  [lequel  est  égal  à 
(tft — o,  t/f) '\- (tf[y  tjf-\-o)]  d'une  quantité  au  plus  égale  en 
valeur  absolue  à  (/j ,  /^ —  o)  -|-  (^aH-  o,  ^y^.,).  On  aura  donc 
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Or  les  distances  (/^. ,  tj^ — o)  et  (^A-f-o,  ^^-^j)  tendent  vers 
zéro  avec  S.  On  peut  donc  trouver  une  quantité  S;^,  telle  que, 
pour  toute  valeur  de  8  inférieure  à  S^,  chacune  de  ces  dis- 
tances soit  moindre  que  x— :  on  aura  dès  lors 

^      8/1 

Â*  chaque  point  t/[  de  la  première  division  qui  n'appar- 
tient pas  à  la  seconde,  correspond  ainsi  une  quantité  S;^.  Si 
nous  prenons  pour  8  une  quantité  moindre  que  la  plus  pe- 
tite des  quantités  8|,  . . . ,  8;^,  ...  et  8',  nous  aurons  donc 

d'où 

108.  Si  l'arc  de  courbe  compris  entre  les  points  t^  et  T  a 
une  longueur  déterminée  L,  et  qu'on  prenne  un  point  t 
quelconque  intermédiaire  entre  Cq  et  T,  les  deux  arcs  par- 
tiels IqI  et  ^T  auront  également  des  longueurs  déterminées 

L',  L",  et  Ton  aura 

1"=  L. 


En  effet,  L  est,  par  définition,  le  maximum  du  périmètre 
des  polygones  inscrits  à  l'arc  toT.  Parmi  ces  polygones,  il 
en  est  qui  n'ont  pas  de  sommet  en  t;  mais,  en  intercalant  ce 
nouveau  sommet,  on  ne  fait  qu'accroître  le  périmètre.  On 
peut  donc,  pour  la  détermination  de  L,  ne  considérer  que 
les  polygones  qui  admettent  t  pour  sommet.  Or  ceux-ci  sont 
formés  de  deux  polygones,  inscrits,  l'un  dans  l'arc  tôt,  l'autre 
dans  l'arc  tT.  En  appelant  P,  P',  P*"  les  périmètres  des  trois 
polygones,  on  aura  toujours 

p/^p/f^p 

Donc,  P  étant  limité,  P'  et  P'  le  seront  également,  et  L, 
maximum  de  P,  sera  la  somme  des  maxima  partiels  L',  1/. 
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Il  résulte  de  là  que  Tare  tôt  y  où  le  point  t  est  considère 
comme  variable  de  t^  à  T,  est  une  fonction  de  /,  essentielle- 
ment positive  et  croissante.  Nous  la  désignerons  par  5.  Cher- 
chons quelles  nouvelles  conditions  sont  nécessaires  pour 
qu^elle  soit  continue. 

109.  Lorsque  t  s^accroît  de  la  quantité  h,  Taccroissemenl 
de  Tare  est  évidemment  égal  à  la  longueur  de  Tare  compris 
entre  les  points  ^  et  /  +  A.  Intercalons  donc,  entre  t  elt-\-  h, 
une  série  de  valeurs  intermédiaires  ^1,  ...,  t,t',  écrivons, 
pour  plus  de  svraétrie,  Iq  et  t^^i  à  la  place  de  t  et  t  -\-  h; 
l'accroissement  cherché  As  sera  le  maximum  de  Texpressioii 

n 
0 

lorsqu'on  fait  varier  le  mode  de  division  de  l'intervalle -,  on 
aura,  par  suite, 

^5/(^i)-/(0, 
5?(^i)-?(0. 

Faisant  tendre  /{  vers  ^,  les  seconds  membres  de  ces  iné- 
galités tendront  respectivement  vers 

/(^-Ho)--/(0     et     ^(^.+  o)-;p(0. 

Si  donc  ces  expressions  ne  sont  pas  nulles,  As  ne  pourra 
décroître  indéfiniment  avec  A,  et  l'arc  sera  discontinu. 

En  changeant  le  signe  de  A,  on  verra  de  même  que  l'arc 
sera  discontinu,  si 

/(^-o)-/(0     et     <p(^_o)-o(0 

ne  sont  pas  nuls. 

110.  Supposons,  au  contraire,  qu'on  ait 

/(/-o)=/(/  +  o)r^/(0, 

<s(t  —  o)  —  o{t  +  o)  =  f{t). 
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ce  qui  exprime  que  f{t)  et  cp(/)  sont  continues.  L'arc  5  sera 
iui-méme  continu. 

En  effet,  on  aura  (72) 

?(0  =  ?i(0-?«(0, 

fK^fii  'fn  ?j  étant  des  fonctions  continues  et  non  décrois- 
santes. On  aura,  par  suite, 

n 

1 


0 

n 


Vf     \Atk^i)-Ah)\'\ 
Z<L+l?(^*+i)-<p(<*)|J 


0 

H 


Z(L+I  ?l(*A+l)—  ?l(<*)—  ?j(^*+l)+  ?«(^*)|J 


I 


'/  +  [?l(^it-Hl)  -  ?,  (^*)]  -^  [?«(^m)  -  ?«(^a)]  j 


[?i(^  +  A)  -  ?i(0]  -^  [?i(^  -H ^)  -  ?î(0]. 

Or  chacun  des  quatre  termes  de  cette  expression  tend 
vers  zéro  avec  A,  puisque  /^y  f^y  îP|,  çj  sont  des  fonctions 
continues. 

Nous  nommerons  courbes  rectijiables  celles  dont  l'arc  a 
une  longueur  déterminée,  fonction  continue  de  t.  D'après 
ce  que  nous  venons  de  voir,  on  les  reconnaît  à  ce  caractère 
que  les  fonctions /(/)  et  ^{t)  sont  continues,  et  à  variation 
limitée. 

m.  Si  les  fonctions  f{t)^  ^(t)  ont  des  dérivées  conti- 
nues au  point  /,  Tare  s  aura  lui-même  une  dérivée,  égale  à 
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On  a,  en  effet, 

Ta  et  TJ^  étant  compris  entre  tk  et  ^a+i  et,  a  fortiori,  entre  / 

et  ^4-  A. 

On  en  conclut 


Oï*  V'(/'"('^*)H-?''K)  diffère  de   V/"(0-+-?'(0   ^'""e 
quantité  moindre  en  valeur  absolue  que 

D'ailleurs  les  fonctions^'  et  ©'  sont  continues  ;  donc,  en  pre- 
nant h  assez  pelît,  on  pourra  rendre  I/'(ta) — /'(^)|  ^* 
l'f'('^A)  —  ?'(^)l  moindres  qu'une  quantité  positive  quel- 
conque £. 

On  aura  donc 

Donc 
sera  compris  entre 

et 

Multiplions  indéfiniment  les  valeurs  intermédiaires  /|,  ...^ 
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/a,  ...;  la  somme  (2)  tendra  vers  yj  qui  sera  encore  com- 
pris entre  les  deux  nombres  ci-dessus. 

Si  h  décroît  indéfiniment,  on  pourra  faire  tendre  en  mémo 
temps  £  vers  zéro,  et  Ton  aura  à  la  limite 

ll!2.  La  région  R  du  plan  intérieure  à  une  ligne  recti- 
fiable  (fermée  et  sans  point  multiple)  est  toujours  quar- 
rable. 

Partageons,  en  effet,  le  périmètre  1^  de  celte  ligne  en  arcs 

égaux  de  longueur  —9  et  décomposons  le  plan  en  carrés  de 

côté  -•   Il  est  évident  que  chacun  des  n  arcs  obtenus  ne 

pourra  rencontrer  plus  de  quatre  de  ces  carrés.  La  somme 

des  aires  des  carrés  qui  rencontrent  la  frontière  de  R  est 

L*        4  L* 
donc  au  plus  éfirale  à  4^-^  == •   Cette  expression  tend 

'  ^  n*  n  '^ 

vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment;  R  est  donc  quarrable. 

413.  Une  courbe  dans  l'espace  peut  être  représentée  par 
trois  équations 

Elle  sera  continue,  si  les  fonctions  /,  9,  ^  le  sont. 

Nous  appellerons  longueur  d'un  arc  de  cette  courbe  la 
limite  du  périmètre  d'un  polygone  inscrit. 

Des  raisonnements  identiques  à  ceux  des  n°*  105  à  111 
montrent  : 

I®  Que  pour  que  cet  arc  s  existe  et  soit  une  fonction  con- 
tinue de  ^,  auquel  cas  nous  dirons  que  la  courbe  est  recti- 
fiable,  il  faut  et  il  suffit  q"o/(/),  ç(0,  ^{t)  soient  conti- 
nues, et  à  variation  bornée; 

2"  Que  5  est  une  fonction  croissante  de  t; 
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3"  Que  sî  /(<),  ?(^),  A(/)  admettent  au  point  t  des  déri- 
vées continues,  s  admettra  une  dérivée,  égale  à 


IX.  —  Fonctions  élémentaires. 

114-.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  passer  en 
revue  certaines  fonctions  particulièrement  simples,  que  Ton 
désigne  sous  le  nom  de  fonctions  élémentaires. 

Fonctions  rationnelles. —  Considérons  l'expression  Ax", 

où  A  est  une  constante  et  n  un  entier.  En  lui  appliquant  la 

règle  du   n°   7S  pour  former  la  dérivée   d'un   produit,    il 

viendra 

(A^")'         Il  n 


A^"  X    '    X       '    '       œ 

(A^«)'  i=:/iA.r«-». 

La  dérivée  d'un  polynôme  entier 

sera  donc 

/iAx«-*-h/wBa?'«-'-h 

Celle  d^une  fonction  rationnelle  ~>  quotient  de  deux  poly- 
nômes, s'en  déduira  immédiatement  (7S). 

115.  Logarithme,  —  On  donne  le  nom  de  logarithme 
arithmétique  de  x  k\^  fonction  définie  par  l'équation 


Log.r  = 


la  variable  x  étant  supposée  positive. 

Cette  fonction  a  pour  dérivée  —y  et  s'annule  pour  x  =  i . 

«X- 

Elle  est  d'ailleurs  croissante. 

On  a,  d'après  cette  définition,  y  désignant  une  seconde 
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variable  positive, 

,.  dxy       dx       dy         ..  ,- 

dLogxy=i—^  =z  —-{-  -^  —dho^x-^dho^X, 

xjr  j;  y 

d'où 

\jiQ%xy  =  Logx  -h  Logy  -h  C. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  posons  jj  =  i ,  ^  =  i  ;  les 
logarithmes  s'annulent  tous;  donc  C  =  o,  et 

(1)  Loga?7  =  Logj?  H-  Log/. 

Pour  la  valeur  particulière  y  =     ,  cette  équation  devient 

X 

(9.)  Logo? -i- Log  -  =:  o. 

X 

Si  X  tend  vers  oo,  il  en  est  de  même  de  son  logarithme. 
Soit)  en  eflet,  a  un  nombre  quelconque  >- 1  ;  dès  que  x  sera 
devenu  plus  grand  que  a",  on  aura 

Log j:  >  Loga"  '^n  Log^, 

quantité  qui  tend  vers  oo  avec  /i,  Loga  étant  positif. 

Si  X  tend  ver^  o,  Logor  tendra  vers  r—  oo  en  vertu  de  l'é- 
quation (2). 

il6.  Exponentielle,  —  Le  logarithme  de  j:,  étant  une 
fonction  croissante,  ne  reprend  pas  deux  fois  la  même  va- 
leur. Il  a  donc  une  fonction  inverse.  On  la  nomme  fonction 
exponentielle^  et  on  la  représente  par  e^.  Cette  fonction  est 
ainsi  définie  par  Téquation 

x  -  Log/. 

Elle  croît  avec  x,  est  égale  à  zéro  pour  o:  =  —  oo;  à  i  pour 
j:  =  o  ;  à  00  pour  x  =  -+-  oc.  Pour  x=i,  elle  prend  une  va- 
leur déterminée  e,  que  nous  calculerons  plus  tard. 
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Elle 

a 

pour 

dérivée 

dy . 

dx 

1 

""   dx 

dy 

y      e'. 

Donc 

(3)  (e')'r-e-r. 

Posons  enfin  dans  la  formule  (i) 

Lo^xznzu,         Log/r^r; 

d'où 

Logx/  zsz  u  -T-  r. 

On  en  déduit 


X  —  e" , 

y  zzz  e",          xy 

~  eu^v 

cl,  par  suile, 

(-1) 

e«e''-  e"-^*'. 

En  particulier,  st  ç  — 

—  w,  il  viendia 

(5) 

e«e-«--i. 

117.  Fonction  ^'".  —  Nous  désignerons  par  le  symbole 
x"^  la  fonction  définie  par  Téqualion 


»m  Lo'x  x 


(6)  y^e' 

X  étant  une  variable  positive. 

Si  m  est  un  entier  positif,  elle  est,  d'après  la  formule  (4)» 
le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  e^®'-*"  ou  :r  ;  si  m  est  négatif, 

ce  sera  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  -  •  Si  /w  est  une 

*  X 

fraction-)  on  aura,  en  élevant  l'équation  (6)  à  la  puis- 
sance <7, 

Donc  y  sera  la  racine  positive  de  l'équation  binôme  ci-des- 
sus. Cette  racine  positive,  évidemment  unique,  se  nomme  la 
racine  ^r'^"*  arithmétique  de  xP. 


j 
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Généralement,  y  =  x"^  tendra  vers  o,  i,  -f-oo  lorsque 
m  Log^r  tendra  respectivement  vers  —  <»,  o,  -h  oo.  Si  donc 
on  suppose  m  positif  et  croissant  indéfiniment,  ^"^  tendra 
vers  o  ou  vers  oo  suivant  que  d?  <  i  ou  yr  >  i . 

On  a  évidemment 

/m\  ^m  j*n -—  ^mLtffx^nLogjr'-—  ^(m  4-«)Loj.»'-— .  ^in-hn 

(8)  (a:"»)'*  =  e'*''®»-*'*  ~  emnLogJ'--j,mn 

On  trouve  enfin,  en  appliquant  la   règle  pour  dériver  les 
fonctions  de  fonctions 

(o)  (j?'«)'.—  e'"  *-*«'—  =:j?'«—  —  mor'»-', 

formule   qui  n'avait   été   établie  jusqu'à  présent  que  pour 
m  entier  positif. 

418.  Fonctions  tri gonomé triques.  —  Les  fonctions  sin  j^, 
cosXy  tango:,  cot:r  étant  définies  comme  dans  les  éléments, 
il  est  aisé  de  déterminer  leurs  dérivées. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  change  x  en  x  -^  A,  les 
accroissements  de  sino?  et  de  cosx  seront  les  projections  de 
l'arc  h  sur  les  deux  axes  coordonnés,  et  leur  module  ne  pourra 
surpasser  h.  Donc  sin;r  et  cosj?  sont  continus. 

On  a  en  second  lieu 


d'où 


2  sin  —  ir:  corde  n<^n  <C.2  tang  -  > 

2  2 


.    h 
2  sm  — 
h  2 

ces  -  <  — -, —  <  I . 
2  h 


Si  h  tend  vers  zéro,  cos-  tend  vers  i  ;  donc 

2 


2  sm  - 

lim : =  I. 


cos*.r4-  sin*J7 

I 

COS*J? 

COS-JC 

cos'j:  -+-sin*.r 

I 

sin'j? 

8in*J7 
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Cela  posé,  on  a 

/'  ,   .       ,,       ,.      sîn(j?-f- A)  —  sinj? 
i  (sinj7)'=:  lim 

(lo)  I  .    h 

2  sin  -  .  , . 

=  lira  — I —  ces  (  jc  H —  )  =  cosjp 
h  \  2j 

et,  par  suite, 

(il)    (cosor)'    rz:    sin( J7j=— cosi x\     =:— sînx, 

/gin  ^\  ' 
(,.)   (tang.)'=(^3^j 

(i3)   (cotx)'   =(;j-—  =- 

119.  Fonctions  trigonométriques  inverses.  —  SI  nous 
faisons  parcourir  à  la  variable  x  la  suite  des  valeurs  com- 

prises  entre  kiz ei  kiz-i — >  la  fonction  u=^sinx  prendra 

successivement  les  valeurs  comprises  entre  —  i  et  +  i ,  et 
chacune  une  seule  fois.  On.  peut  donc  réciproquement  con- 
sidérer X  comme  une  fonction  de  u,  définie  dans  Tintervalle 
de  —  1  à  -h  I. 

Cette  fonction  Ok(u),  inverse  de  sinx,  admettra  une  dr- 
rivée  égale  à 

(sinx)'        cosx       4/7^  £/* 

le  radical  devant  être  pris  avec  sa  valeur  arithmétique;  car, 

lorsque  x  est  compris  entre  kiz et  Ar-reH — >  son  cosinus 

a  le  signe  de  ( —  i)*. 

La  dérivée  précédente  cesse  d'ailleurs  d'exister,  en  deve- 
nant infinie,  pour  les  valeurs  extrêmes  u  =  ±i. 

ISO.  Considérons  l'arc  de  courbe  représenté  par  l'équa- 
tion 
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Aux  deux  extrémités  de  cet  arc,  on  a  respectivement 


a 


X  =  A:ir  -H — > 
a 


w  r=:  sin(  Air  H — J  =       ( — i)^'. 


Si  donc  k  est  un  nombre  pair  2 m,  on  aura  pour  ;/  =  i, 


T. 

X  :=  amir  H — > 
et  pour  1/  =  —  I, 

a 


Donc 


Au  contraire,  si  k  est  un  nombre  impair  im  -\-  \^  on  aura 

?i/».4-i(i)  =  (2m-Hi)7r~^,         ?î,«+i(— O  —  Ca/^i  -M)^+  -' 
il  résulte  de  ces  formules  qu^on  a 

L'arc  de  courbe,  représente  par  l'équalion 

se  raccordera  donc  à  ses  deux,  extrémités  avec  les  arcs  repré- 
sentés par  les  équations 

X  =  c?^._,  (  w),         X  —  «pa-4-1  (")• 

On  se  trouve  donc  naturellement  conduit  à  considérer 
l'ensemble  de  ces  divers  arcs  comme  constituant  une  courbe 
unique  dont  ils  seraient  les  tronçons,  et  les  fonctions  f  a(^/  ) 
comme  formant  autant  de  branches  d'une  fonction  unique, 
laquelle  aura  pour  chaque  valeur  de  u  une  infinité  de  valeurs 
J.  —  I.  8 
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dislinctes,  au  Heu  d'une  seule,  comme  nous  l'avons  admis 
jusqu'à  présent.  Celle  fonclion,  inverse  de  sinj:,  se  repré- 
sonle  par  arcsin^;  et  nous  désignerons  par  Arcsin^  celle 
de  ses  branches  qui  correspond  k  k  =  o. 

121.   Soit 

Il  =  cos  j?  ^=.  sin  ( j?  I . 

Si  Ton  désigne  par  arccos;^  la  fonction  inverse,  on  aura 


^=z  arc  ces//,  - — a*  =n:  arc  sin  m, 

2 


d'où 


arccosw=: arcsini/, 

I  (arccosa)'  =  — (arcsinM)'i= -— r — 


-y 


le  signe  dépendant,   comme  tout  à  l'heure,  de   celle   des 
branches  de  la  fonction  que  l'on  considère. 

122.  L'inversion  de  la  fonction 

u  ^^  lanfçj? 

donne  lieu  à  des  considérations  analogues  aux  précédentes. 
Si  l'on  fait  varier  x  entre  Xr-re  et  {k  +  1)1:,  u  prendra  toutes 
les  valeurs  réelles,  chacune  une  seule  fois.  On  pourra  donc 
considérer  réciproquement  x  comme  une  fonction  de  ;/, 
inverse  de  langj;.  Cette  fonction  ^a(w)  admettra  pour  dé- 
rivée 

(ij)  -^=:COS'^=: 


(tangj?)'  i-i-tang-j?        1 -h  «* 

Les  diverses  fonctions  ^a(w)  pourront  être  considérées 
comme  autant  de  branches  d'une  fonction  à  valeurs  mul- 
tiples, que  l'on  représente  par  arctang;/.  Nous  désignerons 
par  Arc  tang;/  celle  de  ces  branches  qui  s'annule  pour  2/  =  o. 
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X.  —  Dérivées  et  différentielles  d'ordre  supérieur. 

123.  Soit  u  ■=f{x)  une  fonction  de  x^  ayant  une  dé- 
rivée f/'.  Si  cette  nouvelle  fonction  admet  elle-même  une 
dérivée,  on  la  représentera  par  «/,  f"{x)  ou  D^  u  et  on  l'ap- 
pellera Ja  dérivée  seconde  de  u. 

La  dérivée  de  u"  sera  la  dérivée  troisième  de  t/,  el  se 
représentera  par  u"\f'"{x)  ou  D^a;  et  ainsi  de  suite. 

La  différentielle  u'  dx  de  la  fonction  u  est  une  nouvelle 
fonction  de  x  dont  on  pourra  chercher  la  différentielle. 
Cette  nouvelle  différentielle  dépend  de  la  relation  qu'on 
voudra  établir  entre  la  variable  ;r  et  l'accroissement  dx 
qu'on  lui  fait  subir.  Si  l'on  admet  que  cet  accroissement 
ait  une  valeur  constante,  indépendante  de  x^  cette  différen- 
tielle sera  évidemment  égale  à  vP dx.dx  =  ii^' dx^. 

Or  soient  D  le  domaine  dans  l'intérieur  duquel  f{x)  est 
supposée  définie;  E^l'en^en^ble  des  points  intérieurs  dont 
l'écart  à  la  frontière.esL'moindre  qu'un  nombre  fixe  S;  pour 


v 


tous  les  points  de  Ë,  on  pourra,  sans  risquer  que  x  +  dx 
sorte  du  champ,  assigner  à  dx  une  même  valeur  constante 
de  module  <C^\  dx  étant  ainsi  constant  dans  E,  la  diffé- 
rentielle de  u^dx  y  sera  égale  à  u'' dx .  dx  =  u!' dx^ .  Cette 
expression  se  nomme  la  différentielle  seconde  de  «,  et  se 
représente  par  d'^u. 

Si  l'on  fait  décroître  S  indéfiniment,  E  s'étendra  de  manière 
à  englober  successivement  chacun  des  points  intérieurs  à  D; 
ce  qui  permettra  d'étendre  la  définition  précédente  de  d-u  ù 
tout  l'intérieur  de  D. 

De  même,  d^u  aura  une  différentielle  u!''dx^\  ce  sera  la 
différentielle  troisième  de  i/,  et  on  la  représente  par  d^ u. 
Continuant  ainsi,  on  aura 

du    =r  u'  dXy 
d^u  :=  u''dx^, 


d'^u  =  u^'^^  dx^y 


^ 
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d'où 

,       du  „      d^it  ..      d'^ti 

dx  dx^  aj7'* 

Chacune  des  dérivées  successives  de  u  est  ainsi  un  quo- 
tient de  différentielles,  ce  qui  donne  une  nouvelle  manière, 
très  souvent  emploj^ée,  de  représenter  ces  quantités. 

124.  Si  Ton  donne  à  a:  Un  accroissement  Aj?,  la  fonc- 
tion f(^x)  prendra  un  accroissement 

A  f{x)  —f{x  -+-  ùix)  -/(^), 

que  nous  appellerons  la  différence  première  def{x), 
La  différence  de  la  différence  première  sera  la  différence 

seconde,  et  se  représentera  par  à^/(x)j  et  ainsi  de  suite. 
PosonS;  pour  abréger  l'écriture, 

/{x-^-n^xy—f. 
On  aura,  d'après  la  définition  précédente, 

ou  symboliquement 

(a)     /«=  (l-h  A)/«-»=:  (l  4-  A)V«-»  — .  ..=  (14-  A)«/". 

On  aura  réciproquement 
et  généralement 

(3)  A^/o  =/«  4-  A/«-'  4-  B/»-'  4-  ...  4-  K/o, 

A,  B,  . . . ,  K  étant  des  coefficients  numériques. 

Pour  les  déterminer,  prenons  la  différence  des  deux  mem- 
bres de  Téquation  (3).  Il  viendra 

^n^ip^\p-^\  A/"-»  4- ...  4-  K  A/o. 
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Mais  Téquation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme  symbo- 
lique 

A/»-' =(/-,)/»-'. 

Donc 

A«^V'=  (/-  0  [/'*-^  A/'*-* +  ...-+-  K/«]  =  (/-  I)  AV". 
On  aura  donc,  en  changeant  n  en  n  —  i ,  . . ., 

(4)       AV^=(/-l)A»-V'=z...=  (/-l)«-»A/o=:  (/-!)", 

pourvu  que,  le  développement  effectué,  on  remplace  le  der- 
nier terme  ( —  i)"  par  ( —  i  )"/**• 

125.  Les  signes  d^opération  D  et  A  peuvent  être  permutés 
entre  eux;  car  on  a  évidemment 

DA/(^)  =  D[/{x  -h  A.r)  -/(a:)] 

=  D  /{x  4-  A;r)  —  D/(x)  =  M)/{x). 

En  posant,  pour  plus  de  clarté, 

A»-V(j7)r=cp(a:), 

on  aura  donc 

Cela  posé,  appliquons  à  la  fonction  ^{x)  la  formule 


V.' 


^/(a:)  =r/{x  4-  Ax)  — /(^)  =  !^x  f\x  -h  6  Aj?), 

h  étant  compris  entre  o  et  i. 
Il  viendra 

A'»/(^)  =  Ax  fs^\x  4-  0  Aa?)  z=  Ax.  A^-i/X^t;  4-  6  Ax). 

On  aura  de  même 

A^-'/'C^)  =  Aj:.  A«-»/''(ar  4-  \  Aj?), 

Oi  étant  compris  entre  o  et  i,  etc.  ;  et,  par  suite, 

A'»/(ar)  =  Ax» /«  (^  4-  e  A^  4-  6i  Aj?  4- . . .  ) 
=:  Aa?'*/» (a?  4- ^  Aa?), 

/  étant  compris  entre  o  et  /i. 
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Divisant  par  Ax"  el  faisant  tendre  Aj?  vers  zéro,  on  aura 
à  la  limite,  si  /"{x)  est  continue, 

(5)  /«(^)=^liin^^^Z^. 

126.  Soit  u  =f(x,y)  une  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes  x^y;  ses  dérivées  partielles  -~»  ^  pourront 
admettre  elles-mêmes  des  dérivées  partielles. 

Nous  désignerons  les  dérivées  partielles  de  -—-  par/j!j.(a:,  v), 

fxr{x,y)  ou  par  D»„/,  Di^/ou  enfin  par  ^,,  ^^.  celles 
'Je  ^^  par  /;^{x,y),  /;^(x,  j)  ou  D»_^./,  D^,/  ou  — ^, 

dy»* 

En  général,  •  — ^^^ —  représentera  la  fonction  dé- 

duite  de  y*  en  y  eflecluant  successivement  m  dérivations  par 
rapport  à  x,  puis  n  dérivations  par  rapport  à  y,  puis/?  déri- 
vations par  rapport  à  x,  etc. 

127.  Posons 

^  /(^,r)=/(ar-hA^,/)-/(^,7), 
^i/{Xyy)  =^Ax,y  -+-  Aj)  — /(x,7). 

On  aura  évidemment 

1^1  ^Axyy)—/{x-h  Aj:,  7  +  -^r  )  — /(  «^  -*-  ^^y  y  ) 
'-/{x,y-h^y)-hf(x,y) 
=  AAi/(j:,j). 

Posons,  pour  plus  de  clarté, 

On  aura 

=  <pi.(^-+-6  Aj7,  j)  Ao? 

=  [/i(^  -+-  ^  ^x,y-i-  ày)  — /;(a?  4-  0  Ax,  /)]  A^c 

=  /ijrC^  -+-  e  Aa?,7  -h  6,  A/)  ^y  Ix. 
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Donc 

Si  la  fonction  /^^  est  continue  au  point  a:,  y^  on  aura,  en 
faisant  tendre  Aj?  et  1}'  vers  zéro, 

(7)  /,,.(^,7)=rl.m-^-. 

Siy^xC^îJ'')  ®s^  continue  au  point  2:,  j',  on  trouvera  de 
même 

et,  en  vertu  de  l'égalité  (6), 

(8)  /;x(^,v)=/;.,(a',r). 

Nous  obtenons  donc  le  théorème  fondamental  suivant  : 


Théorème.  —  Si  les  dératées  partiel/es  fx^/'y,  fxy^f^x 
existent  aux  environs  du  point  x^  y  ;  si,  de  plus,  /^^,  /J.j. 
sont  continues  en  ce  point,  ces  deux  dérivées  partielles 
seront  égales. 

On  voit  par  là  que  deux  dérivations  successives,  opérées 
par  rapport  à  deux  variables  différentes  or,  JK»  peuvent  (sous 
les  conditions  précédentes)  être  interverties  sans  changer  le 
résultat  final.  On  en  déduit 

^  ^  dx'"  Ôf'  ÔX^*  ~.  ~~    '"  ÔX"'^^'  ~jyi-t  ~  ' 

en  opérant  d'abord  toutes  les  dérivations  relatives  à  Xy  puis 
celles  relatives  ky, 

128.  On  voit  aisément  qu'on  aura  en  général 

i'"  ^?/(-r,  y)  =  -j-^jy.A''  +  '  ^•^.  y  +  '.  V)  ^^•"'  ^y"' 

t  étant  compris  entre  o  et  /?i,  /|  enlre  o  et  /?. 

Si  donc  la  dérivée  partielle  d'ordre  ni  -+•  /*,  qui  figure  au 
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second  membre,  est  continue  au  point  j?,  y^  on  aura,  en  fai- 
sant tendre  ^x  et  A^  vers  zéro, 

l!29.  Considérons  maintenant  la  différentielle  totale 

,  -       df  ,         âf    . 

df—  — dx-^-  -~-dy 

"^        ox  ày    " 

de  la  fonction  /(x,  y\  La  différentielle  de  celte  différen- 
tijlle,  prise  en  supposant  dx  et  dy  constants,  se  nomme  la 
différentielle  seconde  de/,  et  se  désigne  par  d^f.  La  diffé- 
rentielle de  d'^f  sera  la  différentielle  troisième  d^J,  et  ainsi 
de  suite. 

On  a,  diaprés  cette  définition, 

(U,  plus  généralement, 

Am f  Am f 

OU,  sous  forme  symbolique, 

(n)  rf"./  =  (/-rf.4-^-rf.)/. 

Cette  formule  étant  vérifiée  pour  df  et  d-f,  il  suffira  d'é- 
tablir que,  si  elle  est  vraie  pour  un  nombre  m,  elle  sera 
vraie  pour  m  -H  i . 

Pour  cela,  différentions  cette  formule.  Nous  obtiendrons 
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évidemment  un  résultat  de  la  forme 

11  reste   à   vérifier  l'expression    des    coefficients    numé- 
riques A. 

Or,  le  terme  général 

provient  de  la  différentiatîon  par  rapport  à  x  du  terme  en 
dx^~^  dy^  de  l'expression  de  d'^z  et  de  la  différentiatîon 
par  rapport  ky  du  terme  précédent.  Ces  termes  ayant  res- 
pectivement pour  coefficients 

m  {m  —  i)...(/w  —  /i-f-i)  m  {m  —  i)...(/n  —  n-\-'\^ 

et      > 

i.a.../i  i.a...(/i  —  i) 

A;,  sera  égal  à  la  sonmie  de  ces  deux  quantités,  soit  à 

m  (m  —  i)...(/n  —  n  -^  9,)  /        m  —  /i-+-t\ 
\  .2, .  ,{n  —  i)  \  n         ) 

(/n-f-i)/n...(/n  —  /i4-2) 

I  .  2  .  .  .  /i 

ce  qui  confirme  la  formule. 

130.  Soient  ^  et  i>  deux  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables.  On  aura  généralement 


1  .  2  .  .  .  /i 


ci'*^-'*ud'*v-h..^-hud'"v. 


En  eflet,  Aa,  Ap  étant  les  accroissements  de  u  et  de  r,  on 
aura 

^{uv)  =.  (m  4-  Aa)  {p  -h  Ac)  —  ui^  =z  V  ^u  -h  u  \v  -h  ^u  M\ 
Négligeant  le  terme  du  second  ordre  au  Aç',  et  remplaçant 
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^u,  A(^  par  leurs  valeurs  principales  du  et  dv,  on  aura,  pour 
valeur  principale  de  ^uvj 

duv  ^=1  vdu  -h  u  dVf 

ce  qui  confirme  la  formule  pour  m  =  i , 

D^ailleurs,  en  la  supposant  démontrée  pour  le  nombre  m, 
on   verra,    comme    précédemment,    qu'elle  est   vraie   pour 

131.  Plus  généralement,  soit  \  =  f(u^  s^)  une  fonction 
quelconque  de  u  et  de  i>,  £/  et  (^  étant  encore  des  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes  j?,  y.  Propo- 
sons-nous de  déterminer  les  différentielles  successives  de  V. 

On  a  pour  la  différentielle  première,  ainsi  que  nous  l'a- 
vons vu, 

dW-^^du  +  fdv. 
au  ov 

Pour  calculer  la  différentielle  seconde  rf^  V,  il  faudra  diflFé- 

rentier  cette  expression.  Or  -^^  et  -^  soM  des  fonctions  de  w, 

^  du      av 

(',  qui  ont  respectivement  pour  différentielles 

-r-^  du  -h  -,  —.-  dv ,      — ^  du  -+-  -r-^  dv. 
ou*  ouov  duov  ôv^ 

D'autre  part,  du^  dç  dépendent  àe  x^  y^  ...  et  ont,  par 
définition,  pour  différentielles  rf*w,  rf^r.  Appliquant  la  règle 
trouvée  pour  différentier  un  produit,  il  viendra  donc 

àf  ^         àf  ^, 
ou  ôv 

=  ^  du^ -h  2  ^    •      du dv  -\-  -^ dv^-^  -^  d*u  4-  -—  d^v. 
ou^  ou  Ov  ov^  ou  o^ 

Une  nouvelle  différentiation  donnerait  rf'V,  et  ainsi  de 
suite. 
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On  voit,  par  les  formules  qui  précèdent,  que  rfV  a  la 
même  forme  que  si  u,  ç  étaient  des  variables  indépendantes  ; 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  diiTéren  lie  lies  suivantes  : 
d^Vj  par  exemple,  contient  des  termes  en  cPu  et  d^v  qui 
n'existeraient  pas  dans  cette  hypothèse. 


XL  —  Changements  de  variables. 

132.  On  a  souvent  l'occasion  de  substituer  aux  variables  qui 
figurent  dans  une  formule  de  nouvelles  variables  ayant  avec 
•les  premières  une  liaison  connue.  Nous  sommes  actuelle- 
ment en  mesure  d'indiquer  les  règles  à  suivre  pour  effectuer 
cette  opération  lorsque  les  fonctions  à  transformer  con- 
tiennent des  dérivées.  Nous  allons  les  exposer  en  commen- 
çant par  les  cas  les  plus  simples. 

Problème    I.    —    Soii  y  =  F  (a:)    une  fonction   de   x 

d'Y    d^  Y 
ayant  pour  dérivées  successives  -j->  -j-^ ,  . . . .  Supposons 

que  j?,  au  lieu  d'être  une  variable  indépendante,  soit  lui- 
même  fonction  dUine  nouvelle  variable  t,  et  soient  x\ 
,7?  ^  . . . ,  y^y\  ,  . ,  les  dérivées  successives  de  x  et  de  y  par 
rapport  à  t. 

On  demande  de  trouver  les  frelations  qui  existent  entre 

dv    d^Y              ,     jf              j      t, 
^'^'•••^^'^'  .•.,/,r', 

y  étant;  par  rapport  à  t^  une  fonction  de  fonction,  on  aura, 
par  la  règle  connue, 

Dérivant  de  nouveau  par  rapport  à  ^,  en  remarquant  que 

dY 

-^est  une  fonction  de  x^  qui  est  lui-même  fonction  de  ^,  on 


aura 


y"  —  -r4  ^  *  4-  —  x\ 
•^         dx-  dx 
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Dérivant  encore,  on  trouvera 


•    •    •    • 


dy    d^  Y 
Résolvant  ces  équations  par  rapport  à  ^S  -t^j  •••>  on 

trouvera  réciproquement 

dy y'  d^y a:' y'' —  y'x" 

On  remarquera  qu'en  appelant  d^x^  d\x^  .  . .,  d^y^  d\y 
les  dîfTérentielles  successives  de  x  et  de  ^  par  rapport  à  la 
nouvelle  variable  t,  on  aura 

,___d,x  ^,__^i.r  ^ff-^\^ 

^--dT'     y--dr'     ^-^i^'     •••' 

d'où 

dy__y^_  d^y 
dx       x'       di  X 

Donc  la  dérivée  de  jk  par  rapport  à  x  reste  égale  au  rapport 
des  diflerentîelles  de  x  et  de  y^  quelle  que  soit  la  variable 
indépendante. 

L'expression  des  dérivées  suivantes  est  au  contraire  chan- 
gée. On  aura,  par  exemple, 

d^y d^x  d\y  —  dxy  d\  x 

dx^  d^x^ 

133.  Problème  II.  —  Soit,  comme  précédemment , 
y  =  F{x),  Posons 

(2)  x  =  /{tyu),         y=^o{t,u). 

Nous  aurons  trois  équations  entre  x^y^  /,  w.  On  peut  donc 

considérer  x^  y,  u  comme  des  fonctions  de  t.  Cela  posé,  on 

dy     d^  V 
demande  d'exprimer  -—-^  -~^y  *--  en  fonction  de  /,   t/, 

du    d*u 
dt'   dt-' 
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Prenons  les  dérivées  successives  des  équations (2)  par  rap- 
port à  la  nouvelle  variable  indépendante  t.  Il  viendra 

dt       du  dt 
, d«p       dcp  du 


puis 


X 


tt 


—  ^*/  c^V   du       d\fdu}       à/  ^ 

'"  dt^  '^'^dtâu  dt'^  du^  dt^  "*"  du  dt^ 


„ c^'cp  c^*îp    du    ^   d*y  du*  ^  d^  d*u 


dV"  dtdu  dt       du*  dt*       du  dl* 


On  n'aura  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  expres- 
sions (1). 

134.  Applications.  —    i**  Soient  ar  =  p  cosO,  y  =  p  sinô. 
On  demande  l  *  expression  de  la  quantité 


.J^iMl 


d^ 
dx* 

(nous  la  rencontrerons  dans  la  théorie  des  courbes,  sous  le 

do    d*  0 
nom  de  rayon  de  courbure)  en  fonction  de  0,  8,  -j  y  --—^  • 

On  aura 

x'  =  ~  cos6  —  p  sin6, 

d^  ^ 

r'  =^  -;^  sin  0  -h  p  cos6, 

d^  ^         ' 

„      d*p       ^  dp   ,    ^  . 

ar"—  -— i-  cosO  —  2  -7^  sin  6  —  p  cos6, 
d%*  c/6  r         9 

„      d*p   ,    ^  dp       ^  .    ^ 

Y  =  -—smô  -h  2~cosO—  psinÔ 
•^         d^*  d^  ^ 
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et 


1  JL  i 


8 


(:c'»H-.y"y 

XI  —   — ; — ;; ; — i> 


x'y  —  y'x" 


-r'y"— y'x"—  f  -^  cos6  —  p  sin  0  U  ^  sin  8  -t-  2  ^  cos 6  —  p  sin  6  j 
_(^^si„6+pcos6)(^Pcose-2gsine-pcos6) 

dp^         d^ P 

135.  2**  Les  deux  variables  x  et  y  étant  liées  par  une 
équation,  on  demande  d^ exprimer  les  dérivées  j?',  xf',  . . . 
de  X  par  rapport  à  y  en  fonction  des  dérivées  y' y  y,  .  . . 
de  y  par  /^apport  à  x. 

On  a,  par  le  théorème  sur  la  dérivée  des  fonctions  inverses, 


a?  =  — , 


Prenons  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  la  nou- 
velle variable  indépendante^.  En  remarquant  que ^',  y,  . . . 
sont  des  fonctions  de  x,  qui  lui-même  est  fonction  de  y  y  le 
théorème  sur  la  dérivée  des  fonctions  de  fonction  donnera 


/y*^  —  .^_     • o*' 1 


"  \  y*  y  )         y 
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136.  Les  fonctions  de  plusieurs  variables  donnent  lieu  à 
deux  questions  analogues,  que  nous  allons  traiter. 

Problème  III.  —  Soit  z  une  /onction  de  deux  variables  jt, 
y.  On  pose  x=^f{t^  u)j  y  =  ^{t^  w),  t  et  u  étant  deux  nou- 
velles variables.  On  demande  d^  exprimer  les  dérivées  par- 

.  ,,      dz     dz     d^z      d^z       ô^z  -         .         .     ^ 

''*'^*  di'  Ty'  àF*'  d^y'  dy-''---  ^'^/<'"^^'««  de  t,   u, 
âz     dz     d^  z 
dt    du     ât^ 

z  étant  fonction  de  x^  y,  qui  sont  eux-mômes  fonctions 

de  /,  Uj  sera  une  fonction  composée  de  ces  deux  nouvelles 

variables.    Prenons  ses   dérivées   partielles   successives;    ii 

viendra 

âz  dz  àx   ^    dz  ây 

,  àt  ~  dx  dt  ^  dy  ai 
(3)  l  "^ 

'  dz  dz  d.r        dz  dy 

du       dx  du       dy  du 

puis,  en  remarquant  que  -r^>  -^  sont  des  fonctions  dej:,  r, 
eux-mêmes  fonctions  de  u  et  de  Vj 

d'zfd'z  dx   ^      d'z    dy\dx       dz  d^x 


[y\di 

n)  di 


(4)    ( 


dt*       \dx*  dt        dxdy  dt  J  dt       dx  dt* 

d^  z    dr       d^z  dyX  dv       dz  d^r 

. 1 __ /-  I 1 


djcdy  dt       dy*  dt  J  dt       dy  dt* 

ày       d^^fây 
dt  "^  dy*  \  dt 


__d^(dx\*  d*z    dx  dy   .    d*z 

~~  dx*  \dt  )  "^  ^  dx  dy  ~dï  ~di 

dz  d*x       dz  d*v 
'^  Ix 'dï*  "^  ~dy  W 

d*z         d^z  dx  dx         d*z    ( dr  dy       dr  dy 


(5) 


/dr  dy       dr  dy\ 
y  \  dt  du       du   dt  J 


(6) 


dtdu       dx*  dt  du       dxdy 

d*z  dy  ây       âz    â*x        âz    â^v 
ây*  ât  au       dx  dt  au       ây  ot  ou 

[à^^à^(àx\*  â*z     âx  ây       à*^(ày\* 

\  du*       âx*\âuj  oxdy  au  au       ây*  \âuj 

i  âz  â*x        âz  â*y 

f  -f- 1 • 

\  âx  au*       ây  au* 
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On  calculerait  de  même  les  dérivées  troisièmes,  etc. 
Cela  posé,  les  équations  (3),  linéaires  en  -r-^»  — >  permettent 

d'exprimer  ces  quantités  en  fonctions  de  -t^>  -r^  et  des  déri- 
vées partielles  de  x  et  y,  lesquelles  sont  des  fonctions  con- 
nues de  /,  a.  Portant  ensuite  les  valeurs  trouvées  pour  -r-^?  -^ 

dans  les  équations  (4)9  (5),  (6),  on  pourra  les  résoudre  par 

d^z      d^s      à^z 
rapport  à  -r-^>  -r — ^>  -r— 7;  de  même  pour  les  dérivées  des 

ordres  supérieurs. 

Cette  méthode  est  évidemment  applicable  à  des  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

137.  Remarque,  —  On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  la 

dérivée  partielle  -r^  d'une  fonction  de  deux  variables  x^  y 

est,  par  définition,  la  dérivée  de  z  considéré  comme  fonction 
de  x^  y  restant  constant.  Si  nous  remplaçons  y  par  ^(x^  «), 
de  telle  sorte  que  les  nouvelles  variables  indépendantes  soient 
X  et  £/,  la  nouvelle  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  sera  la 
dérivée  de  z  par  rapport  k  x^  u  restant  constant.  De  ce 
changement  de  définition  résulte  naturellement  un  change- 
ment dans  la  valeur  de  cette  dérivée  partielle. 
Soit,  par  exemple,  z  =  F(x,  y).  On  aura 


dz_àF 
âx       5!x- 


Mais,  après  le  changement  de  variable,  on  aura 

i7r         /         M  dz        dF       dF  âo 

138.  Exemples.  —  1®  Soient  x,  j',  z  Irois  variables  indé- 
pendantes. Posons 

X  ^=2  at  -h  bu  -h  ce, 
y=z  a'i  H-  b'u  -\-  c'v, 
z:=ia'^l-^  b" u  -hc'c, 
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a,  6,  c, . . .  étant  des  constantes  choisies  de  telle  sorte  que  la 
substitution  soit  orthogonale,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

\x^  4-  jï  4-  ^ï  ~  /5  -H  w»  -h  f;». 
Celte  condition  fournira  le  système  d'équations  suivant, 


«'  + 

a'« 

-H 

a''-  —  I, 

6'-t- 

fc'« 

-+- 

b'*  m, 

c'  + 

c" 

-1- 

c'»   —  I, 

crt  -h  c' a'  -h  c^a"  =r  o, 
ou  le  suivant,  qui  lui  est  équivalent,  comme  on  sait, 

«*-+-    b^    -T-   6*  —  I, 

aa  +-  bu  -\' ce  ^izo, 
a' «"4-  ^'^"-f-c'c":-o, 
a V  -h  6"^  -h  c"c  —  o. 

Soit  maintenant  V  une  fonction   quelconque  de  x^   y,  z. 
Considérons  les  deux  expressions 

â\y    fdwy    fâ\y 

Ô^V      â^\      â^y 


dx''        dr^        dz^ 

qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  et  que 
M.  Lamé  a  nommées  les  paramètres  différentiels  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  de  la  fonction  V.  Proposons-nous 
de  les  exprimer  au  moyen  des  dérivées  partielles  de  V  par 

J.  -  I.  » 
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rapport  aux  nouvelles  variables  /,  w,  r.  On  aura 

dt  dx  dy  dz  ' 

dV       .âW       ,,dy       ,„d\ 
au  ax  dy  ôz 

ov  ox  dy  OZ 

d^y  _      ^  f     à^        ^,J^y         ^n    à^ 
ôl^  \      ^.r-  àx  dy  dx  dz 

,(     d^V         ,  d'Y  „   d^W 


dx  dy  dy^  dy  dz 

^  a'^  (a    ^'^'    ^  a'    ^'"^         a'  — 
\    dx  dz  dy  di  dz^ 

=.  a^  —  -H  a'*  —  -I-  a"'-  — 
dx'^  dy^  dz' 

,  à' y         ,  n  <^'V         „    d^y 

dx  dv  dvdz  dz  dx 

d^y        d^y        d-y         d^y 

du^  ~      Ox'  "^        Oy'  dz^ 

,,,    d'y  .,,,  d'Y  ,,,    /)=^V 

H-  2bb'  -. — T h  2b' b^  - — r-  H-  2b''b- — r-, 

dxdv  dvdz  dzdx 

K  ■ 

di'^    "       au;'  dr'  Oz' 

,  d'-y        ,  ^  d'y        ,    d'y 

4-  2  ce     -z ^ h  2C  C     -;— ^^ h  2c"c 


dx  dy  dy  dz       "       dz  dx 

Ajoutons  les  carrés  des  trois  premières  équations.  Il  vien- 
dra, eu  tenant  compte  des  équations  (^), 


/d\y    (dyy    /dyy    /dyy    /dyy    /c.v 


l^cs    trois   suivantes,    ajoutées    ensemble,    donneront   de 
même 


d'y     d'^[     d''\.     d'y     d^y     d'y 

'dF  "^  du^  "^    f>i'*  "~  ^^  "^  dy'  ~^~  dz^ 
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La  forme  des  paramètres  différentiels  n!est  donc  pas 
altérée  par  une  substitution  orthogonale  effectuée  sur  les 
variables,  et  c'est  à  celte  circonstance  que  ces  expressions 
doivent  leur  importance  en  Analyse. 

139.     2°  Posons 

r  =z  p  sinOcosi}',         }^=  p  sinO  sini}',         5  =  pcosO, 

et  proposons-nous  d'exprimer  les   paramètres  diflférentiels 
de  V  en  fonction  des  nouvelles  variables  p,  0,  ^j/. 

Le  changement  de  variables  qui  précède  équivaut  évidem- 
ment aux  deux  suivants,  opérés  successivement 

X  :z:z  r  cos^,         y  =  /'  siiî d/,         z:=i  z 

et 

rznpsinô,         ^  =  4^,         .3  =  pcos6. 

ElTectuons  le  premier  changement  de  variables.  Il  viendra 

ôr        ôjc        ^       dy 

dV  àW      .    ,        ()\ 

— ,-  =  —  -.-  r  sin  4/  -h  -3-  /•  cos  J^, 
0^  OJC  oy 

^-r   =::  -.— i  COS^t}/  -h  2  - — --COS'{/.i  II  6  -+-     -     -  sJnH, 

ôr^        dx^  ôx  Oy  dy* 

iV-y       d*V    ,   .   ,,  d^\     ,   ,    ,         ,        d'\    ,       ,, 

ôy-        Ox'  ^         dxOy  ^       ^       dy* 

â\  ^       âY      ,    ^ 

-^  r  cosu/ r-  r  sin  •1'. 

ox  dy 

On  en  déduit  immédiatement 

\drj^  r^yd^J-ydx)  ^\dy)' 

d'W        I   d'W       I  dW       d^y       d^\ 
dr*        /-i  e^,j;*        /•  ^r        ^j^t        ^y» 

rJV        d^y  . 

D'ailleurs,  — -  et  -r-r  n'ont  évidemment  pas  changée.  Les 
dz        dz^  *  ° 
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paramètres  différentiels  deviendront  donc  respectivement 

\drj  '^  r^\d^l)  '^VdzJ 

et 

d^\        I    d'\       I  âV       â^Y 

_l 1- 1 . 

dr^        /*■  d^^        r  dr        dz^ 

Le  second  changement  de  variables  qui  nous  reste  à  effec- 
tuer, à  savoir 

cr=pcos6,         r=ipsin6,         ^  =  4^1 

n'altérera  évidemment  pas  -rjj  -.-^j  et  transformera  respec- 
tivement 

â^\       â^\  •       d*'V        i    â'V       I  â\ 

' -4 en  -4-  — h  —  —  • 

âr^         dz^  dp^        p*   (?0*   ^  p    âp 

Enfin  on  aura  les  relations 

-T-  =:  -7—  cos6  H — r— sinO, 
âp        oz  âr 

âV  à\      .   ^       dV 

_^__psi„e+^pcosO, 

d'où  Ton  déduit,  en  éliminant  -^r-y 

oz 

àW        .    ^âV       cosO  dV 

-^-  z=:sin6  -j — I — . 

or  dp  p      6/0 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes, 
on  aura,  pour  le  premier  paramètre  différentiel. 


\à?  )  ~^  p*\à^)  ^  p^sin'O  [o^ 


et  pour  le  second 


â^\        i  â*V  1        â*V       2  âV       colO  dV 


âp^        p*   de*        p*siii*Ô   ô^*        p   dp  p*     â^ 
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140.  Problème  IV.  —  Soit  z  une  Jonction  de  Xj  y.  Po- 
sons 

(8)      X  —  f{t,U,v),  y=:^{t,U,v),  Z  =  ^{tyU,i^). 

dz     dz 
On  demande  d* exprimer  les  dérivées  partielles  ^^  ^,> 

4pz 

-T-^>  '•'  en  fonction  de  t^  u^  v  et  des  dérivées  partielles 

dv    di'    d^v 
dt     du     dl^ 

z  étant  une  fonction  de  x,  y,  les  quantités  x,  y^  v  seront 
des  fonctions  de  /  et  de  w,  en  vertu  des  trois  équations  (8). 
(Venant  les  dérivées  partielles  de  ces  équations  par  rapport 
à  ces  nouvelles  variables,  il  viendra 


dx 
dt 

df      df  dv 
'~  dt^  dv  dt' 

dx  ___  df       df  dv 
du       du       dv  du 

dr 
dt 

d^      df  dv 
dt  '^  dv  dt' 

dy       df    ^   df  dv 
du       du       dv  du 

dz 
dt 

d^       d^  dv 
dt  '^  dv  dt' 

dz       d^    ^    d^  dv 
du       du       dv  du 

d'x 
dt*  ~ 

d\f          d\f  dv 
'  dt*    '    ^  dt  dv  dt 

àVfàvy      df  d^v 
■^  dv*'  \dt  J'^  dv  dt*'  * 

•    • 


On  n^aura  plus  qu^à  substituer  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (3)  à  (6),  lesquelles  détermineront  ;t- »  y- >  ~y\^ 


XII.  —  Changements  de  variables  dans  les  intégrales 

définies. 

1  il.  Soient  ^  et  /  deux  variables,  liées  par  la  relation 

X  :=  9(0* 

Nous  admettrons  que  pour  tous  les  points  t  d'un  domaine 
borné  E  :  i**  la  fonction  ©  conserve  une  dérivée  continue  et 
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diflerenle  de  zéro;  2®  à  deux  valeurs  distinctes  de  /  corres- 
pondent deux  valeurs  de  x  toujours  distinctes. 

Cette  seconde  condition  serait,  d^ailleurs,  une  consé- 
quence de  la  première  si  E  était  d'un  seul  tenant;  car  il 
serait  formé  des  nombres  compris  entre  deux  nombres  fixes 
/o,  T,  et  si  X  prenait  la  même  valeur  \  pour  deux  valeurs 
différentes  t\  et  t^  de  la  variable  ty  x  —  \  s'annulant  pour 
ces  valeurs,  sa  dérivée  <p'(^)  s'annulerait  pour  une  valeur 
intermédiaire,  ce  qui  est  contraire  à  notre  première  hypo- 
thèse. 

A  l'ensemble  E  des  points  t  correspond  un  ensemble  E'  de 
points  x^  et  si  /  décrit  un  ensemble  parfait  E^,  de  longueur 
mesurable  et  intérieur  à  E,  x  décrira  un  ensemble  parfait  E',, 
intérieur  à  E'. 

Soient 

t  un  point  de  E|  ; 

/  4-  di  un  point  infiniment  voisin  ; 

iC  et  j:  -f-  Aj?  les  points  correspondants. 

On  aura 

R  tendant  uniformément  vers  zéro  avec  dt  dans  le  domaine 
El.  Si  donc  dt  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  convenable- 
ment choisi,  R  sera  constamment  moindre  qu'un   nombre 


arbitraire  e.    Le  rapport  y,'  restera  donc   compris   entre 


M  +  e  et  m  —  e,  M  et  m  désignant  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  I  y'(/)  |. 

On  en  conclut  que  E^  a  une  longueur  mesurable.  Décom- 
posons, en  effet,  la  droite  lieu  des  points  t  en  éléments  infi- 
niment petits  c//i,  dt^^  ....  La  somme  des  éléments  qui 
contiennent  des  points  de  la  frontière  de  E|  sera  infiniment 
petite.  Soit  dtk  l'un  de  ces  éléments;  les  points  de  E^  qu'il 
contient  étant  à  des  distances  au  plus  égales  à  dtk  de  l'un 
d'entre  eux  tk-,  leurs  correspondants  seront  à  des  distances 
du  point  Xk  qui  correspond  à  /a  moindres  que  (M  -|-  e)  dtk\ 
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ils   seront  donc  lous    contenus  dans  un  segment  2^  de  lon- 
gueur moindre  que  2(M  -f-  e)  cltf(, 

La  réunion  des  segments  8^  forme  un  ensemble  contenani 
la  frontière  de  E,,  et  dont  la  longueur,  étant  au  plus  égale  à 


^a  <2(M-f-£)^^/„ 


K 
est  infiniment  petite.  Donc  E,  a  une  longueur  mesurable. 

142.  Soit  maintenant  /(^)  une  fonction  de  la  variable  jt, 
bornée  dans  E',  ;  on  aura 

F  étant  une  fonction  de  /,  bornée  dans  E|. 

Nous  allons  montrer  que  l'intégrale,  soit  par  excès,  soit 
par  défaut,  de  la  fonction  f{x),  prise  dans  l'intérieur  do 
E', ,  est  égale  à  l'intégrale  correspondante  de  la  fonction 
F(/)|ç>'(^)|  prise  dans  l'intérieur  de  E,. 

Considérons,  par  exemple,  les  intégrales  par  excès.  Dé- 
composons E|  en  éléments  mesurables  infiniment  petits  dt^^ 
dt^^  ...  et  E'^  en  éléments  correspondants  A.r, ,  Ax^»  . . .  éga- 
lement mesurables.  Soient  Ma  le  maximum  de  F(<)|cp'(/)| 
dans  l'élément  dtk\  M^  celui  de/(x)  dans  l'élément  Aj?^-  H 
faut  prouver  que  les  deux  sommes 


^\U.|^/,.|,      ^MilXr,. 


tendent  vers  la  même  limite. 

Soit  tk  la  valeur  de  /  à  l'origine  du  segment  dlk\  on  aura 

|lUj  étant  <e  si  les  éléments  sont  assez  petits.  D'autre 
part,/(x)  et  F(/)  n'étant  que  deux  expressions  différentes 
de  la  même  quantité,  le  maximum  de  F(^)  dans  l'élément 
\dlk\  sera  M^,  et  celui  de  F(/)|  'f'(OI  sera  compris  entre 
Mi/2A  etM^NA,  /lA  et  Na  désignant  le  minimum  et  le  maximum 
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de  I  'f'(^)  I  ^^"s  c^t  élément.  Comme  on  a 

Mfg  |'^'(/a)I  sera  compris  entre  les  mômes  nombres.  On  aura 
donc 

I  Sa  I  étant  au  plus  égal  à  N^ —  /i^. 

Or  la  fonction  |'f'(OK  étant  continue  dans  E|,  Test  uni- 
formément; si  donc  les  éléments  sont  assez  petits,  on  aura 

N/,— /u.<£,         d'où         |e/..  |<£. 

Cela  posé,  la  différence 

j 

sera  égale  à 


1 


Désignons  par  [x'  le  maximum  du  module  de  /(^)  dans  £<  ; 
le  module  de  la  somme  ci-dessus  sera  moindre  que 

et  tendra  vers  zéro  avec  e. 

La  démonstration  serait  toute  semblable  pour  les  inté- 
grales par  défaut. 

Siy(^)  est  intégrable  dans  le  domaine  E'^,  ses  intégrales 
par  excès  et  par  défaut  coïncideront;  il  en-  sera  de  même  des 
intégrales  de  F(t)o'(t)  dans  E|  ;  cette  fonction  sera  donc 
intégrable  dans  ce  domaine. 

143.  Remarque,  —  Si  nous  supposons  la  fonction /(x) 
bornée  dans  E',  nous  pourrons  faire  croître  le  domaine  E| 
dételle  sorte  que  son  aire  tende  vers  l'aire  intérieure  de  E; 
celle  de  E^  tendra  vers  l'aire  intérieure  de  E',  etTégalité 
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démontrée  ci-dessus,  deviendra  à  la  limite 


^^/{a:)dx^^J{t)o'{l)dt, 


sans  qu'il  soit  nécessaire  de  supposer  que  E  et  E'  soient  me- 
surables. 

i44.  Supposons  en  particulier  que  E  et,  par  suite,  E' 
soient  d'un  seul  tenant;  E  sera  formé  par  les  valeurs  de  /, 
pour  lesquelles  on  a 

^0  <  ^  <  *  » 

/o  et  T  étant  deux  nombres  fixes  ;  E'  par  les  valeurs  de  x  pour 
lesquelles 


jtq  et  X  étant  les  valeurs  correspondantes  à  Cq  et  T. 

L'intégrale  de/(x),  dans  le  domaine  E',  sera  représentée 
|)ar 


si  X>  Xo  ;  par  cette  même  quantité  changée  de  signe,  dans 
le  cas  contraire. 

De  même,  l'intégrale  de  F(/)  o'{t)  dans  E  sera  représen- 
tée par 

T 

f  F(t)\^'{e)\dt, 

si  T  >>  /oî  par  cette  expression  changée  de  signe,  si  T<^  to- 
D'ailleurs  |<p'(^)|  est  égal  à  cp'(/)  ou  à  — ?'(0»    suivant 
que  cette  dérivée  est  positive  ou  négative.  La  dernière  inté- 
grale sera  donc  égale  à 

.T 

F(t)^'{t)dt 


f. 


ou  égale  et  contraire,  suivant  que  (T  —  'o)  ?'(0  est  positive 
ou  négative.  Mais  cette  quantité  a  le  même  signe  queX  —  Xq, 
car  lorsque  /  croît,  x  croît  aussi,  si  ?'(01^^»  ^^  décroît  au 
contraire,  si<p'(/)<o. 


j38  PREMll^RE    PARTIE.  —    CUAPITRB   I. 

On  a  donc,  dans  tous  les  cas, 

X  T 

f  f{x)dx^f  F{t)o'{t)dt. 

On  peut  donc  formuler  la  règle  suivante  pour  le  changement 
de  variable  dans  les  intégrales  simples. 

Remplacer  dans  la  différentielle  à  intégrer  x par  o{t)^ 
dx  par  :f'{t)  dt]  prendre  pour  limites  de  V  intégrale  trans- 
formée les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  an- 
ciennes limites, 

445.   Passons  au  cas  des  intégrales  doubles. 
Soient  x,  y  et  u,  v  deux  couples  de  variables,  liées  par  les 
relations 

Nous  admettrons  que,  pour  tous  les  points  («,  v)  d'un  do- 
maine borné  E  :  i**  les  dérivées  partielles  de  cp,  ©i  restent 
continues;  2°  que  leur  jacobien  J  reste  différent  de  zéro; 
3**  qu'à  deux  points  {u^  v)  différents  correspondent  deux 
points  {x^y)  toujours  différents. 

A.  Tenscmble  E  des  points  (m,  v)  correspondra  pour  les 
points  (j:,  y)  un  ensemble  E',  et,  si  (w,  ^')  décrit  un  ensemble 
parfait  et  mesurable  E|,  intérieur  à  E,  (x,y)  décrira  un 
ensemble  parfait  E',  intérieur  à  E'. 

146.  Soient 

(w,  i^)  un  point  de  E,  ; 

(w  +  rfw,  ('  -4-  dv)  =  (U,  V)  un  point  infiniment  voisin; 
(^,  y)    et    (a:  -f-  A  j:,  y  -h  A  r)  =  (X,  Y)   leurs    correspon- 
dants. 

On  aura 

A^  =:  V  ciu-i-   .-^  dv  ~h  H  du  -hRi  di^=:  dx  -h  R  du  -h  R»  d{\ 
ou  av 

A/  =z:  ^  ^w  H-  -j^  c^c  4-  R^du  -+-  R,  dç  =dy  -+-  R,e/w  -h  Rj^/f, 
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R,  K,,  Ra,  Ra  lendant  uniformément  vers  zéro  avec  du^  dv 
dans  loul  le  domaine  Ë|.  Si  donc  |  du  \  el\d\?\  ne  surpassent 
pas  un  nombre  p  suffisamment  petit, 

|R^w-4-R,^/rl     et     \  l\^  du -h  l\^  di\ 
resteront  moindres  que 

6[|t/w|-|-|rfi'l], 

S  pouvant  être  choisi  aussi  petit  qu^on  voudra. 

La  distance  rfo*  des  deux  points  («,<'),  (u  -\-  du^  r  -t-  dv) 
est  donnée  par  la  formule 

dfs-  :=:zdu--{-  û?r', 
et  la  distance  As  de  leurs  correspondants  par  celle-ci 

En  désignant  par  ds  sa  valeur  principale,  on  aura 

^         \du  dv      )       \ôu  Ov       / 

=iz  M  du-  -h  2  N  du  dv  H-  P  dv^y 

en  posant,  pour  abréger, 

-,       do  âo       âox  d'i, 
du  ôv        du  dv 

ds^  dv 

Le  rapport  -r-j  ne  dépend  que  de  m,  v  et  du  rapport  -.-) 

sa  valeur  ne  sera  donc  pas  altérée  si  l'on  y  remplace  rfw,  dv 
par  des  quantités  proportionnelles  a,  p  telles  que  l'on  ait 
^*-f-  ?-  =  I  ;  il  se  réduira  alors  à 

C'est  une  fonction  de  //,  r,  a,  [3  continue  et  toujours  po- 


2 


> 


/  ; 
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sîtive;  car  elle  ne  pourrait  s'annuler  que  si  l'on  avait  a  la 
fois 

OU  ÔV  ou  Oi> 

d'où  J  =  o,  ou  a  =  P  =  o.  Or,  par  hypothèse,  dans  tout  le 

domaine  E,  J  est  ^o  et,   d'autre  part,  a^-f-^^--!^  Donc 

cette  fonction  admet  un  maximum  M',  et  un  minimum  m'^ 

ds  . 

tous  deux  positifs.  Donc  enfin  le  rapport  -j-  est  toujours 

compris  entre  les  deux  nombres  positifs  fixes  M  et  m. 

D'autre  part,  |  As  —  ds\  est  au  plus  égal  à  la  distance  des 
points  {x  +  Aor,  y  -f-  Ay)  et  (x  -j-  dx,  y  -^  dy^^  laquelle  ne 
peut  surpasser  elle-même  la  somme  de  ses  projections 

I  Ao?  —  C?J7 1  H-  I  Ay  —  dfj  I  =  I  R  ^a  4-  R|  ^t'  I  -4-  I  R,  fl^M  4-  Ra  û^t'  I 

<  26  [  I  rfa  I  4-  I  rfl^  I  ]  <  k^d^, 

,  ^        ds       ^s  —  ds  1  •    1    • 

Le  rapport  -7-  =  -—  h sera  donc  compris  lui  aussi 

*^'^        a<j        ai  aa  ^ 

entre  deux  nombres  fixes  M  4-  4  ^  et  m  —  4  s. 

147.  Il  résulte  de  là  que,  si  («,  i^')  décrit  une  ligne  recti- 
fiable  de  longueur  L,  la  ligne  correspondante  décrite  par 
(2r,  y)  sera  également  reclifiable  et  aura  une  longueur  com- 
prise entre  ML  et  mL.  Car  si  l'on  inscrit  à  ces  deux  lignes 
des  polygones  correspondants  quelconques  à  côtés  infini- 
ment petits,  le  rapport  des  côtés  homologues  et,  par  suite, 
celui  des  périmètres,  seront  toujours  compris  entre  M-h  4^ 
et  m  —  4e'  D'ailleurs,  si  les  côtés  deviennent  suffisamment 
petits,  on  pourra  faire  décroître  e  autant  qu'on  voudra. 

148.  Cela  posé,  admettons  que,  le  point  (w,  v)  restant 
fixe,  on  fasse  parcourir  à  du  et  à  dv  toute  la  suite  des  valeurs 
de  o  à  p,  p  étant  un  infiniment  petit. 

Le  point  {u  -f-  rfw,  v  -h  dv)  =  (U,  V)  décrira  un  carré  Q 
de  côté  p,  et  son  correspondant  (œ '\- ^x ^  y -\- ày)  =  (X,  Y) 
se  confondra  sensiblement  avec  le  point  (Ç,  -r^)  qui  a  pour 
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coordonnées 

ç  =  j:  H-  <ij7  =  ^-  -4-  -~-  du  -\ — r-  dv. 

ou  dv 

T,z=zy^df  =  y-i-  j^du  -h  -^dv. 

Ce  dernier  point  (Ç,  Tj)  décrit  un  pamllélogramme ;  car  si, 
rfi'  étant  nul,  on  fait  varier  du  de  o  k  p,  ($,^)  décrira  un 

segment  de  droite  ayant  pour  projections  -t^??  "3^P>  ®^  si, 

d'autre  part,  assignant  à  du  une  valeur  fixe,  on  fait  varier 
dç  de  o  à  p,  (i,  t,  )  décrit  un  autre  segment  de  droite  ayant 

pour  projections -r^p, -y-î- p.  Ces  projections  étant  indépen- 
dantes de  dii,  la  direction  et  la  longueur  de  ce  nouveau  seg- 
ment n^en  dépendront  pas  non  plus. 

L'aire  de  ce  parallélogramme  P  sera,  d'après  une  formule 
connue,  égale  à 


mod 


du P      du  ^ 
di^  ^     dv  ^ 


=:|J|P». 


D'autre  part,  ses  côtés  seront  au  plus  égaux  à  Mp  et  son  pé- 
rimètre/? à  4M?- 

149.  Quant  au  point  (X,  Y),  sa  distance  au  point  (Ç,  t,) 
est,  comme  nous  l'avons  vu,  moindre  que  la  quantité 

2t[\du\-h\di'\] 

et  a  fortiori  moindre  que  4sp- 

Si  donc  on  construit  deux  nouveaux  parallélogrammes 
P'  et  P",  l'un  extérieur,  l'autre  intérieur  à  P,  et  dont  les  cotés 
soient  distants  de  ceux  de  P  de  la  quantité  /\ep,  la  région  R 
du  plan  décrite  par  le  point  (X,  Y)  contiendra  P",  mais  sera 
contenue  dans  P'.  Or  la  différence  des  aires  de  P  et  de  P" 
est  évidemmei^t  égale  à  a.4€p./>  et,  par  suite,  au  plus  égale 
à  SalVlep*.  Mais  elles  comprennent  entre  elles  l'aire  P|  égale 
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à  |J|p^.  Elles  sont  donc  comprises  toutes  deux  entre 
[|J|4-32M£]p2el[|J|  — 32Me]p^  Il  en  sera  a  fortiori 
de  même  pour  les  aires  intérieure  et  extérieure  de  R.  Celles- 
ci  coïncident  d^ailleurs,  comme  nous  allons  le  voir. 

150.  En  effet,  soit  plus  généralement  E^i  un  ensemble  me- 
surable quelconque  contenu  dans  E|  (qui  pourrait  être  d'ail- 
leurs identique  à  E|)  ;  l'ensemble  E^  décrit  par  (j:,  y^  lorsque 
(?/,  v^  décrit  E2  est  également  mesurable. 

En  effet,  décomposons  le  plan  des  w,   v  en  carrés  Q  de 

côté  p.  La  somme  \  Q/ de  ceux  de  ces  carrés  qui  rencontrent 

la  frontière  F2  de  E2  tend  vers  zéro  par  hypothèse.  A  chacun 
d'eux  Q/  correspond  un  parallélogramme  P,-  d'aire  moindre 
que  la  quantité 

[|J,|  +  32Ms]p^-.:[|J,|  +  32Me]Q„ 

J/  désignant  la  valeur  de  J  en  un  sommet  du  carré  Q/. 

L'ensemble  de  ces  parallélogrammes  formera  un  domaine 
mesurable  et  parfait,  enveloppant  la  frontière  FJ,  de  E^  et 
dont  l'aire  sera  au  plus  égale  à  la  somme  des  aires  des  paral- 
lélogrammes V\  (qui,  en  général,  empiètent  en  partie  les 
uns  sur  les  autres).  Mais,  en  désignant  par  |x  le  maximum 
de  I J  I  dans  E2»  on  aura  évidemment 


^p;:(iJL--32M£)^Q,, 


quantité  qui  tend  vers  zéro  avec\  Q/.  Donc  E!,  est  bien  me- 
surable. 

On  trouve  d'ailleurs  aisément  l'expression  de  Taire  de  E', . 
En  effet,  à  chaque  carré  Q^  intérieur  à  E|  correspond  dans 
E',  un  élément  R^,  mesurable  comme  on  vient  de  le  voir,  et 
dont  Taire  sera  de  la  forme 

't^h  étant  un  infiniment  petit,  de  module  <;  32M£. 
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L'aire  de  E',  sera  évidemment  égale  à 

limV  Ha-  =  ïim y  [  I  Ja  I  -+-  Ta] Qa-; 


mais  on  a 


I  \  >ÎA-Q*      <32M£\  Qa.<32M£Ei, 

expression  dont  la  limite  est  zéro.  On  aura  donc  pour  Taire 
cherchée 

151 .  Soit  maintenant  /{Xy  y)  une  fonction  de  jc,  y^  bornée 
dans  E',.  Posons /(cp,  Çi)  =  F(w,  p).  L'intégrale,  soit  par  dé- 
faut, soit  par  excès,  de  /(^,  y^  dans  le  domaine  E',  sera  égale 
à  rintégrale  correspondante  de  F  (^,  ^)  |  J  |  dans  le  domaine  E , . 

Décomposons,  en  effet,  le  plan  des  2/,  v  en  carrés  de  côté  p. 
Soient  Qa  l'un  d'eux  qui  soit  intérieur  à  E|  ;  Ra  l'élément 
correspondant  de  E', ,  et  considérons,  par  exemple,  les  inté- 
grales par  excès.  Désignons  par  M^  le  maximum  deF(w,  (')|J  I 
dans  Qa;  par  M]^  celui  àef{x^y)  dans  R^.  Il  nous  faut  mon- 
trer que  les  deux  sommes 

^MaQa-,         .^MiR^  -^MH  I  Ja  1  -+-  r.A.]QA. 

tendent  vers  la  même  limite. 

Or  le  maximum  de  F(w,  v)  =/(^Xy  y)  dans  Q*  est  évidem- 
ment Mi;  et  celui  de  F(w,  ^^)|  J|  est  égal  à  M^va,  ^  dési- 
gnant une  quantité  intermédiaire  entre  le  maximum  N^  et  le 
minimum  /za  de  |  J  |  dans  Qa.  D'ailleurs,  J  étant  continu  dans 
E|,Ia  différence  Na —  /ia?  ei  a  fortiori  la  différence  |Ja|  —  va, 
tendra  vers  zéro  avec  p,  et  cela  uniformément. 

Cela  posé,  on  aura 


\ 


1 


[\h'\  ~''A-<-'iA]MAQA- 
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Or,  si  p  lend  vers  zéro,  |  Ja]  —  v^  et  tja  tendent  uniformément 
vers  zéro,  MJ^  reste  au-dessous  d'une  limite  fixe  M';  enfin, 

/  Qa  a  pour  limite  Taire  de  E|  qui  est  finie.  Donc  la  difie- 

rence  ci-dessus  tend  bien  vers  zéro. 

152.  Si  la  fonction  f[x^y)  reste  bornée  dans  tout  le  do- 
maine E',  Tégalité 

C   /(^,j-)rf«  =  .S   ¥{u,v)\i\de, 

qui  vient  d'être  établie,  donnera  à  la  limite,  en  faisant  tendre 
E|,  E',  vers  E  et  E',  la  relation 

sans  qu'il  soit  nécessaire  de  supposer  que  E  et  E'  soient  me- 
surables. 

153.  Des  considérations  toutes  semblables  s^appliquent 
aux  intégrales  triples.  L'analogie  est  telle,  qu'il  nous  suffira 
d'indiquer  la  marche  du  raisonnement. 

Soient  x^  y^  z  et  ^,  //,  v  deux  séries  de  trois  variables  liées 
par  les  relations 

Lorsque  (^,  «/,  v)  décrira  dans  l'espace  un  domaine  E,  {x^y,  z) 
décrira  un  domaine  correspondant  E'. 

Supposons  :  i**  que  dans  tout  le  domaine  E,  les  dérivées 
partielles  de  cpi ,  cps?  ?s  soient  continues,  et  leur  jacobien  J  dif- 
*'  /  '  '.  /     férent  de  zéro;  2°  qu'à  deux  points  (a,  v)  difierenls  corres- 

pondent toujours  deux  points  {œ,  y)  différents. 
A  Si  (t,  Uyi^)  décrit  un  domaine  parfait  et  mesurable  E|  in- 

térieur à  E,  {x^y^  2)  décrira  un  ensemble  correspondant  E',, 
intérieur  à  E'. 

Soient  (C,  w,  t»),  et  (/  -+-  rf/,  w  H-  du^  ç  -\-  dv)  =  (ï,  U,  V) 
deux  points  de  E|  infiniment  voisins  :  leur  distance  c/t  sera 
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donnée  par  la  formule 

ds^  zm  dl*  -H  du*  -f-  di>', 
cl  celle  A5  de  leurs  correspondants  par  la  formule 

Ai?=  Aj7--1- A/--4- A3*, 
expression  dont  la  valeur  principale  est 
ds*  =  dx*  -h  dy*  •+-  dz* 

dt  ou  âi^      j 

—  Ml  df*^  4-  Ml  du''-  4-  M,  dK>*  H-  2  Nj  du  ds^ 
-h  2  N,  ûft'  e/^  4-  2  N,  dl  du^ 

""-5(ty.    "-5(^,ïy.    M..^(*^)-, 

^'"Zà^'à'^'         '^It'à^  ~dr       ^'-L'ardu' 

Si  I  <i^  1^  I  du  \^\dv\  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné  p, 
la  dislance  des  deux  points 

{x  4-  Aj:*,  j  4-  Ar,  3  4-  A3)  =  (X,  Y,  Z) 
ri 

(^4-«/j:,  r  4-ûf/,  3-i-rf3)  =  (5,71,  ?;) 

sera  moindre  que  3£[  |  rf/  ]  +  |  rf«  |  H-  |  rfi^  |  ],  e  ne  dépendant 
(|ue  de  p  et  tendant  vers  zéro  avec  lui. 

A5 

On  en  déduit  que  -,-  est  compris  entre  deux  nombres  po- 
sitifs fixes  M  et  m.  Si  donc  (T,  U,  V)  décrit  une  ligne  recli- 
iiable,  il  en  sera  de  même  de  son  correspondant  (X,  Y,  Z). 

Si  (T,  U,  V)  décrit  un  cube  Q  de  côté  p,  (Ç,  tj,  Ç)  décrira 
alors  un  parallélépipède  P,  de  volume  |  J  |  p"*  et  dont  les  côtés 
seront  au  plus  égaux  à  Mp  et  Taire  A.  au  plus  égale  à  6M^p'-. 

Le  point  (X,  Y,  Z)  est  d'ailleurs  à  une  dislance  de  (  $,  r,,  !J  ) 
moindre  que  3s  [|  rf/ 1  -f- 1  rfw  |  4-  |  ^^^  1]  et,  afoitiori,  moindre 
<|ue  9£p.  Si  donc  on  construit  deux  parallélépipèdes  P'ctP', 
Tun  inlérieur,  Tautrc  extérieur  à  P,  ayant  leurs  faces  paral- 
lèles à  celles  de  P  et  à  la  distance  gsp  de  ces  dernières,  le 
domaine  U  décrit  par  (  X,  Y,  Z)  contiendra  P",  mais  sera  con- 
J.  —  I.  10 
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tenu  dans  P'.  Or  la  différence  des  volumes  de  P'  et  de  F'  est 

évidemment 

2.9epA^  loSM'Ep'. 

On  en  conclut,  comme  aux  n°*  150  à  152  : 

1°  Que  le  domaine  décrit  par  {^,y,  z)  lorsque  (/,  «,  v) 
décrit  dans  £«  un  domaine  mesurable  est  mesurable; 

2°  Que  si  /(^,  y^  z)  =  F(/,  w,  ç)  est  une  fonction  bornée 
dans  E',,  on  aura 

S/{x,y,z)der^^    F(t,u,^>)\i\de; 
E I  ^^E| 

3"  Que  si  /(^,  y,  z)  est  bornée  dans  tout  le  domaine  E' 
mesurable  ou  non,  on  aura  encore 

|§^ /(^, /.  ^)de=^  ^J{i>  u,  r)  I  J  I  de. 

154.  On  traiterait  par  des  procédés  tout  semblables  le  cas 
des  intégrales  multiples  d'ordre  quelconque;  mais,  Tintuition 
géométrique  faisant  ici  défaut,  il  faudrait  traduire  en  langage 
analytique  les  démonstrations  relatives  à  Taire  du  parallélo- 
gramme ou  au  volume  du  parallélépipède  et  en  faire  Texlen- 
sion  au  cas  de  plus  de  trois  variables.  Nous  ne  nous  y  arrê- 
terons pas. 

155.  Soient  (w,  ç)  un  poinl  d'un  plan  et  (:r,y^  z)  un  point 
de  l'espace,  lié  au  précédent  par  les  équations 

Nous  admettrons  que  pour  les  valeurs  de  (w,  r)  comprises 
dans  un  domaine  E  :  i®  les  dérivées  partielles  de  ©i,  ©2,  ©3 
restent  continues;  2°  les  trois  jacobiens 

du    dv        du    dv 
du    ds^        du   dv  ' 
du   dv        du   dv 
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ne  s^annulent  pas  simultanément;  3^  à  deux  points  (u^v) 
distincts  correspondent  deux  points  (^}^,  z)  distincts. 

Le  point  (//,  v)  décrivant  un  domaine  E|  borné  et  parfait, 
intérieur  à  E,  le  point  (^,^',  z)  décrira  une  surface. 

156.  Soient 

(li^  v)  un  point  de  E|  ; 

(il  -h  duy  r  -h  dç)  =  (U,V)  un  autre  point  infiniment  voisin; 

{jc^y)  et  {x  4-  \x^y  -\-  Ar)  ::=  (X,  Y)  leurs  correspondants. 

On  aura 

!^—^dit~[-^ di'  4-  R  du  -f-  R|  t/i', 
ou  av 

Av  T=z-^du-h  -p-dv  -h  R,  du  +-  R,  ^c, 
au  ov 


A5  =:  $£  du  -f-  ^rfi'  -h  R4  du  H-  R5  di\ 
ou  o^ 


Posons 


ûfî*  —  du-  ^-  dv^y 

Aç5 -- Ax' -H  A/* -t- A5^ 

Cette  dernière  quantité  aura  pour  valeur  principale 

ds^  =  dx^ -H  dy^ 4-  dz^  —  M du"^ -i'2^dudç  -^P rfi'*, 

"=2^)''    ^=Sk.^'    '-!&)'■ 

ds 
On  verra,  comme  au  n°  146,  que  le  rapport  -r-  reste  con- 
stamment compris  entre  deux  nombres  positifs  fixes  M  et  m. 
Si  nous  supposons  que  \du\  et  \dv\  ne  surpassent  pas 
un  nombre  p  suffisamment  petit,  |R|)  l^iK  •••  resteront 
moindres  qu'une  quantité  arbitrairement  choisie  e,  et  la 
distance  des  points  (X,Y,  Z)  et 

(5,  TO,  C)  =  ('î?  4-  dx,  y-k-dy.z^dz) 

{eX  a  fortiori  \di  différence  A5  —  ds)  sera  au  plus  égale  à  la 
quantité 

\Kdu  ->r^xdv\-^. .  .<'^i[\du\'\-\  d^  1  ]  <  6s  rfj. 
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Le  rapport  -^  restera  donc  compris  entre  M  +  6s  et  m  —  6e. 

On  en  conclut,  comme  au  n°  147,  que,  si  (U,  V)  décrit  une 
ligne  reclifiable,  la  ligne  correspondante  décrite  par  (X,Y,  Z) 
sera  également  reclifiable. 

157.  Si  le  point  (U,V),  partant  de  la  position  initiale  («/,  r), 
se  meut  dans  le  plan  des  u^  c,  le  point 

ç  —  .r  4-  -T--  du  H-  -r^  di\ 
du  ov 

T,  =    V  -\ — ~  du  -r-    .  ■  d{\ 
du  dv 

1—Z-+-  ~'-du  -h  -r^ dv 
Ou  ov 

décrira  un  plan,  dont  Téquation 

A(5  -  ,r)  -f-  B(r,  -  j)  +  C(Ç  -  c)  =  o 

s'obtient  en  éliminant  du  et  d^  entre  les  trois  équations 
ci-dessus. 

Supposons  que  du  et  dv  varient  de  o  à  p,  le  point  (U,  V) 
décrira  un  carré  Q,  et  les  projections  du  point  ($,7^,  X^)  sur 
les  plans  coordonnés,  des  parallélogrammes,  ayant  respecti- 
vement pour  aires  |  A  |  Q,  |  B  ]  Q,  !  G  |  Q.  Le  point  (Ç,  r,,  JI) 
décrira  donc  dans  l'espace  un  parallélogramme,  d'aire 


Mais,  si  p  est  infiniment  petit,  le  point  (X,  Y,  Z)  décrira  un 
clément  de  surface  infiniment  voisin  de  l'élément  plan  décrit 
par  (;,  y,,  IJ);  nous  sommes  donc  conduits  à  lui  attribuer  une 
aire,  avant  pour  valeur  jirincipale 


et,  par  suite,  à  définir  de  la  manière  suivante  Taire  û|  de  la 
])ortion  do  surface  décrite  par  (jr,  >',  :;)  lorsque  (w,  i')  dé- 
crit E|  : 

Mous  décomposerons  E<  en  carrés  infiniment  petits;  nous 
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multiplierons  chacun  de  ces  carrés  Q^  par 


Aa,  Bjt,  Ca  étant  les  valeurs  de  A,  B,  C  en  un  de  ses  soni 
mets.  La  limite  de  la  somme 


^V^U-nlU  +  QQ,, 


qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  double 

V  A  *  4^  B*  '-h  C«  de, 


\! 


représentera  l'aire  demandée  ù^ . 

Supposons  maintenant  que  E|  tende  vers  E;  Û|    tendra 
vers  une  limite  û,  égale  à 


s 


158.  I^orsque  la  surface  décrite  par  le  point  (x,y,  z)  est 
un  plan,  Taire  û  est  susceptible  d'une  mesure  directe.  Il  faut 
donc  établir  que  notre  définition  nouvelle  n'est  pas  en  dis- 
cordance avec  cette  notion  déjà  acquise.  En  désignant  par 
a,  p,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan,  nous 

aurons  ^      ^.        ^ 

A       B       C 


_  ..V^A    ^B^^(:; 

*         '  / 

notre  formule  devient  donc 

Or  V|  A|rfe  est  bien,  comme  nous  l'avons  montré  (150), 
Taire  de  la  projection  de  Û. 

159.    Nous    devons    encore   montrer  que    Taire,    définie 
comme  nous  l'avons  fait,  ne  dépend  que  de  la  nature  de 
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la  surface  dëcrile  par  {x^y^  z)  et  non  du  choix  particulier 
des  variables  auxiliaires  w,  v.  Posons,  en  effet, 

Ui,  Ti  étant  deux  nouvelles  variables  qui  parcourent  un  do- 
maine F  lorsque  (w,  v)  parcourt  le  domaine  E.  On  aura 

el,  en  appelant  J  le  jacobien  dey*i,y2, 

.    âv   âz         dy    dz  

*"  du^  d^x       à^\  àiit  ' 

Bj-    BJ, 
C,  -  CJ. 

L^expression    de    l'aire    en    fonction    des    nouvelles    va- 
riables ?/|,  ^1  sera 

C  V/Aî-+-Bî^rcf^e,^Q  VA*4-B«-i-G«|J|rfet. 

Or  cette  intégrale  est  bien  égale  à  Tintégrale 


Q  ^'X'-^-li'n-C'de 


prise  dans  le  champ  E  (152). 


XIII.  —  Formation  des  équations  différentielles. 

160.  On  nomme  équation  différentielle  de  V ordre  n 
toute  équation  entre  une  variable  indépendante  x^  une  fonc- 
tion y  de  cette  variable  et  ses  n  premières  dérivées. 

161.  Soit^'  une  fonction  quelconque,  défînie  par  l'équa- 
tion 

(i)  V{x,y)  —  o. 
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En  prenant  les  dérivées  de  celle  équation,  il  viendra 

âF       âF    , 

d^F  d^F     ,      d^F    „      dF    „ 


dx^         dx  ôy  '^       dy^  "^  ây 

Toute  équation  déduite  de  la  combinaison  de  ces  équations 
avec  la  proposée  sera  une  équation  diflTérentielle  à  laquelle 
satisfait  la  fonction^.  Parmi  ces  équations,  il  conviendra  de 
rechercher  celles  qui  ont  la  forme  la  plus  simple  ou  la  plus 
avantageuse  pour  le  but  qu^on  se  propose. 

162.  Il  arrive  souvent  que  des  fonctions  dont  Texpression 
contient  des  transcendantes  ou  des  radicaux  satisfont  à  des 
équations  dilTérentielles  d'où  ces  transcendantes  ou  ces  radi- 
caux ont  disparu. 

Soit,  par  exemple, 

y  z=  arc  sin  jt. 
On  en  déduit 

:r.\li  —  x^ 
d'où 

(i-j.»)y«z=z,. 

Prenant  la  dérivée  de  cette  équation  et  supprimant  le  fac- 
teur commun  iy  ^  on  aura  Téquation  du  second  ordre 

(2)  (i^.x^)y"-^xy—o. 

On  peut  déduire  de  celte  équation  une  formule  récurrente 
commode  pour  le  calcul  des  dérivées  successives  de  y.  Pre- 
nons en  effet  la  dérivée  m'*™"  de  cette  équation;  il  viendra, 
en  appliquant  la  formule  connue  qui  donne  la  dérivée  m*'™*" 
d\in  produit, 

(i  — j;*) /f '«-*-•)—  2mxy^"^-^^^—  m  {m  —  i)j^"*^ 
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Ci,  en  réduisant, 

(i  _  a:^)y('rt+v  _  (2m  -h  i)jry^'"'^^'  —  my^^m  o. 

Celte  formule  se  simplifie  pour  la  valeur  particulière  x  ^--  o. 
Si  Ton  désigne  par  ^o?  ^*i?  ...  ce  que  deviennent  alors  ï  . 
y,  . . .,  il  viendra 


On  aura,  par  suite, 


Jo    —  ^  Jto  —  —  '  «o  , 
» 

163.   Considérons  en  second  lieu  l'expression 

Prenons  la   dérivée  logarithmique  des  deux  membres, 
c'est-à-dire  la  dérivée  de  leurs  logarithmes;  il  viendra 

y' (x  -f-  s/x"^  —  lY n 

d'où 

ou,  en  prenant  la  dérivée  et  supprimant  le  facteur  commun 

(3)  (,ii^t)y'r_^jcy'—n\v:=o. 

Prenant  la  dérivée  m'*"®  de  cette  équation,  on  aura  la  for- 
mule récurrente 

(jT*—  j)y(m~ht)  _^  2mxy^"*-*-^^ 
ou,  en  réduisant. 
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Pour  X  =  o,  celte  formule  se  réduit  à 

(4)  y;-^>=(m«-/i«)7i->. 

164.  L'équation  différentielle  (3)  subsisterait  évidemment, 
ainsi  que  la  formule  (4)  qui  en  est  la  conséquence,  si  Ton 
changeait  le  signe  du  radical  dans  l'expression  dey.  Elle  sub- 
sistera encore  si  Ton  pose 

(j  et  C  étant  deux  constantes  quelconques,  car  le  résultat  de 
la  substitution  de  cette  quantité  dans  le  premier  membn» 
de  (3),  étant  évidemment  égal  à  C  fois  le  résultat  de  la  sub- 
stitution de  {x-{-\^/x-  —  I  )"  plus   CJ  fois   le  résultat  de    la 

substitution  de  (jc  —  )^/x'^ —  i  )",  sera  nul. 

Soit,  en  particulier,  C  ^^  C'=  J,  et  supposons  n  entier  et 
positif.  L'expression 

étant  développée  suivant  la  formule  du  binôme,  les  puis- 
sances impaires  du  radical  se  détruiront,  et  l'on  obtiendra 
évidemment  un  polynôme  entier  de  la  forme 

Le  coefficient  A„  peut  se  calculer  aisément.  On  a  en  effet, 
en  divisant  par-j?"  et  faisant  tendre  x  vers  oo, 


A,,—  iim  -^ 


="-[î(-v/-i)""K'-v/-i)']='-- 

Pour  calculer  les  autres  coefficients,  on  remarquera  qu'on 
a,  en  général, 

^,j-ip-i_  I     3  (^  —  2/7  —  2)A„_,p_î, 


y 


l54  PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  I. 

d'où 

yn-tp-2 

K-ip^f=  A„-,p(./i  —  a/?)  (/i  —  2/?  —  i)-  l^_^p- 


ou,  d'après  la  formule  (4), 

A  —A  (/t~.'^^)(n  — ayp  — i) 

'      (/^ — 'ip  —  'ly — /i* 

Cette  relatioQ  permettra  de  calculer  successivement  tous 
les  coefficients,  en  partant  du  premier. 

Posons 

ÛT  z=z  coso, 

d'où 

\/x^-  -  I  r=  £  sintp; 
il  viendra 

j-  =1  J  (cosç  -h  £  sincp)"-^  \  (coscp  —  £  sincp)* 

ou,  d'après  une  formule  que  nous  établirons  plus  loin, 
yz=z  i(cosw9  4-  /sin/iîp)  -h  j(cos/i©  —  £  sinn«p) 

zz:  COS/lçp  :=  COS/£(arC  COSar). 

Nous  venons  donc  d'obtenir  le  développement  de  cosncp, 
suivant  les  puissances  de  cos'^. 

16o.  Soit,  comme  dernier  exemple,  l'expression 

Y  rr  ^^^ — . 

•^  dx" 

Posons,  pour  abréger, 

(.r'-i) 


n  —  - 


En  prenant  la  dérivée  logarithmique  de  cette  expression, 

il  viendra 

9s  nx        z' 


X- —  I 
ou 


{X^ —  l)  ^  —  3/1X5  =  0. 
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Prenons  la  dérivée  {n  -f- 1)**»«  de  cette  équation  ;  on  trou- 
vera 

ou,  en  remplaçant  5^"'  par^  et  réduisant, 

166.  Considérons  une  équation 

contenant,  outre  les  variables  x^  y^  n  constantes  C|,  . . . ,  Cn» 
Cette  équation  représente  une  infinité  de  fonctions  distinctes, 
que  Ton  obtiendra  en  donnant  successivement  aux  constantes 
tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles.  Toutes  ces  fonctions 
satisferont  à  une  même  équation  différentielle  de  Tordre  /z, 
qu'il  est  facile  de  former.  Prenons,  en  effet,  les  n  premières 
dérivées  de  cette  équation;  on  obtiendra  les  nouvelles  équa- 
tions suivantes 

d¥       d¥    , 

dx^'^'^  dxdy^  '^  dy^^   "^  dy^  '  ""' 

• i 

d-F  dF    ,. 

Entre  ces  équations  et  la  proposée,  éliminons  les  con- 
stantes C|,  .  .  -,  c„;  nous  obtiendrons  Féquation  cherchée 

167.  Considérons,  par  exemple,  Téquation 

x^  y^     


où  A  et  B  sont  des  constantes  déterminées  et  Xun  paramètre 
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variable.  Celte  équation,  considérée  au  point  de  vue  géomé- 
trique, représente  un  système  de  coniques  homofocales,  (Si 
nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  A^B,  les  foyers  réels 

seront  sur  Taxe  des  j:,  à  la  distance  riz  y/A  —  B  de  Tori- 
gine.) 

Prenons  la  dérivée  de  celte  équation;  il  viendra,  en,  sup- 
primant le  facteur  commun  2, 


X  Y  y' 


-  —  o. 


A  -h  A        B 
Des  équations  précédentes,  ou  déduit 
I  y'  I 


A  -h  X        j:*  v'  —  XY  B  4-  À        y-  —  xyy' 


\  -h  X  -  ""^-^-l,  B  4-  X  zzi  v«  -  xyy'. 


9  

Eliminant  X,  on  aura  Téquation  différentielle  de  ce  système 
de  coniques 

-  B  --  -^-, j'  -+-  xyy' 

OU 

xyy''-\-  (.r-—  )•-—  A  -h  B)  >'— jrr  r^o. 

168.   Considérons  l'équation 

^2_^_  j2  4_  2rtcr  -h  2^^  H-  c  =  o, 

(|ui,  considérée  au  point  de  vue  géométrique,  représente 
Téquation  générale  des  cercles.  Cette  équation  contenant 
trois  constantes,  Téquation  diflerenlielle  qui  s'en  déduit  sera 
du  troisième  ordre.  Pour  l'obtenir,  nous  formerons  les  dé- 
rivées successives 

-r  -h  r >' -h  flr  -h  Z? y' zn  o 

(nous  avons  supprimé  le  facteur  a  pour  plus  de  simplicité ^„ 

3/yH-/v'^+^^j*'=o. 
Eliminant  b  entre  ces  deux  dernières  équations,  nous  ob- 
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tiendrons  Véquation  différentielle  des  cercles 

('-+-y*-^J/')j''-j'(37>'-f- vj'')  =  o 

ou,  en  réduisant, 

(i-+-/»)7"-3/V  =  o. 

169.  L'équation  différentielle  des  coniques  a  été  obtenue 
par  M.  Halphen  de  la  manière  suivante  : 

L'ordonnée  j^  d^une  conique  est  définie  par  Téquation 

On  en  déduit,  par  des  dérivations  successives, 

>•'—  a±:  (p-r  -h  q)  {px^-h  iqx  H-  /•)    *, 


3 


y' :=^zzi p{px^-\-  2qx-\-r)    '^-j^  {px -\-qy  {px^ -\- iqx -^  r)    * 

^   p{px^-\-  iqx  -^  r)  —  i px  -\-qy 

-^ 

{px^-\-  iqx  -\-  /•)* 


.3 

(/?x*-|-  iqx  4-  /•)* 

d'où 

(•') 

y'-l-i 

«♦ 
(/?/•  — 7*)» 

el,  en  effectuant  trois  nouvelles  dérivations, 

(0)  (/     «)    r...O. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  p  sera  nul.  Le  second 
membre  de  Téquation  (5)  ne  contenant  pas  de  terme  en  ^•'•*, 
deux  dérivations  suffiront  pour  faire  disparaître  les  autres 
constantes.  L'équation  différentielle  des  paraboles  sera  donc 

Il  est  aisé  d'obtenir  les  équations  ((>)  et  (7)  sous  forme 
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développée.  On  a,  en  effel, 


3J  J      ^ 


%  J        J  ij        J    y 


jj 

8  0   ^ff        3    ^«'3 


'—  Viy 


3  ^w,.iv 


Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (G)  et  (7),  chassant 
les  dénominateurs  et  supprimant  le  facteur  commun  2,  il  vien- 
dra, pour  Téquation  générale  des  coniques, 


—  40 j''» -h  457"/'^ 


97'*y==o 


el,  pour  celle  des  paraboles, 

170.  Cherchons  enfin  la  condition  pour  que  des  fonctions 
y^y  y^i  •••»  yn  d'une  même  variable  x  soient  liées  par  une 
équation  linéaire  à  coefficients  constants 

C,7,  -h  C,7,  -f- . . .  -h  C«7„  —  o. 


a 

Prenant  les  dérivées  successives  de  cette  équation,  il  vien- 


(I  ra 


Cl/,       -»-C,/j       -+-...  H-C;,/;      =0, 


C,7r^'-^C./r''  +  ...  +  C„7r*'r=o 
et,  en  éliminant  les  constantes, 


J« 

/« 

•      •     • 

yn 

y\ 

7'.- 

•     •      • 

y. 

... 

•  •  • 

•      •      • 

•      •      • 

J  n 

=  0. 


On  verra  dans  le  Calcul  intégral  que  cette  condition  est 
suffisante. 
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171 .  On  doDDe  le  nom  adéquation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  n  à  toute  équation  entre  des  variables  indépen- 
dantes Xt,  X21  •  •  M  ^p^  ^^^  fonction  z  de  ces  variables  et  ses 
dérivées  partielles  des  n  premiers  ordres. 

172.  Soit 

une  équation  contenant/i  constantes  arbitraires  et  définissant 
une  fonction  z  des p  variables  indépendantes x^^  . . .,  Xp,  Ou 
pourra  joindre  à  cette  équation  ses  p  dérivées  partielles 

d¥       d?   dz^  _ 
âxi       dz  dxi         ' 


ÔF       dF   dz 


dxp       dz  dxp 


par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes  j?i,  ..., 


Xp 


,  puis  ses '  dérivées  partielles  du  second  ordre 


d»F  d^F      dz        d^F 

2 


dx\  dxi  dz  dxi        dz 


^fàzy      dF  d'z  _ 
'\àxj  '^  dz  dxl  ^^' 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  nombre  total 

2  1 .2. . .p 

des  équations  ainsi  obtenues  surpasse  le  nombre  n  des  con- 
stantes arbitraires.  Éliminant  ces  n  constantes  entre  les  A' 
équations,  on  obtiendra  un  système  de  k  —  n  équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  p,  à  chacune  desquelles  z  satisfera, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  C|,  . . .,  c„. 

173.  Considérons  maintenant  la  fonction  z   définie  par 
l'équation  plus  générale 

F[j:,,  ..  .,Xp,Zy  <p,(ati,  .  .  .,  «p-i),  fi(Pi,  . ..,  P/,-i),    ..  .]=:o, 
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OÙ  ai,  ...,  0Lp_i,  pi,  ...,  pp^\,  ...  désignent  des  fondions 
connues  de  Xi,  . . . ,  Xp^  z,  et  cp i ,  ç^ ,  ...  des  fonctions  arbi- 
traires. Joignons  à  cette  équation  ses  dérivées  partielles  suc- 
cessives des  ordres  i ,  a,  . . .,  p.  Nous  obtiendrons  ainsi 

,    .    ^    .    P(P-^')    .  /;(/>  +  !). ..(p-4-p-i)  _  , 

^  2  1 .2. . .p 

équations,  dans  lesquelles  figureront  les  quantités  suivantes  : 
i"  j:,,  . . .,  Xp,  z  et  ses  dérivées  partielles  jusqu^à  l'ordre  p  ; 

1     /*        .  1  /  •    '  *  Il      ^^1  ^?i 

2^*  la  fonction  cpi  et  ses  dérivées  partielles  ——,  -",    t— ^ — > 

-T-Ç^,  • .  •  jusqu'à  l'ordre  p,  la  fonction  cp^  et  ses  dérivées  par- 

/)© 
lielles— 77^»  •••  jusqu'à  l'ordre  p,  etc.   Le   nombre  /  de  ces 
Oj^i  •*     ^  '' 

dernières  quantités  sera  évidemment  égal  a 


n\  i-hp  —  1-+-...+  ^^^^ ^ ■ 

L        '  I  .  2 . . .  p  j 


> 


//  désignant  le  nombre  des  fonctions  (^i,  ç^) 

Donnons  successivement  à  p  les  valeurs  i,  2,  3,  ....  Il 
arrivera  nécessairement  un  moment  où  le  nombre  A*  des  équa- 
tions surpassera  le  nombre  /.  En  eflTet,  en  changeant  p  en 

0  -4- 1 ,  on  accroît  le  nombre  des  équations  de —  > 

'  '  '  I  .2..  .(p4-i) 

tandis  que  le  nombre  /  s  accroît  de  n  -^ 


—  > 


I  .  2  .  .  .  (  p  -H  1  ) 

quantité  inférieure  à  la  précédente,  si  P  -h  0  '^  n{p  —  1). 
Djnc,  dès  que  p  surpassera  n{p  —  1) — />,  A"  croîtra  plus 
rapidement  que  /et  finira  par  le  surpasser.  A  ce  momenl,  on 
pourra  éliminer  entre  les  k  équations  obtenues  les  fonctions 
'j>,,  ..,,  çp,|  et  leurs  dérivées  partielles;  on  obtiendra  ainsi 
/{  —  /  équations  entre  Xi,  ...,  Xp,  z  et  ses  dérivées  par- 
tielles jusqu'à  l'ordre  p,  et  la  fonction  z  satisfera  à  ce  sys- 
tème d'équations,  de  quelque  manière  que  soient  choisies  les 
fonctions  arbitraires  ^i,  .. .,  cp,,. 

Nous  allons  faire  quelques  applications  de  cette  théorie. 
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174.  Supposons  d'abord  que  l'équation  qui  détermine  z 
soit  de  la  forme 

(8)  F(mi,  w„  ...,  W/,)— o, 

Ui,  . ,,,  Up  désignant  des  fonctions  connues  des  variables  in- 
dépendantes  Xi,  ...,  ^r^  et  de  z.  Si  Ton  conçoit  que  z  ait  été 
remplacé  par  sa  valeur  en  oti,  ...,  Xp,  Ui^  ...,  Up  devien- 
dront des  fonctions  de  :c,,  ...,  Xp  seulemenr,  ayant  pour 
dérivées  partielles 

'  ôxi         OZ    âxi  ^  uXp        OZ   jXp 


y 


,^  dup       âup   dz  -.  ôup       âiip    d^ 

'   '^      dxi        OZ    àxi  ^   '^      oxp        OZ   oxp 

Pour  que  ces  fonctions  soient  liées  par  une  relation  telle 
que  (8),  il  faut  et  il  suffit  que  leur  jacobien  soit  nul  :  on 
pourra  donc  écrire  immédiatement  l'équation  aux  dérivées 
partielles 


Djp,w,      ...     D^  «i 


Dj.,  Up       ...       Djr^  Up 


—  o, 


à  laquelle  z  doit  satisfaire. 
Voici  quelques  exemples  : 

175.  L'équation 

(9)  x^az  =  ^{y  —  bz) 

représente  un  cylindre  parallèle  à  la  droite  (j:  =  «<3,  ^=  6-3). 
Eu  effet,  cette  surface  a  une  infinité  de  génératrices  rccti- 
lignes  parallèles  à  cette  droite  et  données  par  les  équations 

x  —  az  —  ^\%), 
y—hzz=zn, 

a  étant  un  paramètre  constant  pour  une  même  génératrice, 
mais  variable  d'une  génératrice  à  l'autre. 

J.  —  I.  II 
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Ed  faisant  varier  la  forme  de  la  fonction  ^ ,  on  aura  une  in- 
finité de  cjlindres  différents.  Ils  satisfont  tous  à  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles,  que  l'on  peut  écrire  immé- 
diatement. 

En  effet,  Téqualion  (9)  établissant  une  relation  entre  les 
deux  fonctions  x  —  az^  y  —  hz  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y^  le  jacobien  de  ces  fonctions  sera  nul,  ce  qui 
donnera  Téquation 


0  = 


I  —  a 


—  a 


dx 
dz 

ày 


—  b 


dz 
dx 


dz 
dx 


_^     dz  ^  .  dz 

dx         dy 


176.  L'équation 


X  —  a         f  Y  —  ^\ 
z  —  c        '  \z  —  c  J 


où  cp  est  une  fonction  arbitraire,  représente  un  système  de 
cônes  ayant  pour  sommet  le  point  (a,  6,  c)  et  pour  généra- 
trice les  droites 

X  —  a         ,   .        y  —  ^ 

~ r  =  ?(*)» =«• 


z  —  c 


L'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  cônes  s'obtiendra 
en  égalant  à  zéro  le  jacobien 


{x  —  a) 


dz_ 
dx 


y 


b    dz 


z  —  c 

(3- 

-C)' 

(-- 

-c)' 

dx 

(•^- 

.dz 

ày         1 

(/- 

-b) 

dz 

{z-cy 


{z-cY 


ce  qui  donne,  en  effectuant  les  calculs  et  chassant  les  déno- 
minateurs, 

/  ^  dz  ,    dz 
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177.  L'équation 

x^-hy^-h  5*  r=  9(ax  4-6/  +  cz) 

représente  un  système  de  surfaces  de  révolution  dont  les  pa- 
rallèles 

ax  -{-  by  -+-  cz=:oL 

sont  perpendîculaîres  à  l'axe  —  =  ~  =  -• 
Ces  surfaces  satisferont  à  l'équation 

dz 


0z= 


âz 
X  -{-  5-7-     a  -h  C-r- 


dz      ,  âz 

ày  ôy 


ou 


bx  —  ay  —  {cy  —  ^-)  J^  ^-  («-  —  ^•^)  j^' 


178.  Une  fonction  w  de  plusieurs  variables  x^  y,  ;;  est  dilo 
homogène  et  d^ ordre  n  si  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 


"=--"?(?' 0 


X 


de^ 


Il  résulte  de  celte  équation  que  3~"w  est  fonction  de  —  vl 
On  aura  donc,  en  égalant  à  zéro  le  jacobien, 


o  1= 


-— » 


^—n 


Ou 
ôx 

du 

'à? 


O 

I 


o 


•-«_- nz'^-'^u r 

(75  z^ 


L 


ou,  en  effectuant  les  calculs  et  chassant  le  dénominateur  3''^"', 


du 


du 


•^àx-^^^^-^'^  =  "" 


du 
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179.  Comme  seconde  application  de  la  théorie  générale  de 
Télimination  des  fonctions  arbitraires,  considérons  un  sys- 
tème de p  fonctions  z,  ai,  .. .,  a^_i  des  p  variables  indépen- 
dantes Xij  . . . ,  Xp,  déterminées  par  le  système  des  équations 
simultanées 

*S  («^1)  •  •  •  »  ^pj  ^>  *n  •  •  •  »  ^p-ii  ®i»  •  •  •  >  ?/i)  =  o, 
•  ••••• • 

F^(Xl,     .    .    .   ,    Xpy    Zj    «1,     .    .         ,    ^p    -1,    <Pl,     .    .    .,     tprt)    1=    O, 

où  ^,,  ...,  f/i  désignent  des  fonctions  arbitraires  de  ai,  ..., 

a^-f.  Nous  allons  montrer  que  z  satisfait  à  une  équation  aux 

dérivées  partielles  d'ordre  /?,  indépendante  de  ces  fonctions. 

Formons,  en  effet,  la  dérivée  partielle  de  F|  par  rapport  à 

x^  ;  elle  se  composera  : 

,    f-v                   ^F,        (}F,    âz      .       ,  .  .    .        , 

i"  Des  termes  -r 1 — ^  -z — ,  dus  a  la  variation  de  x^  el 

C/Xi  OZ     UJOi 

de  z\  nous  les  désignerons,  pour  abréger,  par  Dj.^F|; 

•/i"  Des  termes  (  "^^ 1 — ;i —  + . .  .     ^j — >  dus  a  la  varia- 

\d7.x  a^x    OOLx  J  OXx 

tion  de  aj  ;  nous  les  désignerons  par  Djj.Fi  -y-^; 

3"  Des  termes  analogues  D^^Fi  -r-^>  •  •  -^  dus  à  la  variation 

OJ^  X 

des  autres  paramètres  a2,  .... 

Réunissant  tous  ces  termes,  on  aura  Téquation 

D^,F,  +  D„.F,^+D,.F,g4-...-o. 

Les  dérivées  partielles  par  rapport  à  j:2,  ...  donneront  de 
même 

D..F.+  D,F.|^;+D,F.|gH-.    .=  0. 


Éliminant  entre  ces/>  équations  les/?  —  i  quantités  D^^Fj, 
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Da,F|,  ...,  il  viendra 


D..F. 


doit 


dx^     âxi 


—  o. 


•  •      •  •  • 


Ce  déterminant,  développe,  sera  de  la  forme 

AD^.Fi-4-BD^.F,-f....z=o, 

A,  B,  .. .  étant  des  fonctions  de  -j-^^  -r-^t 

OXi      (jXf 

Les  équations  Fa  =  o,  ...  donneront  de  même 

AD,..F,-hBD^,F,-f-...-o, 


Eliminons  entre  les  équations  qui  viennent  d'être  obtenues 
les  rapports  des  coefficients  A,  B,  ...  ;  il  viendra 


D^.Fi     D^,F,     ... 
D:r.F,    D,,F,     ... 


•   •  •  • 


—  o. 


•   i 


Le  premier  membre  de  celte  équation  sera  une  fonction 

âz  dz 


KÀC     •£•  {   a       •    •     .     ■      %Lr  pm        V. 


dx^ 


'  dx;""'^  ••• 


)   */»-<>  ?«7    -  "t   ?/n 


que  nous  désignerons  par  ¥p^{. 

Désignons  par  Djp^F^^i  la  portion  de  la  dérivée  partielle 

de  F^^i  par  rapport  à  xi  qui  provient  de  la  variation  de  t/, 

dz  dz 


"*'  dxy  àx^ 

velle  équation 


;  on  trouvera  de  la  même  manière  une  nou- 


FpHi  = 


D,.  F,        D,.  F, 


o, 
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dans  laquelle  figureront,  outre  les  quantités  précédentes,  les 
dérivées  secondes  de  z. 

Continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  siiite  d'équations 


Fi  =  o, 


Fp=o,        Fp^i  =  o, 


Fp-H-  =  o, 


entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  /?  —  i  -h  n  quantités 
ai,  ...,  cLp_sy  cpf,  ...,  (p;,,  ce  qui  donnera  une  équation  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  n. 

180.  Exemple.  —  Cherchons  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  réglées.  On  nomme  ainsi  celles  qui  sont 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite.  Les  génératrices 
d'une  telle  surface  auront  des  équations  de  la  forme 

F,  ^=  JT  —  az  —  a  =  o, 

F,=:/  —  ^5  —  P  =0. 

Trois  conditions  sont  d'ailleurs  nécessaires  pour  déterminer 
le  mouvement  de  la  droite.  Ces  conditions  permettront  d'ex- 
primer trois  des  coefficients,  par  exemple  a,  6,  p,  en  fonc- 
tion du  quatrième,  a. 

Appliquons  la  méthode  précédente.  Nous  formerons  l'équa- 
tion 


o  =  Fj=: 


DxF.    DyF, 

dx 

dz 
ày 

D,F,    D^F, 

dx 

ày 

dz 
dx 

ày 

L'équation  suivante  sera 


o  = 


D^F 


j:*  3 

,âz 
dx 


ày 


=  (.-6|)d,F.4-6^D,F. 


OU,  en  remplaçant  i  —  è  -r-  par  a  -r^  et  supprimant  le  fac- 


ày 


dx 
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dz 
leur  commun  -r— , 

ox 


"~     \    dx^         dxdy)         \    dxdy         dy^  ) 

—  t  ^!£       h  ^'^      Al  ^!f  —  F 

dx*  dx  ày  dy*         ** 

Oo  trouvera  de  même  réquation  suivante 
o  =  F5=aD^F4  4-^DyF4 

~      dx^  dx^dy  dxây^  ây^ 

On  n'aura  plus,  pour  obtenir  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles, qu'à  éliminer  le  rapport  -  entre  les  deux  équations  F* 
etFj. 

181.  Considérons  enfin  une  fonction  z  définie,  ainsi  que 
les  paramètres  ai,  . . . ,  a^^t,  par  un  système  d'équations  de 
la  forme  suivante 

(10)       < 

I   Da,/=:0,  Da./=:0,  ...,  Da^_,/=:0. 

Prenons  les  dérivées  partielles  de  /  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  x^^  . . . ,  Xp.  En  vertu  des  équa- 
tions (10),  ces  dérivées  se  réduiront  à  leurs  premiers  termes 
Dx,/,  . . . ,  Dj.^/.  On  aura  donc 

Désignons  ces  équations  par 

F,  =  0,         ...,        Fp=:o. 

On  en  déduira,  comme  dans  le  problème  précédent,  une 
suite  de  nouvelles  équations 
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Ces  équations,  jointes  aux  précédentes  et  à  la  primitive 
fz=z  o,  fourniront  un  système  de/?  +  n  équations,  entre  les- 
quelles on  éliminera  ai,  ...,  a^_4,  cp^,  ...,  cp„.  L'équation 
résultante  sera  encore  de  l'ordre  n.  En  eflTet,  F|,  ...,  F^, 
contiennent  z  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre; 
F/»+i  contiendra,  en  outre,  celles  du  second  ordre,  etc.  ;  enfin 
F^+;,_i  contiendra  celles  du  /i**"**  ordre. 

182.  Exemple,  —  Cherchons  l'équation  aux  dérivées  par- 
llclles  des  surfaces  développables.  On  nomme  ainsi  celles  qui  • 
sont  définies  par  le  système  des  deux  équations 

fz=z  z  —  nx  —  ^y  —  ^  —  o,         Dol/—  o, 

^  et  Y  étant  des  fonctions  de  a. 

On  en  déduira,  d'après  la  méthode  précédente, 


F  -  f?/  -  ^  _ 


dx 


pui: 


F,= 


àz 


o, 


=:^^-P  =  0, 


âx^ 


dx  dy 
d^z 


dx  ôy       dy^ 


:=o. 


Ce  sera  l'équalion  cherchée. 


>•»•■ 
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CHAPITRE  IL 

VARIABLES   COMPLEXES. 


I.  —  Fonctions  synectiques. 

183.  L^inlrod action  des  nombres  irrationnels  ne  suffit 
pas  encore  pour  rendre  résolubles  toutes  les  équations  algé- 
briques. Il  est  nécessaire  pour  cela  de  faire  intervenir  une 
dernière  notion,  celle  des  nombres  complexes. 

Soit  P  =  A/'»-hB/"*~*  4-...H-K  un  polynôme  entier,  à 
coefficients  réels,  contenant  une  indéterminée  i.  En  le  divi- 
sant par  i^-h  I,  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

Nous  conviendrons  de  négliger  les  multiples  de  i^  H-  i ,  et 
de  considérer  comme  équivalents,  et  représentant  un  seul 
nombre  complexe  (ou  imaginaire),  tous  les  polynômes  qui 
donnent  le  môme  reste.  Parmi  ces  polynômes,  le  plus  simple 
est  le  reste  a  -h  bi  lui-même,  qui  sera  la  forme  normale  du 
nombre  complexe.  La  manière  la  plus  simple  de  former  ce 
reste  consiste  à  remplacer  partout  dans  P  i^  par  —  i ,  i^  par 
—  iy  «*  par  -f-  I ,  i^  par  i^  etc. 

Si  6  =  o,  ce  nombre  sera  réel;  si  a  =  o,  on  dira  qu'il  est 
purement  imaginaire  ;  si  a  =  è  =  o,  il  sera  nul. 

Un  nombre  complexe  a  H-  bi  peut  être  représenté  géomé- 
triquement par  un  segment  de  droite,  dont  les  projections 
sur  deux  axes  rectangulaires  O^  et  Oy  soient  respectivement 
a  et  b.  Soient  p  la  longueur  de  cette  droite,  cp  Tangle  qu'elle 
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fait  avec  OX;  on  aura 

p  cos<p  =.ay         p  sin  <p  =  6, 

o^zJà^-\-b^  C09©  =  -)  sin9=:-« 

*         P  P 

La  quantité  p,  qui  doit  être  prise  positivement,  se  nomme 
la  valeur  absolue  ou  le  module  de  a  +  bi\  on  la  représente 
par  la  notation  \a-\-bi\o\x  mod(a -h  bi). 

L'angle  cp  est  Vargument  de  a-\-bi\  il  n'est  déterminé 
qu'aux  multiples  près  de  27c,  lorsque  a  et  b  sont  donnés. 
Le  module,  au  contraire,  est  entièrement  déterminé^  il  ne 
s'annule  que  si  l'on  a  simultanément  a  =:  o,  6  =  0,  d'où 
a  -{-  bi  =:  o. 

Deux  nombres  complexes  a-h  bi  et  a  —  èi,  qui  ne  diffè- 
rent que  par  le  signe  de  la  partie  imaginaire,  sont  dits  con- 
jugués entre  eux.  Ces  nombres  ont  le  même  module,  ainsi 
que  les  nombres  —  a  —  bi,  —  a  +  bi,  qui  leur  sont  égaux  et 
opposés. 

Si  la  droite  représentative  du  nombre  a  H-  W  a  son  point 
de  départ  à  l'origine  des  coordonnées,  son  autre  extrémité 
sera  au  point  x  =^  a^  y=  b.  Ce  point  se  nomme  Xaffixe  de 
a  -f-  bi. 

184.  Soient  a  +  èi,  a'-f-  V i^  . . .  des  quantités  complexes. 

Leur  somme 

(a  +  a'-h. . .)  4-  (6  4-  ô'-h. .  .)i 

sera  évidemment  représentée  par  la  résultante  des  droites 
qui  représentent  séparément  les  nombres  a  -f-  bij  a' 4-  67, .... 
D'après  les  propriétés  connues  de  la  résultante,  nous  pour- 
rons énoncer  la  propriété  fondamentale  suivante  : 

Le  module  d^ une  somme  de  quantités  complexes  ne  peut 
surpasser  la  somme  de  leurs  modules;  mais,  d^ autre  part, 
il  est  au  moins  égal  au  plus  grand  de  ces  modules,  dimi- 
nué de  la  somme  des  autres. 

On  peut  remarquer  encore  que,  si  les  directions  des  droites 
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composantes  sont  toutes  comprises  dans  l'intérieur  d'un 
angle  d'ouverture  inférieure  à  it,  la  résultante  y  sera  égale- 
ment contenue. 

Donc,  si  les  termes  d'une  somme  ont  des  arguments 
dont  les  différences  mutuelles  soient  toutes  <  tc,  Vargu- 
ment  de  la  somme  sera  intermédiaire  entre  les  arguments 
de  ses  termes, 

La  différence  de  deux  nombres  complexes  a  -\-  bi^  a'+  b'  i 
sera  définie  par  l'expression 

dont  le  module  sera  compris  entre  la  somme  et  la  différence 
des  deux  nombres  a  -H  bi,  a'  -\-  b'  i. 

185.  Le  produit  des  deux  nombres  a  -h  bi,  a'-f-  b'i  sera 
donné  par  la  formule 

(a  -H  bi)  (a' -h  b'i)  —  aa' -\-  (  W-f-  ab')i -h  bb'i", 

ou,  en  divisant  par  i^-{-  i  et  ne  gardant  que  le  reste, 

{aa'  —  bb')  -^  {ba' ^  ab')i. 

Ce  résultat  prend  une  forme  plus  intéressante  si  Ton  met 
en  évidence  le  module  et  l'argument  des  deux  facteurs  consi- 
dérés; on  aura  alors 

a  -^  bi  1=1  p  (coscp  -h  / sin<p), 
a'-+-  6'i  =  p'(cos<p'-h  isin^') 

et,  pour  le  produit, 

pp'  [cos cp  ces <p'  —  sin  cp  sin  ©'  -h  1  (  sin  <p  cos cp'  4-  sin  <p'  cos  <p )] 
r=  pp'[cos(©  4-  <p')  4-  «sin  («p  4-  «p')]' 

Donc  le  module  d'un  produit  est  le  produit  des  modules 
des  /acteurs,  et  son  argument  la  somme  de  leurs  argu- 
ments. 

186.  Le  rapport  des  deux  nombres  a-\-bi  et  a'-\-b'i 
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sera  le  nombre  x  ~\-yi  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  repro- 
duit le  dividende.  On  devra  donc  avoir 

a  -hbi  —  {a' ->rb' i)  {x  -\-yi)  —  a'x  —  b' y -\-  i{b'x -[- a' y). 
Celte  équation  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 
a'x  —  b'y  m  a,         b'x  -h  a' y  =  6, 

d'où  l'on  tire 

_   aa'-[-bb'  _^ba'—ab' 

^  ~  âï^^b^  '  ^  ~"  ~^^  -h  b'^  ' 

Le  problème  comporte  donc  une  solution  unique  et  tou- 
jours admissible,  si  le  diviseur  a'-f-  b'i  est  différent  de  zéro. 

Il  est  manifeste  que  les  règles  du  calcul  algébrique  s'éten- 
dent aux  nombres  complexes. 

187.  On  dit  qu'un  nombre  complexe  variable  x  -i-  iy  tend 
vers  une  limite  fixe  c  -h  rf/,  si 

\x-^iy-(c-h  de)  |=v/(^-c)^+(/-^)« 

tend  vers  zéro. 

Cette  expression  est  au  moins  égale  à  \x  —  c\  elk\y  —  d\. 
Elle  ne  peut  donc  tendre  vers  zéro  que  si  x  tend  vers  c  et^ 
vers  d. 

Cette  condition  est  suffisante,  car  on  a 

\x-{-iy  —  c-hdi\  =  \x  —  c\-h\y  —  d\, 

et  les  deux  termes  du  second  membre  tendent  vers  zéro,  si  x 
lend  vers  c  et  j^  vers  d. 

Les  propriétés  des  modules  d'une  somme  algébrique  ou 
d'un  produit  démontrées  aux  n**'  184  et  183  sont  précisé- 
ment les  mêmes  qui  ont  été  signalées  au  n^  6  dans  le  cas 
particulier  des  nombres  réels  et  qui  ont  servi  de  fondement 
dans  le  §  II  pour  l'étude  des  ensembles.  Les  propriétés  trou- 
vées dans  ce  paragraphe  subsistent  donc  dans  le  cas  où  les 
variables  x,  y^  ...  parcourraient  non  plus  la  suite  des  nom- 
bres réels,  mais  celle  des  nombres  complexes. 
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188.  Soient  j:,j*,  ...  des  variables  indépendanles  réelles, 
P  et  Q  des  fonctions  réelles  de  ces  variables,  définies  dans 
rintérieur  d'un  domaine  E  et  admettant  des  dérivées  par- 
tielles continues.  La  fonction  complexe  uz=P  -\-  «Q  admet- 

,      j,  .    .  '  u      àP        .(?Q    (?P        .dO  .     , 

tra  des  dérivées  parlielles  -r \-  i-r^y  ~\ h  «  -.-^j  •  •  •  égrale- 

^  OJC         ox     oy         OY 

ment  continues,  et  son  accroissement  A;/,  lorsqu'on  passe 

du  point  (a:,  y,  . . .  )  au  point  {x  +  Ajt,  y  -|-  Ay,  .  •  .  )  sera 

de  la  forme 

4-  (R-h  s/)  ^a:  4-  (Ri 4-  Si 0  V  ■+■•••  » 

R,  s,  R|,  S|,  ...  tendant  vers  zéro  avec  Ao:*,  ày^  . . .  (et  cela 
uniformément  dans  tout  ensemble  E|  borné  et  parfait  inté- 
rieur à  E). 

Supposons  les  variables  x,  y^  ...  en  nombre  pair;  repré- 
sentons-les par  x,y;  Xi,  j'i  ;  ...  et  formons  les  combinai- 
sons complexes 


•   •   •   ■ 


z  —  x-h  lYj         z^—x^'^iy^y 
On  aura 

A:;  =  Ax -f- «  A  V,  A^^j  r=z  Ax^  4- lAy,,  ..., 

1^' expression 

(R  4-Sf)'^'^  -H  (Ri  +  Si/).A/  4-.  .  . 

pourra  donc  se  mettre  sous  la  forme 

P  1^3  4—  Pi  ^-^j  4~  »  •  •  j 

les  quantités 

p  —  (R4.S/)-^  +(Ri  -^-SiO--'        pi  =.  ■  •  » 

tendant  encore  vers  zéro  en  môme  temps  que  Ajc,  A^,  AjTi, 
A>^?  •  '  *  (^^  ^^^^  uniformément  dans  E|  ). 
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Si,  d^aulre  part,  nous  supposons  les  dérivées  partielles 

àP    dQ    dP    dQ  ...  ,         ,    . 

-r— >  T^f  -7~>  ^>  •  •  •  Aïées  par  les  relations 
âa^    ox    ay    ay  ^ 

dx       dy  dy  âx 

(i)  {  dP  _âQ  dP  dQ 


les  termes  de  la  première  ligne  de  l'expression  de  Am  pour- 


ront s'écrire  ainsi 


\dx         âxj    **       \dxi         àx^J      * 
On  aura  donc  finalement 

fâP       ,dQ\,        (dP        .àQ\^ 


(2)     \  \àx         âxJ  \àxi         dxi 

-h  p\z  -h  p^^Zl-\-,  .  .  . 

Lorsque  les  conditions  ci-dessus  seront  satisfaites,  nous 
dirons  que  u  est  dans  l'intérieur  de  E  une  fonction  synec- 
tique  des  variables  complexes  ^,  >S|,  ....  Les  termes  de  la 
première  ligne  du  développement  (2)  seront  sa  différen- 
ilelle  totale  du. 

Posons,  en  particulier,  A>3|  =  o,  A::2  =  o,  ...;  nous  au- 
rons 

As  ôx  ôx         '  ' 

o-  A     .      j  /        ^w         1  .,    .      dP        .ôQ 

hi  A3  tend  vers  zéro,  —  tendra  vers  une  limite  —. h  «^> 

As  OX         Ox 

indépendante  du  rapport  des  deux  infmiment  petits  ^x  et 

Ar.  Cette  limite  se  nomme  la  dérivée  partielle  de  u  par 

rapport  à  z  et  se  représentera  par  la  notation  usuelle  -yj* 

uz 

(Si  u  ne  dépendait  que  d'une  seule  variable  complexe,  on 
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rappellerait  simplement  la  dérivée  de  u  et  on  la  représente- 

du  ,  . 

rail  par  -rj  ou  ir.) 

La  fonction  u  admettra  de  même,  par  rapport  aux  autres 
variables  z^  . . . ,  des  dérivées  partielles 

dudP       .dq 

Toutes  ces  dérivées  -.->  -^i — »  *  •  •  seront  d'ailleurs  desfonc- 
lions  continues  de  j:,  ^,  oti  ,  y i ,  .... 

189.  Réciproquement,  pour  que  l'expression  Ph-Q^,  où 
P,  Q  sont  des  fonctions  de  x^  y^  Xt,  yt,  ...   définies  dans 

l'ensemble  E,  admette  des  dérivées  partielles  continues  -^y 

oz 

-T—)  '  •  •  indépendantes,  la  première  du  rapport  de  ^x  à  A^, 

la  seconde  du  rapport  de  ^Xi  à  A^i,  etc.,  il  faudra  que  P  et 

O  admettent  des  dérivées  partielles  continues  -^r-y  -t^j  t-' 
^  ^  ox    ox    ay 

-r~,  •  •  •  liées  par  les  relations  (i). 

En  effet,  changeant  a:  en  ;r  -h  Ax,  sans  altérer j/*,  X| ,  j^i , ...» 

on  aura 

Am  _  Atf  _  aP  -h  /AQ 

A5  Âj?  bkX 

Pour  que  celte  expression  tende  vers  une  limite  fixe  -p» 

il  faut  que  — >  —  tendent  vers  des  limites. 

Donc   P  et  Q   doivent  admettre  des  dérivées   partielles 

dV    dq        ,, 

-r— >  -T-^>  et  1  on  aura 

ox    ox 

àuâP       ,dQ 
ôz        àx         àx 

Changeons  de  même  y  en  y  -^  ly^  sans  altérer  les  autres 
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variables.  Od  aura 

Aw  _   Am  AP  +  ^AQ  _  AQ  — £AP 

A3        i  ly  i  ^y  t^y 

Pour  que  celte  expression  leade  vers  la  limite  -r^^  j  lorsque 

^y  tend  vers  zéro,  il  faut  que  —  >  —  tendent  vers  des  limites 

dq    dV        .,  ^      ^ 

-  ^5  -T—y  et  1  on  aura 
ày    dy 

àu__dQ_  .âP 

ôz  ~~  ày         dy 

Pour  que  cette  expression  de  -r-  coïncide  avec  la  précé- 
dente, il  faut  qu'on  ait 

âPôQ  âP  ÔQ 

ôx       dy  dy  dx 

Enfin,  pour  que  -j^  soit  continue,  il  faut  que  sa  partie 

réelle  et  sa  partie  imasrinaire  le  soient.  Donc  -r— >  -r^»  -7- j  ^ 
tr  o  ^x   dx   dy    dy 

doivent  être  continues. 

On  obtient  des  résultats  analogues  pour  les  autres  déri- 

vées  partielles  -. —  >  •  •  •  >  -^-^  > 

^  dxi  dyi 

190.  Remarques,  —  1°  Si  l'on  veut  que  P  4-  Qf  soit  une 
fonction  syneclique  de  ^,  ^1  . . . ,  aucune  des  deux  fonctions 
P  et  Q  ne  pourra  être  choisie  arbitrairement;  car  les  deux 
premières  équations  (1),  dérivées  respectivement  par  rapport 
ù  X  Qly  et  ajoutées  ensemble,  donnent 

d^P       (^»P 

=  o. 


dx^    '    dy^ 
Dérivées  par  rapport  à  ^  et  :r,  puis  retranchées,  elles 
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donnent 

âx^        dy* 
On  trouvera  de  même 


dx\       ây\         '  <?j?î        dy\ 

2°  Si  l'on  admet  (ce  qui  a  toujours  lieu,  comme  on  le 
verra  plus  loin)  que  les  dérivées  secondes  -5—5- >  ^ — 3->  ••  • 

existent  et  sont  continues  dans  1  intérieur  de  L,  -.—  >  ^r— '  •  •  • 

oz    âzi 

seront  encore  des  fonctions  synectiques  de  5,  >3|,  .... 

En  effet, 

du  _dP        ,dQ 
dz        dx         dx 

par  exemple,  admet  des  dérivées  partielles  continues 


d    du         d^P 
dx  dz          dx* 

.   d*Q 
-^'     dxi' 

d    du  _   d*P 
dy  dz       dxdy 

dxdy^ 

d    du         d*P 
dxi  dz       dx  dxi 

dx  dx^ 

Il  reste  à  montrer  que  ces  dérivées  partielles  satisfont  aux 

relations 

a'P_   d^q  d^P    _      d^Q 

dx*        dxdy  dxdy  dx* 

d*P  _     d*Q  d*P     _      d*Q 

dx*  ~  dxi  dyi  dx^  dyi  ~~       dx*  ' 


Or  celies-ci  s'obtiennent   immédiatement  en   dérivant  les 
équations  (1)  par  rapport  k  x,  Xt,  .... 

3**  Si  nous  représentons  par  -rzt'    >^  >,  >  •    •  les  dérivées 
J. -I.  12 
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j    àu 

de  -rj>  par  rapport  a  5,  .z^,  . . . ,  on  aura 
oz 

—  -h  l  ^ 


dz  dzi       dx  dx^         dx  dx^ 


dxi  dx         dxi  dx    ,  dz  àz^ 
4**  Si  nous  supposons  u  indépendant  de  5,  on  aura  -r—  =  o, 

Oz 

si  «  =  5,  -r^  =  I.  Si  donc,  dans  Téquation 
Oz 

j         du  ,         du  , 
aw  =  -r—  A3  -h  -v—  ^^1  -r . . . , 
dz  dz^ 

qui  définit  du^  nous  posons  u  =  z^  il  viendra  dz  ==  ùkZ,  De 
même  dz^  =  A.5<,  .  . .,  et,  par  suite, 

,         du  ,        du    , 

au  ■==.  -rr—  az  H — r —  dz*  -+-.... 
dz  dzi 

5°  Les  théorèmes  du  n°  75  et  la  règle  plus  générale  du 
n°  88  pour  la  dérivation  des  fonctions  composées  s'appli- 
quent sans  changement  aux  fonctions  synectiques  de  va- 
riables complexes. 

191.  Théorème.  —  Soit  V(z,  5|,  . . .)  une  fonction  sy- 
nec tique  de 

Z  —  X-\-if,  51=:  ^1-4-  17,, 

définie  aux  environs  du  point 

•  dV 
et  s^ annulant  en  ce  point  sans  que  sa  dériv^ée  partielle  -r^ 

s  y  annule. 

On  pourra  déterminer  une  fonction  synectique  de 
Zx,  . . .,  définie  aux  environs  du  point  (ÎJ^,  . . .),  prenant 
en  ce  point  la  valeur  Ç  et  qui,  substituée  dans  V équation 
Yi^z^Zxn  . . .)  =  o,  /a rende  identiquement  satisfaite.  Cette 


YABIABLES  COMPLEXES. 


'79 


fonction  sera  unique  et  admettra  aux  en\?irons  du  point 
(!Ji,  . . .)  les  dérivées  partielles 


(3) 


dz 


r  i 


àF 
ds 


Soit,  en  effet, 


F(i,  s„  ...)  =  P-I-Q«, 


P  et  Q  étant  des  fonctions  At  x,  y\  Xx^yt;  . . . . 
On  a,  par  définition, 


(4) 


dP 
dx 

dP 
dxi 


ày' 
àQ 


dP 

ày 

dP 


dx 
dx^ 


Le  jacobien 


J  = 


ôx 
dQ 


âP 

ày 

àQ 


dx     dy 


de  P  et  Q  par  rapport  à  x^  y  se  réduira,  en  vertu  de  ces 
équations,  à 

ce  qui  est  le  carré  du  module  de  la  dérivée 

dV      dP       .  dQ 

zn h  i  -- -  • 

dz        ôx         dx 

Celle-ci  ne  s'annulant  pas  au  point  initial  (S,  ttj,  Ç| ,  t,i  ,  . . .  ) 
J  ne  s'y  annulera  pas.  On  pourra  donc  déterminer,  et  cela 
d'une  seule  manière,  aux  environs  du  point  ($i ,  vji ,  . . .)  deux 
fonctions  réelles  ;r ,  y  des  variables  indépendantes  iCi ,  J'i ,  . . . , 
satisfaisant  identiquement  aux  équations  P  z^  o,  Q  =  o  (ou, 
ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation  F  =  o)  et  se  réduisant 
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respeclivement  à  i,  r\  au  point  (Si ,  ^h  »  •  •  •)*  ^^^  difTérentielIes 
totales  de  ces  fonctions  seront  données  par  les  équations 

dP   ,        dP   .         dP    ,  dP    , 

on,  en  vertu  des  équations  (i), 

âO  ,        dP  .        dQ   .         dP    . 

Ajoutons  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  t;  il  viendra 


dP       ,dQ 
dx         dx 


J  {dx  -h  idy) 


ou 


-T—  <i5  -h  -r—  dzi^  -h  ...  =1::  o. 
oz  âzi 

Cette  relation  montre  que  la  quantité  complexe  z  est  bien 
une  fonction  sjnectîque  de  ^4,  ...  et  a  pour  dérivées  par- 
tielles les  expressions  (3).  Elle  satisfait  dVilleurs  à  l'équa- 
tion F  =  o  et  se  réduit  à  $  +  fT)  au  point  (Çi ,  . . .). 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  est  entièrement 
semblable  à  celui  démontré  (91)  pour  les  fonctions  de  va- 
riables réelles.  Les  conséquences  déduites  de  ce  dernier  (92 
à  95)  subsistent  évidemment  aussi  pour  les  fonctions  synec- 
tiques  de  variables  complexes. 

192.  Les  conditions  qui  expriment  que  tt=:P-hQi  est 
une  fonction  de  z  =  x  -h  iy  sont  susceptibles  d'une  interpré- 
tation géométrique  remarquable. 
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Marquons  en  effet,  sur  le  plan,  le  point  qui  a  pour  afGxe 
u  =/(^z),  A  chaque  point  z  correspond  un  point  a,  à  chaque 
ligne  décrite  par  z,  une  ligne  décrite  par  u. 

Considérons  trois  points  z,  z-\-  A2,  5  -|-  A|  s  formant  un 
triangle  infiniment  petit,  dont  les  côtés  auront  respectivement 
pour  longueurs  ]  Az  |,  |  A|  z  [^  |  A|  z  —  A^  |. 

Les  points  correspondants  u,  u-^  Au,  1/  +  A|  1/  formeront 
un  autre  triangle,  dont  les  côtés  auront  pour  longueurs 

I  A,  W  -  A«  I  rz:  I  [f'{z  4-  A«)  4-  p](Ai5  -  Iz)  ], 


Z, 


R,  Ri ,  p  tendant  vers  zéro  avec  A^,  A| 

Les  rapports  des  côtés  correspondants  sont  donc  respec- 
tivement |/'(2)4-R|,  |/'(5)-hRi[,  |/'(5  +  A3)  +  p|  et 
tendent  vers  la  limite  commune/' (5)  lorsque  As  et  l^z  ten- 
dent vers  zéro.  Les  deux  triangles  tendent  donc  à  devenir 
semblables. 

Ce  raisonnement  serait  toutefois  en  défaut  pour  les  valeurs 
de  z  qui  annuleraient  /'(z), 

IL  —  Intégrales  des  fonctions  synectiqaes. 

193.  Soit  toujours 

/(^)  =  P-+-iQ 

une  fonction  de  5,  synectique  à  l'intérieur  d'un  domaine  E, 
et  soient 

les  équations  d'une  ligne  rectifiable  L  menée  dans  l'intérieur 
de  E  entre  deux  points  Zo  et  Z. 

Les  quantités  P  et  Q  étant  des  fonctions  continues  de  Xy 
y^  qui,  sur  la  ligne  L,  sont  eux-mêmes  des  fonctions  conti- 
nues de  t^  seront  le  long  de  cette  ligne  des  fonctions  con- 
tinues de  /.  Représentons-les  par  P(^)  et  Q(^). 


l82  PREMIERE   PARTIE.  —    CHAPITRE   II. 

Entre  les  valeurs  Iq,  T  de  f  qui  correspondent  aux  deux 
extrémités  de  L,  intercalons  une  suite  de  valeurs  intermé- 
diaires ^1,  ...,  ^A,  ....  Entre  deux  valeurs  consécutives  ^Ai 
tk^i  prenons  arbitrairement  une  valeur  intermédiaire  ta. 
Désignons  par  z^y  s^+m  Ça  les  valeurs  de  z  qui  corres- 
pondent à  tjç,  /a+i,  Ta. 

Cela  posé,  formons  la  somme 

S=2/(î,.)(^A-+i--A)  =  2:[P(x;t)4-'Q(^*)](^*^i-^*). 

Si  Von  fait  décroître  indéfiniment  V étendue  de  tous 
les  intervalles  A^a=  ^a+i  —  ^a?  l<^  somme  ci-dessus  tendra 
vers  une  limite  fixe,  que  nous  appellerons  V intégrale  de 
f{z)dz  suivant  la  ligne  L,  et  que  nous  représenterons  par 

ff{z)dz. 

Pour  établir  ce  théorème  fondamental,  il  suffit  de  montrer 
que,  quelle  que  soit  la  quantité  e,  on  pourra  déterminer  une 
quantité  r^  telle  que  la  différence  entre  deux  sommes  quel- 
conques S  et  S'  dans  chacune  desquelles  les  intervalles  A^a 
sont  <;  7^  ait  son  module  nécessairement  <C£« 

Soient  S,  S'  deux  de  ces  sommes  correspondant  respecti- 
vement à  deux  systèmes  de  valeurs  intermédiaires  . . . ,  /a> 
/a+i  î  •  •  •  et  ... ,  /]t,  ^i^,,  ...  ;  S"  une  troisième  somme  corres- 
pondant à  un  nouveau  mode  de  division  où  figurent  toutes 
les  valeurs  intermédiaires  t  et  t'.  On  aura 


il  suffit  donc  de  montrer  que,  si  vj  est  assez  petit,  le  module 

de  la  différence  S" — S  sera  <;  ->  la  même  démonstration 

s^appliquant  à  la  différence  analogue  S" —  S'. 
Considérons  un  terme 
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de  la  somme  S.  Il  est  remplacé  dans  S"^  par  une  somme  de 
termes 

ï[P(T;.)-t-tQ(xi.)](4-+i-5i) 

où 

La  différence  entre  cette  somme  de  termes  et  le  terme  pri- 
mitif sera  donc 

(i)     I.  î  P(Ti.)  -  P(t^)  -+-  £[Q(^i')  -  QC-^^t)]!  (4'^i-  4). 

Cela  posé,  T^t  et  l'i^  étant  compris  entre  tk  et  /a+j,  leur  dif- 
férence sera  <^t,.  D'ailleurs,  les  fonctions  P  et  Q,  étant  con- 
tinues, le  sont  uniformément.  On  pourra  donc,  en  prenant 
7[  assez  petit,  rendre  toutes  les  quantités  P(Ti.)  —  P('a)j 
Q('^i')  —  QC*^*)  moindres  en  valeur  absolue  qu'une  quantité 
arbitraire  \, 

Cela  posé,  le  module  de  la  somme  (i)  sera  moindre  que 

D'ailleurs  [  Z/^.^^ —  z'i^  \  n'est  autre  chose  que  la  distance  rec- 
tiligne  des  points  ^i^j  et  z^..  Donc  S|  5^.^.1  —  ^i»  |  représente 
le  périmètre  du  polygone  formé  avec  les  points  ^i-,  ...  et 
sera  au  plus  égal  à  l'arc  de  courbe  compris  entre  Zk  et  -Sa+i« 
Opérant  de  même  sur  chacun  des  termes  de  la  somme  S  et 
sur  les  termes  correspondants  de  S'',  on  aura 

|S'-S|<Çv/2/, 

/  désignant  la  longueur  de  l'arc  total.  En  prenant  \  assez 
petit,  on  pourra  rendre  cette  différence  moindre  que  -• 

194.  Supposons,  en  outre,  que  les  fonctions  <p(^),  ^{t) 
admettent  une  dérivée  continue.  Le  calcul  de  l'intégrale  dont 
l'existence  vient  d'être  établie  se  ramènera  à  celui  d'inté- 
grales réelles. 

Il  s'agit,  en  effet,  de  trouver  la  limite  de  la  somme 

r(P-+-  Qi)  {lix  4-  I  A/)  =  2(PAa;  —  Q  Ay)  -t-  «  S(Q  tix  H-  PAj). 
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Or  on  a,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  les  fonctions  ç 
et  6, 

A^'  =  [?'(0  -+-  R]  A^       A/  =  [f  (0  +  R']  A^, 

R  et  R'  convergeant  uniformément  vers  zéro  avec  A^,  dans 
l'intervalle  de  Cq  à  T. 
On  aura  donc 

I.{Plx  -  Q  A7)  =  2[P  (p'(0  —  Q  ^''{O]  ^^  -H  2:(PR  —  QR)  A/. 

Le  second  terme  de  cette  expression  tend  vers  zéro  avec  les 
intervalles  A/.  En  effet,  soient  M  une  limite  supérieure  des 
modules  des  fonctions  P  et  Q  sur  la  ligne  L;  r^  le  maximum 
des  modules  des  quantités  R,  R';  on  aura 

modS(PR  — QR')A^  =  2]VÎïi2:a/  =  2Mt)(T— ^o)- 

Or,  lorsque  les   A^  décroissent  indéfiniment,  les  R,   R' 
tendent  uniformément  vers  zéro;  donc  tj  tend  vers  zéro. 
On  aura  donc 

lim  i:(PA^  —  q  A/)  zr  lim  S[Pcf'(0  —  Q  V(0]  ^^ 

T 

=  f   [P?'(0-Qf(0]^^ 

De  même 

T 

lim2(QAjr-hPA/)=    f    [Q<^'(t) -^-P  ^'{t)]dt. 


195.    De  la  définition  de  l'intégrale     /  /(^)  dz  par 


une 


limite  de  somme  résultent  évidemment  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1°  Si  la  ligne  L  est  formée  de  plusieurs  parties  succes- 
sives L|  y  L2,  . . . ,  on  aura 


/7(5)  dz  =//(-)  dz  +//{')  dz 


•  •  •  ■ 


2®  Si  L  et  L""*  représentent  la  même  ligne,  décrite  dans 
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deux  sens  opposés,  on  aura 


f  f{z)dz=^  f/i^)dz. 


3*»  Si/{z)  =  Ci/i{z)-hC2/2{z)-\'""i  Ci,  C2,  ...  étant 
des  constantes,  on  aura 

I  /{z)dz  —  Ct  f  /i{z)dz-hC2  l Mz)dz-\- 

*^L  •^L  *^L 

4**  Enfin,  soient  M  le  maximum  de  |/(s)  |  sur  la  ligne  L, 
et  /  la  longueur  de  cette  ligne,  on  aura 

p  désignant  le  périmètre  du  polygone  ZoZt , .  .Zf,. , .;  d'où, 
en  passant  à  la  limite 


IX 


/{z)d^ 


=  ML 


196.  On  remarquera  que,  dans  les  raisonnements  qui  pré- 
cèdent, nous  nous  sommes  appuyé  uniquement  sur  la  con- 
tinuité des  fonctions  P  et  Q,  sans  faire  aucun  usage  des 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  expriment  que  P  -i-  Qt 
a  une  dérivée  déterminée.  Mais  ces  nouvelles  conditions  vont 
intervenir  dans  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  C  un  contour  fermé  continu  et  sans 
point  multiple,  et  tel  que  tous  les  points  non  extérieurs 
à  C  soient  intérieurs  au  domaine  E.  Uintégrale  ff{z)  dz 
prise  suivant  une  ligne  rectifiahle  fermée  quelconque  K 
intérieure  à  C  sera  identiquement  nulle, 

La  fonction  f{z)  =  P  -|-  Q/,  étant  continue  pour  tous  les 
points  non  extérieurs  à  C,  qui  forment  un  ensemble  parfait, 
le  sera  uniformément  dans  cet  ensemble. 

Soient 

les  équations  de  la  courbe  K.  Donnons  à  /  une  série  de 
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valeurs  successives  to,  . . ,,  tj^,  ,,,;  nous  obtiendrons  sur  la 
courbe  une  série  de  points  correspondants  Zq,  . . . ,  zi^,  .... 
Supposons  que  les  intervalles  i/f^t  —  i/f  soient  tous  <;  8.  En 
faisait  décroître  suffisamment  cette  quantité  8,  on  pourra 
faire  en  sorte  : 

i**  Que  les  distances  ^^-SA+i  (qui  tendent  uniformément 
vers  zéro  avec  8)  soient  moindres  que  la  plus  courte  distance 
de  K  à  C,  et  par  suite  que  le  polygone  inscrit  P,  qui  a  pour 
sommets  Zq,  ^i,  . . . ,  5^,  . . . ,  soit  intérieur  à  C  ; 

2°  Que  la  différence  entre  la  somme 

et  sa  limite    /  /{z)  dz  ait  son  module  moindre  qu'une  quan- 

tité  e  choisie  à  volonté  ; 

3°  Enfin,  que  la  différence  entre  cette  somme  et  l'inté- 
grale I  /{z)dz^   prise  sur  le  contour  du  polygone  P,  ait 

aussi  son  module  <^  s. 

Pour  établir  ce  dernier  point,  qui  seul  a  besoin  de  démon- 
stration, considérons  le  terme 

AZk){Zic+i  —  Zfc) 

correspondant  à  l'élément  z/fZ^^i.  Il  est  remplacé,  dans  l'in- 
tégrale   /  /{z)dz,  par  l'expression  suivante 
Jp 

où  z'if^,  . . .  sont  des  points  de  division  infiniment  voisins  pris 
sur  la  droite  Z/^Zff^i . 
Comme  on  a 

la  différence  entre  ces  deux  expressions  sera  la  limite  de  la 
somme 

2[/(«i*)-/(5*)](^;^,.*-^j*), 
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dont  le  module  est  au  plus  égal  à 

Ik  désignant  la  longueur  du  côté  Zk^\  —  Zk^  et  Ma  le  maximum 
des  modules  des  quantités  /{z'ik)  —  fi^ff)- 

Raisonnant  de  même  sur  chacun  des  côtés  du  polygone  et 
désignant  par  M  le  maximum  des  quantités  Ma  et  par  /  la 
longueur  de  la  courbe  K,  on  aura  pour  limite  supérieure  du 
module  de  la  différence  cherchée 

2Ma/a<M2/a<  m/. 

D'ailleurs,  le  point  z^f^  étant  situé  sur  la  droite  ^a^a+i»  on 
aura 

I  ^ik  —  ^A-  I  <  I  ^k-*-l         ^Ar  I  • 

Donc  les  différences  z^j^  —  Zk  et,  par  suite,  les  quantités 
f(^'ik)  — /(^*)  tendent  uniformément  vers  zéro  avec  8.  On 
peut  donc,  en  prenant  8  assez  petit,  rendre  M  moindre  que 

j9  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

Si  donc  nous  établissons  que  Tintégrale  //(:j)rf5  est  nulle 
pour  tout  polygone  P,  le  théorème  sera  démontré,  car  le  mo- 
dule de  rintégrale  /  /{z)dz  étant  <  2s,  quelque  petit  que 

soit  s,  sera  rigoureusement  nul. 

197.  Le  contour  polygonal  P  peut  se  traverser  lui-même 
en  certains  points;  le  nombre  de  ces  traversées  sera  limité  et 

au  plus  égal  à  — -y  n  étant  le  nombre  des  côtés  du  po- 

lygooe.  Partons,  dans  ce  cas,  d'un  point  quelconque  du  con- 
tour pour  le  décrire  dans  le  sens  de  l'intégration,  jusqu'à  ce 
qu'on  traverse  pour  la  première  fois  les  parties  déjà  décrites. 
La  portion  de  contour  comprise  entre  ces  deux  passages  au 
même  point  formera  un  contour  partiel  qui  ne  se  traverse  pas 
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lui-même.  Si  l'on  suppose  le  théorème  établi  pour  un  sem- 
blable contour,  on  pourra  négliger  cette  portion  de  la  ligne 
d'intégration,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  la  démonstration 
pour  le  contour  restant,  où  le  nombre  des  traversées  est 
diminué. 

On  voit  donc  qu'il  sufGt  d'établir  notre  proposition  pour 
un  contour  polygonal  qui  ne  se  traverse  pas  lui-même.  Or 
l'intérieur  d'un  semblable  contour  peut  se  décomposer  en 
triangles.  Supposons  le  théorème  établi  pour  chacun  de  ces 
triangles;  la  somme  des  intégrales  obtenues  en  faisant  le 
tour  de  chacun  de  ces  triangles,  dans  le  sens  direct,  par 
exemple,  sera  nulle.  Mais  les  côtés  de  ces  triangles  qui  ne 
font  pas  partie  du  contour  P  étant  décrits  deux  fois  en  sens 
contraire,  les  intégrales  correspondantes  se  détruisent  deux 
à  deux^  et  l'intégrale  restante  sera  précisément  celle  qu'on 
obtient  en  décrivant  le  contour  P. 

Nous  avons  ainsi  ramené  la  démonstration  du  théorème  au 
cas  où  le  contour  K,  au  lieu  d'être  une  courbe  rectifiable 
quelconque,  dont  la  notion  est  un  peu  confuse,  se  réduit  à 
un  triangle. 

On  peut  même  admettre  que  le  triangle  a  un  de  ses  côtés 
parallèles  à  l'axe  des^,  car  tout  triangle  peut  être  décomposé 
en  deux  triangles  de  cette  nature. 

198.  Considérons  un  semblable  triangle  ABC  (^fig*  i). 
Soient 

A  z=r  a  -h  a'«, 

B  =  ^  -h  [a'-H  /no(^  —  fl)]i, 

C  =  6  -h  [a'-h  m{h  —  a)]/ 

les  affixes  de  ses  sommets  (de  telle  sorte  que  /Wo,  ni  repré- 
sentent respectivement  les  coefïlcients  angulaires  des  côtés 
AB,  BC). 

Nous  allons  montrer  que  l'intégrale  //(>5)rf-3,  prise  sur  le 
contour  du  triangle,  a  une  valeur  indépendante  de  m. 
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Elle  se  compose,  en  effet,  des  trois  intégrales 
f  f{z)dz,     f  Az)dz,      f  f{z)dz 

*^AB  *^BC  ^Ck 

La  première  ne  dépend  pas  de  m. 

Fig.  I. 


189 


Cherchons  la  dérivée  de  la  seconde.  Soit 

/(^)  =  P(;r,7)4-eQ(x,y). 

La  ligne  BC  a  pour  équations 

œz^by         y^::a^-i-t{b  —  a), 
i  étant  réel  et  variant  de  nio  à  m.  Donc  l'intégrale 

f  /(z)dz 

*^BC 

sera  égale  à 
C""]  P[6,  a' 4-  l{b  —  a)]  -+-  iQ[b,  a' -4-  t{b^a)]  \  i{b  -  a)d:. 

et  sa  dérivée,  par  rapport  à  sa  limite  supérieure  m,  sera 

P[b,a'-\-m{b  —  a)'\-^i(^[b,a'-\-m{b  —  a)]i{b  —  a) 
=  i/(C){b^a). 

Cherchons,  d'autre  part,  la  dérivée  de  la  troisième  inlé- 
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grale  prise  suivant  le  côté  CA.  On  a,  sur  cette  ligne, 

x^=.ty        jr=:a'-h  ni{t  —  a), 

t  étant  réel  et  variant  de  6  à  a.  Substituant  ces  valeurs  dans 
f{z)^  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

(2)   /{z)  =:  P(a:,  y)  +  ï  Q(a:,  y)  =  V,{t,  m)  +  iq,{t,  m), 

et  comme 

dz  ■=.  dx  -\'  i dy  :=z  i^i -^  mi) dty 

l'intégrale  cherchée  deviendra 

f   [Pi(^m)-htQ,(r, /n)](i-h/n«)û^^ 

expression  où  Ton  séparerait  sans  peine  la  partie  réelle  de  la 
partie  imaginaire. 

Sa  dérivée  par  rapport  à  m  sera 


Or  on  a,  par  hypothèse, 

\dx         dx 


/       ^/  ^^  ày 


et,  d'autre  part,  en  dérivant  l'équation  (2)  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  t^  m  dont  x  ei  y  sont  des  fonctions, 


dx         dx 


^  \dy^'  dy)-  di  ^'  dt 

,,        ./dP       .dQ\       dP, 


am 


La  combinaison  de  ces  équations  donne 
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SubstituaDl  cette  valeur  dans  Tintégrale  (3),  elle  devient 


=-«X^-«)/(C). 

Cette  dérivée  étant  égale  et  contraire  à  celle  de  l'intégrale 
suivant  BC,  on  voit  que  l'intégrale  f  f{z)dz^  prise  autour 
du  triangle,  est  une  constante  indépendante  de  m. 

Or,  si  m  ==  o,  l'intégrale  suivant  BC  disparaît,  et  les  inté- 
grales suivant  AB  et  CA  sont  égales  et  contraires.  Donc  la 
constante  est  nulle  et  le  théorème  est  établi. 

199.  Corollaire.  —  Soient  L,  L|  deux  lignes  arbitrai- 
rement tracées  dans  V intérieur  de  C  entre  deux  points 
fixes  Zq  et  Ti.  On  aura 

f/{z)dz  =  f/{z)dz, 

^L  »^L, 

Car  la  ligne  L|L~*  étant  fermée,  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

•^L,L-»        «^L,        «^L-»        «^L,        «^L 

L'intégrale  ne  dépend  donc  pas  du  tracé  de  la  ligne  L,  mais 
seulement  de  la  position  de  ses  extrémités.  On  peut  mettre 
ce  fait  en  évidence  en  la  représentant  par  la  notation 


/ 


z 

/{z)dz. 


200.  Dans  l'intérieur  de  C,  celle  expression  représente 
une  fonction  sjneclique  de  Z,  ayant  pour  dérivée  /{z). 

Cherchons,  en  effet,  son  accroissement  lorsqu'on  change  Z 
en  Z  -+-  rfZ. 

Soit  L  la  ligne  d'intégration  suivie  de  Zq  à  Z.  On  peut 
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adopter  comme  ligne  d'intégration  de  ^o  ^  ^  +  dZ  la  ligne  L, 
suivie  de  la  droite  infiniment  petite  qui  joint  Z  à  Z  +  dZ. 
On  aura  alors 


r.Z-4-JZ 


f  /{z)dz-f   /{z)dz 


,Z-4-<fZ  ^Z  +  dZ  ^Z  +  dZ 


=  f{z)dz=/(Z)\  dz+  [/W-/(Z)]rf5. 

*^z  ^z  ^z 

Le  premier  terme  est  évidemment  égal  k  f{Tj)dL,  Le  se- 
cond a  pour  limite  supérieure  de  son  module  M  |  d[L  |,  M  étant 
le  maximum  de  \f{z)  —  /(Z)  |  sur  la  ligne  d'intégration.  Or 

I  5  —  Z I  est  ^  \dZ\y  et  f{z)  est  continue.  Si  donc  rfZ  tend 
vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  M  ;  on  aura  donc 

/  -/     =[/(Z)4-R)t/Z], 

II  étant  un  infiniment  petit. 

On  voit  par  là  qu'il  existe  des  fonctions  synectiques  ayant 
/(Z)  pour  dérivée  et  définies  dans  le  même  domaine  que 
celle-ci;  elles  auront  pour  formule  générale 

^{Z')^  f  /{z)dz-hc, 

c  désignant  une  constante. 

L'une  de  ces  fonctions  ^(Z)  étant  donnée,  on  obtiendra 
la  valeur  correspondante  de  c  en  faisant  Z  =  5o.  II  vient 

On  aura,  par  suite,  comme  au  n^  82, 


(4) 


/     /{z)dz=z^{Z)--^{Zo). 


Comme  on  a  évidemment 

.z 


J  /(z)dz=-J"/{s)dz, 
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rintégrale,  considérée  comme  fonction  de  Zoy  aura  pour  dé- 
rivée —  /(^o)- 

201.  Les  règles  pour  la  dérivation  des  intégrales  définies 
et  pour  l'intégration  par  parties  (n°*  83  et  84)  s'appliquent 
évidemment  aux  intégrales  que  nous  considérons  en  ce  mo- 
ment. 

202.  Le  changement  de  la  variable  indépendante  peut  s'o- 
pérer comme  il  suit  : 

Soit  z=^(f{t)  une  fonction  de  /,  synectique  à  l'intérieur 
d'un  domaine  E|.  Lorsque  t  se  meut  à  l'intérieur  de  E|,  z 
se  mouvra  dans  un  domaine  correspondant  E. 

Supposons  en  particulier  que  t  décrive  un  arc  L|  de  ligne 
rectiGable;  z  décrira  une  ligne  correspondante  L,  et  ses  va- 
riations seront  liées  à  celles  de  /  par  la  relation 

:f't  restant  continue,  et  R  tendant  uniformément  vers  zéro 
avec  A^;  car  les  points  de  L|  forment  un  ensemble  borné  et 
parfait;  on  pourra  donc  assigner  une  quantité  t]  telle  que, 
si  I  A/|<;]7i,  [R|  devienne  moindre  qu'une  quantité  e  arbi- 
trairement choisie,  quelle  que  soit  la  position  du  point  t 
sur  L|.  D'autre  part,  le  long  de  cette  ligne,  |'f'(OI  admettra 
un  maximum  [x. 

Soit  Iqj  .-.,  tf(^  ...  T  une  suite  de  points  pris  sur  Li, 
de  telle  sorte  que  les  différences  A/>t=^A4.i  —  ^a  aient  leurs 
modules  moindres  que  r^  ;  et  soient  Zq^  • .  . ,  Zft^  .  .  . ,  Z  les 
points  correspondants  de  L;  on  aura 

d'où 

donc  les  As^  tendront  uniformément  vers  zéro  avec  les  A/>;. 
EnGn  la  ligne  L  sera  reclifiable  et  aura  une  longueur 

/^  limS  1  A3a.[?  lim(;A  -+-  e)  S  A?;^.  v  ii/j, 

/i  désignant  la  longueur  de  L|. 

J.  -  I.  i3 
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Cela  posé,  soit/(5)  une  fonction  dez,  sjnectique  dans  Ei  ; 
ou  aura 

Faisons  tendre  y;  et  e  vers  zéro.  Les  Af^  et  les  A;;;^  tendant 
vers  zéro,  le  premier  membre  aura  pour  limite 


/■ 


f{z)dz 

L 

et  le  second 

J^  f{^t)i^' tdt-^\\m^f{^tk)^kiit|c' 
Or,  si  l'on  désigne  par  M  le  maximum  de  |/|  sur  la  ligne 
d'intégration,  le  second  terme  aura  son  module  moindre  que 
Ms/i.  Il  tend  donc  vers  zéro,  et  l'on  aura 

(5)  Cf{z)dz^  ff{^t)<,'tdt. 

203.  Théorème.  —  Soient  C|,  Ca,  .  •  •,  C„  (Jig'  a)  des 
contours  fermés  recti fiables  et  sans  points  multiples,  exté- 
rieurs les  uns  aux  autres,  et  tous  intérieurs  à  un  dernier 
contour  Co  de  même  nature. 


Fi  g.  2, 


Soit,  d'autre  part,  fz  une  fonction  de  z  synect  que 
dans  un  domaine  E  contenant  dans  son  intérieur  toute 
la  région  R  du  plan  bornée  par  les  contours  Go,  C, ,  . . . , 
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C/i,  y  compris  ces  contours  eux-mêmes;  on  aura 

J\  fzdz-=.  I  fzdz  ~^. .  ,-^  I  fz dzy 

les  intégrales  étant  prises  dans  le  même  sens,  par  exemple 
dans  le  sens  direct,  autour  de  ces  divers  contours. 

Nous  supposerons  n  =  2  dans  la  démonstration. 

Joignons  les  contours  Co,  C|,  Ca  par  des  lignes  reclifîables 
L,  L|,  L2  sans  points  multiples  et  ne  se  rencontrant  pas  mu- 
tuellement {/Ig'  2).  La  région  R  se  trouvera  divisée  en  deu\ 
régions  partielles  R|,  R2,  limitées  chacune  par  un  seul 
contour  fermé  dans  tout  l'intérieur  duquel  fz  est  synectique. 

L'intégrale //.rf.  prise  dans  le  sens  direct  le  long  do 

chacun  de  ces  contours  frontières  sera  donc  nulle  (196). 
Ajoutant  les  résultats  obtenus  pour  les  doux  régions,  on  re- 
marque : 

.1"  Que  chacune  des  lignes  L,  Li,  Lo  a^ant  été  décrite  uue 
fois  dans  chaque  sens,  les  intégrales  correspondantes  se  dé- 
truisent; 

a°  Que  les  deux  moitiés  du  contour  Co  ont  été  décrites 
chacune  dans  le  sens  direct;  la  somme  des  intégrales  obtenues 
sera  donc 

/  /-  ^i^  ; 

Co 

3^  Que  les  deux  moitiés  de  chacun  des  contours  C|,  Ct 
ont  été  décrites  dans  le  sens  rétrograde.  Si  donc  nous  dé- 
signons par  /  fz  dz,   1  fz  dz  les  valeurs  des  intégrales  prises 

en  décrivant  C|  et  Cj  dans  le  sens  direct,  les  intégrales  ob- 
tenues   seront   —  /  fzdz^    —  /  fzdz.    Nous   avons   donc 

comme  résultat  final 


J^  fz  dz  —  1  fzdz  —  j  fz  dz 
c.  ^Ct  ^^t 


o. 


196  PREMIÈRE   PARTIE.    —    CHAPITRE   il. 

204.  Théorème.  —  Soit  fz  une  fonction  synectique  à 
r intérieur  d*un  domaine  E  ;  soit  K  un  contour  {rectifiable, 
fermé  et  sans  point  multiple)  et  tel  que  toute  la  région 
du  plan  non  extérieure  à  K  soit  dans  ^intérieur  de  E; 
on  aura  pour  tout  point  a  de  cette  région 

(G)  fa—        .  I  '- 

^    ^  -^  21:1  J^  z^a 

Soit,  en  eflet,  c  un  cercle  Je  rayon  infiniment  petit  r  dé- 
crit du  point  a  comme  centre;  on  aura,  diaprés  le  théorème 
précédent 

J.^  z  —  a  J    z  —  a  J    z  —  a       J     z  —  a 

Le  dernier  terme  tend  vers  zéro  avec  r.  Soit,  en  effet,  M  le 
maximum  de  \fz — fa\  sur  le  cercle  c;  ];;  —  a\  étant  égal 
à  /'  sur  ce  même  cercle,  le  module  de  Tinlégrale  ne  pourra 

M 

surpasser  —  2itr=2'nM.    Or,  à  cause  de  la  continuité  de 

/(5),  M  tend  vers  zéro  avec  r. 
D'autre  part,  on  a  sur  le  cercle 

Z--  a  -\-  /'(ces©  4-  I  sin«p), 
dz  =zi  /•( —  sin'f  4-  t  coscp)  ûfo  ^=  (^  —  a)  id^^^ 

rf  étant  réel  et  variant  de  o  à  21t.  On  aura  donc 


I =    I  lao    —  2TZI, 


2O0.   L'équation  (6),  dérivée  par  rapport  au  paramètre  a, 
donnera  les  suivantes 

f'a^-'-.  f—fl—^dz, 

(7)  { ' 

-^  i  .2. ,  .n  f         fz  , 

f^CL—  —   I    7 ' ZZl^^- 
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Les  intégrales  qui  figurent  au  prafiie?  membre  sont  des  fonc-  u  '  (  f  ■:  C  / 
tiens  de  a  finies  et  déterminées.  Les  dérivées  successives  de 
la  fonction  /  sont  donc  sjnectiques,  comme  f  elle-même, 
dans  tout  Tintérieur  de  K. 
Soient 

r  la  plus  courte  distance  du  point  a  au  contour  K  ; 
M  le  maximum  de  \fz  ]sur  ce  contour; 
/  sa  longueur. 

On  aura,  sur  tout  ce  contour, 


3  —  a  I  >  /• 


et,  par  suite, 

,  _  I  .  2  . . .  /i     M     , 


2  TU  /• 


et,  en  particulier,  si  K  est  un  cercle  ayant  a  pour  centre, 
d'où  /=  a-nr, 

(8)  l/''«l<---.,ï  — • 


206.  Les  résultats  précédents  s'étendent  immédiatement 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Soit,  par  exemple,  f{z^  5|  )  une  fonction  des  deux  variables 
complexes  ^,  ^i,  qui  reste  synectique  tant  que  ^,  Z\  restent 
dans  rintérieur  de  domaines  E,  E|.  Soient  K,  K|  deux  con- 
tours fermés  (rectilîables  et  sans  point  multiple),  tels  que 
tous  les  points  des  régions  non  extérieures  à  K  et  à  K|  soient 
intérieurs  respectivement  à  E  et  à  E|  ;  a,  a^  désignant  deux 
points  quelconques  pris  dans  ces  régions,  on  aura 

d'où 
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et,  en  dérivant  m  fois  par  rapport  à  a  et  /ni  fois  par  rap- 
port à  ai, 


(10) 


1.2... m. T. 9..  ../ni   r\  r  f(^y^i)dzi  \  ^^ 


Les  dérivées  partielles  seront  donc  synectiqiies,  et  si  l'on 
désigne  par  M  le  maximum  de  |/(w,  5|  )  |  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  s,  z^  respectivement  situées  sur  les  con- 
tours K,  Kl  ;  par  r,  /'i  les  distances  de  ces  contours  aux 
points  a,  ai  ;  par  /,  /|  leurs  longueurs,  on  aura 


(II) 


/«-+-m 


^f(a^a^) 


ôa'"  ôa'l'^ 


M 


m!  m,  ! 

(2717*"    T^^-'^^^TT^ 


//.. 


En  particulier,  si  K  et  K|  sont  des  cercles  de  même  rayon  r, 
ayant  leurs  centres  en  a  et  ai,  il  viendra 


ô"'-^'"i  fia,  fl,) 


\ 


\ 


M 


:  m   niA  i        -  -  • 


III.  —  Fonctions  rationnelles. 

207.  PoLYKOMEs  e:^tiers.  —  Considérons  un  polynôme 

où  z  est  une  variable  complexe,  \,  H,  . . . ,  K  des  nombres 
complexes  quelconques. 

Cette  expression  a  une  valeur  déterminée  pour  toute  va- 
leur de  z. 

D'ailleurs,  si  nous  posons,  pour  abréger, 

P'(.-:)  — mA3'«-'+  {m  —  i)Bz'"-'-h  .  . ., 

P"{z)  z:::.  m{/n—  i)  \z'"-'^  -\-  (m  —  i)(m—  2)Bz"'-^-i-  ..  ., 


nous  aurons 


V{z  4-  /i)  =  P(c)  -f-  h  V'{z)  H P'{z)-h  . . ., 


1  .2 
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d'où 

A=o  à 

Donc  P(-)  est  une  fonction  synecliquc  ayant  pour  déri- 
vée V{z). 

Si  I  sj  tend  vers  oo,  il  en  sera  de  même  de  |  P{^-)  ].  On  a, 
en  effet, 


p(=)i;i=i-(iA|-l-»|.-...-iH) 


et,  si  l'on  suppose  |  5  |  >►  i , 


1*^  (=)\  >  |s|(^|  A|-  L^lt_~jIîlL!iJ^  >  I  AI  l-l  -  (I  B|  +  .  ..  +  1  K|), 


Donc,  £  désignant  une  quantité  positive  quelconque,  |  P(^) 
sera  >  s  dès  que  \z\  sera  ^5,   8  désignant  une   constante 

plus  grande  que  i  et  que  - — ' r-r-. -• 

208.  L'équation  P(^)  =  o  admet  toujours  au  moins  une 
racine. 

Donnons  en  effet  à  z  une  valeur  quelconque  c;  soit  e  la 
valeur  correspondante  de|P(c:)|.  La  constante  3  étant  dé- 
terminée comme  ci-dessus,  considérons  l'ensemble  des  va- 
leurs de  z  dont  les  affixes  ne  sortent  pas  d'un  cercle  C  de 
rayon  8,  ayant  pour  centre  Torigine  des  coordonnées. 

Cet  ensemble  étant  borné  et  parfait,  |  P(  3)  |,  qui  varie  d'une 
manière  continue  avec  z,  y  admettra  un  minimum  m  au  plus 
égal  à  e,  qu'il  atteindra  effectivement  pour  une  valeur  déter- 
minée a  de  z.  Cette  valeur  sera  intérieure  au  cercle  C,  car 
sur  le  cercle  |  z  |  =  8  et  |  P{z)  \  >  e. 

Nous  allons  démontrer  que  ce  minimum  est  nécessaire- 
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luenl  nul.  Supposons,  en  effet,  qu'on  eût 

m  =  P{a)  >  o. 

Donnons  à  z  une  valeur  a  -+-  h,  h  étant  une  quantité  com- 
plexe assez  petite  pour  que  le  point  a  -+- A  soit  encore  dans 
le  cercle  C;  nous  allons  voir  qu'on  pourra  déterminer  h  de 
telle  sorte  que  |P(a -4- A)  |  soit  <;|P(a)|,  ce  qui  implique 
contradiction. 

On  a 

P(a  4- /i)  =  P(a) -f- /i  P'(«) -+-. . .  4- A'" -^^^^^  • 

^    '  ^  i  ,2, .  ,m 

Le  terme  en  A"'  dans  ce  développement  a  pour  coefficieni 
-  =  A,  quantité  différente  de  zéro.  Mais  les  coeffi- 


1.2..  ,m 

cicnts  des  autres  puissances  de  A  peuvent  être  nuls. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  premier  terme  dont 
le  coefficient  ne  soit  pas  nul  soit  le  terme  en  A^.  Notre  dé- 
veloppement prendra  la  forme 

P{a  4-  A)  —  P{a)-h  Bo//'  4-  B,  A^^'  4-. .  .4-  B,„.x/''". 

On  en  déduit 

|P(«  +/i)|  =  |P(a)  +  BoA>î  +  I  B.l  I  A  !>-'+...+  |B„,_),|  I  Al'-. 

Prenons  le  module  de  A  assez  petit  pour  qu'on  ait 

|A|<i,         IBol  |A|<|P(a)|, 

et  déterminons  son  argument  par  la  condition 

XargA  4-  argBo=  argP(«)  4- it. 

Les  deux  quantités  P(«)  et  BqA^  ayant  des  arguments  qui 
diffèrent  de  it,  et|P(a)|  étant  >  |  BqA^I,  on  aura 

|P(a)4-BoA^|==|P(a)|-|Bo||A|> 

et,  par  suite, 

IP(a  +  A)|  =  |P(a)|-|B,|  l/i|^  +  lB.l  |A|>+'  +  ..., 
I  P(a  + A)!- |P(a)|  =  |A|M-|B,|  +  |B.||A| +...]. 
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Le  fadeur  entre  parenthèses  tend,  lorsque  \h\  tend  vers 
zéro,  vers  la  quantité  négative  — |Bq|.  Donc,  en  prenant 
\h  I  sufàsamment  petit,  on  aura 

lP(«  +  A)|-|P(a)|<o. 

Il  est  donc  établi  qu'on  peut  donner  à  z  une  valeur  a,  telle 

que  Ton  ait 

|P(a)|ii=o,         d'où         P{a)  =  o. 

209.  Divisons  P(^)  par  le  binôme  z  —  a]  il  viendra 

le  quotient  P|(5)  étant  un  polynôme  de  degré  m  —  i  et  11 

une  constante.  Posant  d'ailleurs  dans  cette  identité  z  =:  a, 

elle  devient 

0=3  H. 

On  aura  donc,  plus  simplement, 

P(z)-=i{z-a)P^(z). 

En  opérant  sur  P|(3),  comme  sur  le  poljûôme  primitif, 
on  le  mettra  de  même  sous  la  forme  du  produit  d'un  bi- 
nôme z  —  b  par  un  polynôme  P2{^)  de  degré  m  —  2,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  simple  constante  C. 
On  aura  finalement 

P{z)  —  C{z-^a){z-'b)  .... 

D'ailleurs,  en  divisant  les  deux  membres.de  cette  égalité  par 
z'",  puis  faisant  croître  z  indéfiniment,  il  viendra  à  la  limite 

A  =  C, 

et  par  suite 

P(s) -A(s  — a)(5  — 6) 

Nous  obtenons  donc  ce  théorème  fondamental  : 

Tout  polynôme  P(5)  de  degré  m  peut  être  mis  sous  la 
forme  du  produit  de  son  premier  coejjïcient  A  par  m  bi- 
nômes du  premier  degré  z  —  a^  z  —  6,  .... 

Sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  les  racines 


i 
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• 

de  l'équatîon  P(z)  =  o  sont  les  quantités  a,  6,  ....  Elles 
sont  au  nombre  de  m  si  les  facteurs  z  —  a,  z  —  6,  ...  sont 
différents.  Si  a  d'entre  eux  sont  égaux  à  z  —  a,  on  dira  que 
a  est  une  racine  multiple,  dont  Vordre  de  multiplicité 
est  OL,  D'après  cette  convention,  Je  nombre  des  racines, 
comptées  chacune  avec  son  ordre  de  multiplicité,  est  tou- 
jours égal  à  m. 

210.  Soient  a,  6,  .  .  .  les  racines  distinctes  de  l'équation 

P(5)  7=  o;  a,  p,  . . .  leurs  degrés  de  multiplicité.  On  aura 

et,  en  dérivant, 

P{z)        z  —  a       z  —  b 

V'{z)  —  aA{z  —  a)«-»  {z  —  Z>)P. . . 

H-  p  A(^  —  «)''(-  —  h)^'^ ...  -h ... . 

Tous  les  termes  de  cette  expression  sont  divisibles  par 
(5  —  a)*  sauf  le  premier,  qui  ne  l'est  que  par  i^z  —  a)*~*. 
Donc  la  dérivée  P'(2)  admet  la  racine  a  avec  l'ordre  de  mul- 
tiplicité a  —  I.  De  même,  elle  admettra  b  avec  l'ordre  de 
multiplicité  ^  —  i,  etc.  Quant  aux  racines  simples  de  P(5), 
elles  ne  seront  plus  racines  de  P'(^). 

Soient  donc  P|  le  produit  des  binômes  z  —  a  qui  corres- 
pondent aux  racines  simples  de  l'équation  P  =  o  ;  Pj  le  pro- 
duit des  binômes  correspondants  aux  racines  doubles,  etc., 
de  telle  sorte  qu'on  ait,  à  un  facteur  numérique  près, 

p-PiPîPr... 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  P  et  de  sa  dérivée  P' 
sera  (à  un  facteur  numérique  près) 

Celui  de  Q  et  de  sa  dérivée  Q'  sera,  de  même, 

R  =  Pa . . . . 
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On  en  déduit,  par  la  division, 

P,P,P,...:=J^^,  P,P3-^. 

et,  en  divisant  de  nouveau  chacune  de  ces  expressions  par  la 
suivante,  on  obtiendra  enfin  P|,  P^,  P3,  .... 

Ainsi  P|,  Pa,  Pj,  ...  peuvent  s'obtenir  par  de  simples 
divisions. 

21:1.  Fractions  rationnelles.  —  On  nomme  fonctions 
algébriques  celles  qui  sont  liées  à  Ja  variable  indépendante 
par  une  équation  dç  la  forme  n(w,  5)  =  o,  où  II  est  un  poly- 
nôme entier;  fonctions  transcendantes  celles  qui  ne  jouis- 
sent' pas  de  cette  propriété. 

Les  fonctions  algébriques  les  plus  simples,  après  les  poly- 
nômes entiers,  sont  les  fractions  rationnelles,  déHiiies  par 
une  équation  du  premier  degré  en  u 

()w_p  — o, 

Q  el  P  étant  des  polynômes  en  5,  qu'on  peut  supposer  sans 

facteur  commun. 

En  résolvant  cette  équation,  on  obtiendra  u  sous  la  forme 

explicite 

P 

Il  zr         • 

Cette  expression  a  une  valeur  bien  définie  pour  toute  va- 
leur de  z^  sauf  lorsque  z  est  racine  de  l'équation  Q  =  o. 
Soient  a  Tune  de  ces  racines;  a  son  ordre  de  multiplicité. 

P 


Si  l'on  fait  tendre  z  vers  a, 


sera  infinie  d'ordre  a. 


P  P'Q  —  O'P    , 

La  fraction  --  a  une  dérivée  —    tyi    —   également  bien 

définie  pour  toute  valeur  de  z  qui   n'est  pas  racine  de  Q. 
Celle-ci  a  une  dérivée  de  même  nature;  elle  est  donc  con- 

.  P 
tinue.  Ainsi  pr  est  une  fonction  synectique  de  z  dans  tout 

le  plan,  à  l'exception  des  racines  de  Q  =  o. 
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Si  a  est  une  racine  de  Q  d'ordre  de  multiplicité  a,  Q  sera 
divisible  par  i^x  • —  a)*,  Q'  par  {x  —  «)*"*,  et  P  sera  premier 

'd  X  —  a.  La  dérivée   —    /~\i"^ — '   réduite  à  sa  plus  simple 

expression,  contiendra  donc  x  —  a  en  dénominateur  à  la 
puissance  a-j-i,  et  deviendra  infinie  d'ordre  a-hi  pour 
X  =  a, 

212.  Supposons  que  Q  ait  été  décomposé  d'une  manière 
quelconque  en  un  produit  de  deux  facteurs  Qi  et  Q2  pre- 
miers entre  eux.  On  pourra  déterminer  deux  polynômes  M|, 
M2,  tels  que  Ton  ait 

el,  par  suite, 

P_     P     _  P(M,Q,-4-!VLQ,)  _PMi       PMi 


^     ^>.<x>.  k>ik>«  "  Qi        ^> 


t 


La  fraction  -^  est  donc  la  somme  de  deux  autres,  ayant 

respectivement  pour  dénominateurs  Qi  et  Qa- 

Si  l'un  des  facteurs  Qi,  Q2  était  lui-même  un  produit  de 
deux  facteurs  premiers  entre  eux,  on  pourrait  décomposer 
de  nouveau  la  fraction  partielle  correspondante  en  une 
somme  de  deux  autres  fractions,  et  ainsi  de  suite. 

213.  On  donne  le  nom  de  fraction  simple  à  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  une  constante  et  le  dénominateur 
une  puissance  u  d'un  binôme  x  —  a. 

On  déduit  aisément  des  remarques  qui  précèdent  cette 

proposition  fondamentale  : 

p 
Toute  fraction  tt  peut  être  décomposée  en  une  somme 

de  fractions  simples,  augmentée  dUin  polynôme  entier. 

Nous  pouvons  tout  d'abord  supposer  que  le  coefficient  de 
la  plus  haute  puissance  de  z  dans  Q  se  réduise  à  l'unité;  car 
on  n'altère  pas  la  valeur  de  la  fraction  en  divisant  simultané- 
ment P  et  Q  par  ce  coefficient. 
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Cela  posé,  décomposons  Q  en  ses  facteurs  du  premier 
degré;  soit 

Les  facteurs  (5  —  «)",  (z  —  6)P,  .  . .  élant  premiers  entre 
eux,  on  aura,  d'après  les  propositions  précédentes, 

P  _     F(z)  G(z) 

F,  G,  ...  étant  des  polj'iiômes  entiers. 

Considérons    Tune    des    fractions    partielles,    telle    que 

F(5) 


Posons 

z  —.  a  -+-  h  : 

F(5)  développé  suivant  les  puissances  de  h  prendra  la  forme 

4>(A)  étant  un  polynôme  entier. 
On  aura,  par  suite, 

Fr^)  A,        A,_,  ^^^tJ^ 

et,  en  remettant  pour  h  sa  valeur  :;  —  a, 

F(Z)  Aa  ^  H/  N 


{z  — a)«        (j  — a)*  z  —  a 

cest-à-dire  une  somme  de  fractions  simples,  plus  un  poly- 
nôme entier. 

Opérant  de  même  sur  chacune  des  fractions  paitielles,  il 
viendra  finalement 

P  A,  A 


(^  z  —  a  (z  —  a) 


1 


'F(3)  étanl  un  polynôme  entier. 
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Le  degré  de  ce  polynôme  W  est  aisé  à  calculer  a  priori. 
Supposons,  en  effet,  que  Q  soit  de  degré  m  et  P  de  degré 

P 

m  H-  [A.  Si  I  5 1  tend  vers  oo,  pr  tendra  aussi  vers  oo  et  sera  in- 
fini d'ordre  pi.  Il  doit  en  être  de  même  du  second  membre. 
Mais  les  fractions  qu'il  contient  tendent  vers  zéro.  Donc  W 
doit  être  un  infini  d'ordre  pi.  Donc  |jl  est  le  degré  du  poly- 
nôme. 

On  verrait  de  même  que  W  doit  se  réduire  à  une  con- 
stante si  P  est  de  même  degré  que  Q,  et  disparaître  com- 
plètement, si  P  est  de  moindre  degré  que  Q. 

Connaissant  ainsi  le  degré  du  polynôme  W,  il  sera  facile 
de  déterminer  ses  coefficients,  ainsi  que  les  constantes  A, 
B,  ....  Il  suffira,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs  dans 
l'équation  (i),  d'identifier  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  X  dans  les  deux  membres.  On  obtiendra  ainsi  un 
système  d'équations  linéaires  pour  déterminer  les  coefficients 
inconnus. 

214.  II  est  souvent  préférable  d'employer  le  procédé  sui- 
vant, qui  a  l'avantage  de  montrer  que  la  décomposition  ne 
peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 

Posons  z  =  a  -\-  h  dans  l'équation  (i)  ;  il  viendra 

P(a  +/0  =  P(a)-4-AP'(a)-^..., 

Effectuons  la  division  de  ces  deux  polynômes  ainsi  ordonnés 
suivant  les  puissances  croissantes  de  h,  et  arrêtons-nous  au 
moment  où  nous  aurions  à  écrire  au  quotient  des  termes  ne 
contenant  plus  h  en  dénominateur.  Nous  aurons  ainsi 

P(a~h/t)  _  ^    .  A^  R/2« 

^l.a,  nl,|,  ...  étant  des  constantes  et  K  un  polynôme  entier. 
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Le  second  membre  de  Téquation  (i)  devient,  par' la  même 
substitution, 


Aa    .  A,  B, 


A«       "  Il        a  —  b-\-k 

« 

Nous  avons  donc  identiquement 

via  A.1  R/i"* 

*   ...  -h  -,      • 


-h...H-W(a4-/0. 


/t«  h         i^{a-^h) 

=  vl  -H...  4-  ■/-] ,- 7-  -r...-h^'(6r-f-/i). 

/i"  A         a  —  o-r-  h 

Multiplions  les  deux  membres  par  A^,  puis  faisons  A  =  o. 
Il  viendra  Xol=  A^. 

1  A 

Supprimons  les  deux  termes  égaux  -^  et  y-^>  multiplions 

par  A*~*  et  faisons  /i  =  o  ;  il  viendra  ^^o(^_^  =  A^.! , 

Les  coefficients  A»,  ...,  A|  sont  donc  déterminés  sans 
ambiguïté  par  les  relations 

On  calculera  de  même  les  coefficients  B|,  ...,  Bp  relatifs 
à  une  seconde  racine  6,  et  ainsi  de  suite. 

Reste  à  calculer  le  polynôme  entier  ^(z),  dont  on  connaît 
déjà  le  degré  y.. 

Soient 

Q=N5"»      -hN^'"-i        -h 

On  trouve  par  la  division 

p 

p,  pi,  ...  étant  des  constantes  et  R  s^annulant  pour  z  =  cc. 
Soit  d'autre  part 
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On  aura  ridentîlé 

A.  A^  B, 

~T~  •   •   •     T~     '. "TT    ~T~  ,     ~T~   •    •    •    ~T"  S  ■***    ""r"    •    •    •    ~r~  "'Il  • 


z  —  a  (z  —  a)^ 

Divisant  par  z^  et  faisant  ;;  =  oc,  il  viendra  p  =  5.  Suppri- 
mant les  deux  termes  égaux  psH-,  sz\^,  divisant  par  z\^^*  cl 
faisant  ;;  =  00,  il  viendra  p,  :=  5|,  .... 

215.  Supposons,  en  particulier,  que  Q(5)  n'ait  que  des 
racines  simples,  et  soit  de  degré  m,  P(5)  étant  de  degré  <^  m. 
Soit  a  l'une  des  racines  de  Q;  on  aura 

P{a-hh)  _     P(^)-4-...     _   P(^)    l 
Q{a-^h)  —  g'(a)A-h...  ~"  Q'(^)  h 

En  second  lieu,  le  polynôme  ^*(w)  n'existera  pa-^.  La  for- 
mule de  décomposition  sera  donc 


P(:;)  _y  P{a)  _i_ 


la  sommation  s'étendantaux  diverses  racines  a  dj  Q(3\ 
Multiplions  cette  équation  par  z  et  faisons  3  =  x  ; 

z  I 


z  —  a               a 
I 


ajant  pour  limite  l'unité,  il  viendra 


s 


Pia)       ,.     zV\z) 
=  lirn  -V — : 


Si  P  {z)  est  de  degré  m  —  i,  le  second  membre  a  pour  limite 
—  i   M  et  N  étant  les  premiers  coefficients  de   P{z)   et   de 

Q(=)- 

Si,  au  conlraire,  le  degré  de  l'(3)  csl  <  m  —  i,  la  liinile 
sera  nulle,  et  l'on  aura 


1 
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IV.  —  Fonctions  algébriques. 

216.  Passons  à  l'élude  des  fonctions  algébriques,  défi- 
nies par  une  équation  de  la  forme 

(1)  /(  w,  s)  =  M  u"  -i-  M,  £/"-'  -h . . .  4-  Mrt  =  o, 

où  M| ,  . . . ,  M/i  sont  des  polynômes  entiers  en  z. 

Nous  pouvons  supposer  le  polynôme  /(w,  z)  irréduc- 
tible,  c'est  à-dire  non  décomposable  en  un  produit  de  fac- 
teurs de  même  nature;  car,  s'il  était  réductible,  on  n'aurait 
qu'à  étudier  séparément  les  équations  obtenues  en  égalant 
chaque  facteur  à  zéro. 

Pour  chaque  valeur  particulière  de  5,  l'équation  (î)  don- 
nera, en  général  pour  m,  n  valeurs  distinctes  f/|,  . . . ,  W/,.  Ce 
résultat  souflrc  toutefois  deux  exceptions  : 

1**  Si  z  est  racine  de  l'équalion  M  =  o,  le  degré  de  l'équa- 
tion en  li  s'abaisse  au-dessous  de  /i,  et  une  ou  plusieurs 
racines  disparaissent. 

2"  L'équation  (1)  peut  avoir  des  racines  égales.  Dans  ce 
cas,  le  produit 

(2)  N  --UWiUi—iu.y 

est  égal  à  zéro.  Or  ce  produit,  étant  symétrique  par  rapport 
aux  quantités  M{/|,  M//^,  . . . ,  est  un  polynôme  entier  en  z. 
L'équation  /=  o  admettra  donc  n  racines  distinctes,  sauf 
pour  les  valeurs  de  z  qui  satisfont  à  Tune  des  équations 

M  --  o,         N  =  o. 

Ces  valeurs  exceptionnelles,  en  nombre  limité,  ont  reçu  le 
nom  de  points  critiques.  Les  autres  valeurs  de  z  sont  des 
points  ordinaires, 

217.  Soit  C  un  contour  continu,  fermé,  sans  point  mul- 
tiple, et  laissant  à  son  extérieur  tous  les  points  critiques.  Les 
points  non  extérieurs  à  C  forment  un  domaine  E,  d'un  seul 

J. -I.  lî 
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tenant;  et  si  z  est  assujetti  à  rester  dans  ce  domaine,  à  cha- 
cune de  ses  valeurs  correspondront  n  racines  z/|,  . . . ,  Un  de 
l'équation  /=  o. 

Nous  allons  montrer  tout  d'abord  que,  dans  ces  condi- 
tions :  I®  les  modules  |  W|  |,  . . . ,  |  Un  \  ne  peuvent  surpasser 
un  nombre  fixe  |ji;  2®  les  modules  \ux  —  f/2 1,  . . . ,  |  ui —  Uk\ 
ne  peuvent  être  inférieurs  à  un  autre  nombre  fixe  v,  plus 
grand  que  zéro;  Z^  les  modules  des  rapports 

afin,,  z)  ,  â/juj.  z) 
ôz         '        OUi 

ne  peuvent  surpasser  un  nombre  fixe  tu. 

Soit,  en  eflet,  a  le  maximum  de  |  2  |  dans  le  domaine  E. 
Tout  polynôme  entier  en  5,  tel  que  SAa*,  aura  son  module 
au  plus  égal  à  la  quantité  fixe 

S  I  A  I  a«. 


En  particulier,  N,  M,  M,,  . . . ,  -  ~y     -rr)   •  •  •  sont  des  poly- 


•     •     • 


dM 


dz 
,  -.•  admettent  des  bornes  supérieures  que  Ton  peut 


nômes   de    ce   genre;    donc    |N|,    |M|,    |  M, 

dz 

assigner;  soit  h  la  plus  grande  d'entre  elles. 
D'autre  part,  M  est  de  la  forme 

\\Z    J  J   )   .     .     .   (   W     -     -      3y,  )  , 

OÙ  ^1,  . . . ,  Zp  sont  des  points  critiques.  Si  0  désigne  la  dis- 
lance du  contour  C  au  point  critique  le  plus  voisin^  chacun 
des  modules  \z  —  3|  [,  . . . ,  \z  —  Zp\  sera  au  moins  égal  à  0 
en  chaque  point  de  E;  donc  |  M  |  ne  peut  s'abaisser  au-des- 
sous du  nombre  fixe  |  A  |  ô/',  que  nous  désignerons  par  c. 
On  trouvera  de  même  pour  |N|  une  borne  inférieure  c'. 

Cela  posé,  soit  jjl  la  plus  grande  des  deux  quantités  i,  — ; 

on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  considérées  de  z  et  pour 
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toute  valeur  v  de  la  variable  u  dont  le  module  surpasse  |jl 

|/(r,;5)|  =  |Ml|H»-|M.||H'*-*-...-|MJ 

5         Cl^l»—        ^(If'l»-»-^    |i;  !«-*  +  ... 4-1) 

>        C  I  f»  |«  —       «6  I  ^^  1"-*  =c\ç  1"-*  (  I  <^  I  —  K^)  >  O. 

Ainsi  ç  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  /=  o.  Donc,  les 
modules  des  racines  \u^\',  . . . ,  |  i/yi  |  ont  p.  pour  borne  supé- 
rieure commune. 

Les  quantités -1  W|  —  112  \-i  . . . ,  |  M| —  m*  |  auront  donc  pour 
borne  supérieure  2a.  L'équation  (2)  donne  d'ailleurs 


N|=n|Mna,-a^ls 

d'où,  en  remplaçant  |N[  par  sa  borne  inférieure  c',  et  tous 
les  facteurs  du  second  membre,  sauf  l'un  d'eux  |  w/ —  ?/*|, 
par  leurs  bornes  supérieures 

Donc  I  Ui —  w.v|  a  pour  borne  inférieure  la  quantité 

2  jx  v/c' 
V  -n  


/i  I  rt  —  I  ) 


Quant  à  la  dérivée  partielle 

*— -^ =  -^  ^//  -i-  -T-î-  w?   »  4- 

c;3  «3  «-5 


•  > 


elle  a  pour  borne  supérieure  de  son  module  la  quantité 

^[x"4-  ^[l'-^M-.  . . . 
On  a  enfin 

IVenant  la  dérivée  partielle  par  rapport  k  u  et  posant  ensuite 
a  z=  m,  il  viendra 

à  f(rtf,  z)  . 
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expression  dont  le  module  a  pour  borne  inférieure 


cv«-*, 


Le  module  du  quotient 

df(Uf,z)  .  d  f{ui,z) 
dz        '       dut 

a  donc  pour  borne  supérieure  la  quantité 


Cyn-l 


218.  Ces  préliminaires  posés,  choisissons,  à  volonté,  pour 
chacune  des  valeurs  de  la  quantité  complexe  z  =  x  -\-yif  une 
des  n  racines  de/=  o.  L'ensemble  des  racines  ainsi  choisies 
sera  une  fonction  U  des  variables  a:,  y. 

Cherchons  à  diriger  notre  choix  de  telle  sorte  que  celte 
fonction  soit  continue. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Si  deux  fonctions  U| ,  Uj,  déterminées  comme  ci-dessus, 
sont  continues  dans  tout  le  domaine  E,  et  ne  sont  pas  iden- 
tiques, elles  ne  seront  égales  en  aucun  point  de  E. 

En  effet,  d'après  nos  hypothèses,  |U|  —  U^  |  sera  une  fonc- 
tion continue  de  x^  y.  D'ailleurs,  en  chaque  point  z  de  E, 
U|  et  U2  sont  des  racines  de  l'équation /(m,  z)  =  o.  Si  ces 
deux  racines  sont  identiques,  on  aura 

|U,-LM  =  o. 

Si  elles  sont  différentes,  on  aura  au  contraire 

Puisque  U|  et  U2  ne  sont  pas  identiques,  il  existera  au  moins 
une  valeur  de  z  pour  laquelle  le  second  cas  se  présentera. 
D'ailleurs,  les  valeurs  de  \l]^  —  U2  |  doivent  former  un  en- 
semble d'un  seul  tenant  (64).  Donc  |  U|  —  Uj  |,  ne  pouvant 
prendre  les  valeurs  intermédiaires  entre  v  et  o,  ne  pourra 
s'annuler. 
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Le  nombre  des  fonctions  continues  distinctes  que  Ton  peut 
former  ne  saurait  donc  surpasser  le  nombre  n  des  racines  de 
l'équation  y=  o,  et  s'il  existe  /i  semblables  fonctions  Ui ,  . . . , 
U/,,  les  valeurs  de  ces  fonctions,  étant  constamment  diffé- 
rentes entre  elles,  reproduiront,  pour  chaque  valeur  de  z^ 
la  suite  complète  des  racines  de  cette  équation. 

S19.  Nous  allons  montrer  réciproquement  qu'on  peut 
grouper  ensemble  les  valeurs  de  u  correspondant  aux  divers 
points  de  E  de  manière  à  constituer  n  fonctions  continues 
distinctes  (J|,  ...,  U/}. 

Dans  la  démonstration  de  cette  proposition,  il  nous  sera 
permis  de  supposer  que  G  est  un  contour  polygonal.  En 
effet,  nous  savons  qu'on  peut  déterminer  un  contour  poly- 
gonal $,  sans  point  multiple,  contenant  C  dans  son  intérieur 
et  dont  tous  les  points  soient  à  une  distance  de  C  moindre 
que  8.  Tous  les  points  critiques  seront  encore  extérieurs  à  ce 
contour  $.  Or,  si  le  théorème  est  vrai  pour  le  contour  $,  il 
le  sera  évidemment  pour  le  contour  intérieur  G. 

Si  le  théorème  est  vrai  pour  deux  contours  polygonaux 
^&  =ZQaz^ZQ^  ^'=  ZoZibzo  ayant  un  côté  commun  ZoZt 
(Jig.  3),  il  le  sera  pour  le  contour  polygonal  ^JP  z=  Zoazi  bzo 
résultant  de  la  réunion  de  leurs  autres  parties. 


Fig.  3, 


X/ 


eu 


X^0 


Soient,  en  effet,  U', ,  ...,  U^  les  n  fonctions  U  relatives 
au  contour  ^';  U',  ...,  U*  les  n  fonctions  relatives  à  ^'. 
Posons 

5o  =  ^0  +  '/o.  <Si  =  d7j  -f.  1/, . 


f 
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Un  point  z  silué  sur  la  ligne  ZqZ^  aura  pour  coordonnées 

t  désignant  le  rapport  des  distances  zZq  et  z^  ^q. 

Si  le  point  z  =  x  -\-  iy  décrit  la  ligne  ZqZ^  t  variera  de  o 
à  I,  et  :r,  j^  seront  des  fonctions  continues  de  t. 

Les  valeurs  des  diverses  fonctions  U', ,  . . . ,  U^  au  point  z^ 
sont  les  diverses  racines  z/J,  . . . ,  wJJ  de  Téquation 

Il  en  est  de  même  pour  les  fonctions  U,,  . . . ,  \]]^.  On  pourra 
associer  une  à  une  ces  fonctions  aux  précédentes,  en  joi- 
gnant ensemble  celles  qui  prennent  la  même  valeur  en  z^. 

Soient,  par  exemple,  U^  et  UJ  les  deux  fonctions  qui  pren- 
nent la  valeur  u^^.  Ces  deux  fonctions  seront  égales  le  long 
de  la  ligne  ZqZ^. 

En  effet,  U/  est  continu  par  rapport  à  x,  y  qui,  sur  la  ligne 
^0  '^1  )  son  t  des  fonctions  continues  de  t.  Donc,  le  long  de  cette 
ligne,  U[  est  une  fonction  continue  de  t.  Il  en  est  de  même 
pour  U"  et,  par  suite,  pour  [UJ  —  UJ  |. 

La  quantité  ^,  variant  de  o  à  i,  parcourt  un  domaine  d'un 
seul  tenant.  Donc  |  UJ  —  U^  |  jouit  de  la  même  propriété.  Or 
U|,  \]\  sont,  en  chaque  point  z,  des  racines  de  l'équation 
y(«,  5)  =  o.  On  a  donc,  ou  |  M]  —  U^  j  =  o  si  ces  racines  sont 
identiques,  ou  |  UJ  —  Ui|  >  v,  si  elles  sont  différentes. 

Ce  dernier  cas  ne  peut  se  présenter,  car  |  \]]  —  \]\\  étant 
nul  au  point  z^  et  ne  pouvant  prendre  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  o  et  v,  l'ensemble  de  ses  valeurs  ne  serait  pas 
d'un  seul  tenant. 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  U|  égale  à  U[  dans 
l'intérieur  de  9'  et  sur  sa  frontière,  à  \]]  dans  l'intérieur  de 
^i"  et  sur  sa  frontière.  Cette  fonction  sera  évidemment  con- 
tinue dans  l'intérieur  de  4\ 

En  faisant  successivement  /  =  i ,  . . .,  /i,  on  aura  les  n  fonc- 
tions demandées. 

On  peut,  au  moyen  de  ce  lemme,  ramener  la  démonstration 
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du  théorème  au  cas  où  le  contour  ^S  est  contenu  en  entier 
dans  un  cercle  de  rayon  <  e  décrit  autour  d'un  de  ses  points 
comme  centre,  e  étant  une  quantité  que  nous  pourrons  choisir 
aussi  petite  que  nous  voudrons. 

On  peut,  en  effet,  au  mojen  de  diagonales,  décomposer 
rintérieur  de  ^  en  une  suite  de  triangles  T|,  Ta,  ...,  ayant 
chacun  un  côté  commun  avec  le  suivant.  Si  le  théorème  est 
vrai  pour  chaque  triangle,  il  le  sera  pour  le  quadrilatère  formé 
parTj  etTa,  puis  pour  le  pentagone  formé  par  ï|,  Tj,  T3,  et 
ainsi  de  suite. 

Considérons  donc  un  de  ces  triangles  T.  On  peut  le  décom- 
poser par  une  série  de  parallèles  à  la  base,  distantes  les  unes 

des  autres  de  moins  de  ->  en  une  série  de  tranches:  il  suffira 

d'établir  le  théorème  pour  chacune  d'elles. 

Subdivisons  enfin  la  tranche  considérée  par  des  perpendi- 
culaires à  la  base,  distantes  de  moins  de  -;  on  la  partagera 


ainsi  en  éléments,  dont  chacun  sera  un  carré  de  côté  -  ou  une 

partie  d'un  semblable  carré;  et  il  suffira  d'établir  la  propriété 
pour  chacun  de  ces  éléments  et,  a  fortiori,  de  l'établir  pour 
un  cercle  de  rayon  e  ayant  son  centre  en  un  point  de  cet  élé- 
ment, car  l'élément  tout  entier  lui  sera  intérieur. 


220.  Or  on  sait,  par  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  de  l'existence  des  fonctions  implicites  (191),  que, 
pour  tout  point  5©  du  domaine  ^f  et  pour  toute  racine  w"  de 
l'équation /(f/,  Zq)  =  O;  on  peut  déterminer  un  nombre  p/  tel, 
que,  dans  un  cercle  de  rayon  pi  décrit  autour  de  z-o  comme 
centre,  il  existe  une  fonction  U/  de  la  variable  complexe  z, 
satisfaisant  à  l'équation /(w,  ;î)  =  o  et  se  réduisant  à  u^  pour 

On  pourra  donc  délerniincr  une  quantité  p  telle  que,  dans 
un  cercle  K  de  rayon  p  décrit  de  z»  comme  centre,  il  existe 
n  fonctions  U|,  ...,  U„  de  la  variable  complexe  s,  satisfai- 
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sant  à  réquation  f(u^z)  =  o.  Il  suffira  pour  cela  de  prendre 
p  égal  à  la  plus  petite  des  n  quantités  pi,  .. .,  O;,* 

Il  est  clair  que,  si  cette  propriété  appartient  à  un  cercle  K, 
elle  appartiendra  a  fortiori  à  tout  domaine  contenu  dans  ce 
cercle. 

Si  donc  il  existe  un  point  Zq^  tel  que  cette  propriété  ap- 
partienne à  tout  cercle  décrit  de  ce  point  comme  centre,  quel 
que  soit  son  ra\on,  on  n'aura  qu'à  prendre  ce  rayon  assez 
grand  pour  en  conclure  que  cette  propriété  appartient  au 
domaine  E,  ce  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Dans  le  cas  contraire,  les  rayons  des  cercles  décrits  autour 
de  Zq  et  jouissant  de  la  propriété  demandée  admettront  un 
maximum  r  fini,  mais  différent  de  zéro.  Aucun  cercle  de 
rayon  ]>  r  ne  jouira  de  la  propriété  demandée;  mais  tout 
cercle  de  rayon  r  —  A  en  jouira,  quelque  petit  que  soit  A. 

A  chaque  point  z  =  x  -{-  iy  de  E  correspond  ainsi  un 
nombre  /•  unique  et  déterminé,  lequel  sera  une  fonction  de 

^»  y- 

Cette  fonction  est  continue.  Soient,  en  effet,  r  et  r'  ses 
valeurs  pour  deux  points  voisins  z  et  z  -{-  A.  Décrivons  de 
z -\- h  comme  centre  un  cercle  de  rayon  r  —  \ — |A).  Ce 
cercle  sera  contenu  dans  le  cercle  de  rayon  r  —  X  décrit  au- 
tour  de  z.  On  pourra  donc  y  déterminer  les  n  fonctions 
Ui,  ...,  Ufi'i  donc  son  rayon  ne  pourra  surpasser  /•',  et  l'on 

aura 

r'=r-\-\h\, 

et,  en  faisant  tendre  X  vers  zéro, 

/•'=/--|A|. 

On  trouvera  de  même 

r-r'-\h\. 

Donc  I  r' —  r\  sera  ^  |  A  |  et  tendra  vers  zéro  avec  h. 

La  fonction  r  étant  continue,  toujours  positive,  admet 
dans  E  un  minimum  e  qu'elle  atteint,  et  qui  sera  nécessaire- 
ment >  o.  La  détermination  des  fonctions  U| ,  . . .,  U»  pourra 
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donc  se  faire  dans  tout  cercle  de  rayon  <£,  quel  que  soit 
le  point  de  E  qui  sert  de  centre;  ce  que  nous  voulons  dé- 
montrer. 

On  voit,  en  outre,  par  cette  analyse,  que  les  fonctions 
U|,  . . .,  []„  sont  des  fonctions  svnecliques  de  z  et  que  leur 
dérivée  en  chaque  point  est  donnée  par  la  formule 

dljf  ôz 


221.  L'une  quelconque  U|  des  n  fonctions,  dont  l'exis- 
tence vient  d'être  établie,  est  entièrement  définie  dans  E  par 
la  connaissance  de  sa  valeur  initiale  u\.  Proposons-nous  de 
calculer  la  valeur  e,-  qu'elle  prend  en  un  autre  point  Ç  de  E. 
Nous  savons  déjà  que  ^i  est  une  des  n  racines  de  l'équation 
y(w,  Ç)  =  o;  mais  il  nous  faut  assigner  un  caractère  qui  per- 
mette de  la  distinguer  des  autres. 

A  cet  effet,  traçons  dans  E  une  ligne  rectifiable  quel- 
conque L  joignant  les  points  Zq  et  !^;  soit  /  la  longueur  de 

celle  ligne.  En  intégrant  la  dérivée  -^  le  long  de  celte  ligne, 


on  aura  (200) 

d\}, 


et  comme 


dz 


est  au  plus  égal  à  nr,  on  en  déduit 

I  <V— '/?  I  <  w^. 


Si  /<  — >  cette  inégalité  suffira  pour  distinguer  la  ra- 
cine s?i  des  autres  racines  de  /(m,  Ç)  =  o.  Car  soit  K>k  une  de 

celles-ci,  on  aura 

I  <'/— t'^1  ;  v>2nj/ 

et  par  suite 
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Si   />  — )  on  partagera  L  par  des  points  de  division  in- 
termédiaires Zi,  s>,  ...  en  arcs  dont  chacun  soit  < — >  et 

2  HT 

Ton  calculera  successivement  les»  valeurs  que  prend  U/  en 
chacun  des  points  ^i,  Zo?  '  "•>  K- 

222.  Soit  maintenant 

une  ligne  continue  quelconque  L  ne  passant  par  aucun  point 
critique  ;  et  soient  Zo=  oco-h  ij'oy  Ç  =  5  +  '^i  les  extrémités 
de  cette  ligne;  /o  et  t  les  valeurs  correspondantes  de  t.  On 
pourra  déterminer  pour  chaque  valeur  de  l'indice  /,  et  d'une 
seule  manière,  une  fonction  continue  Ui  de  la  variable  ty  sa- 
tisfaisant tout  le  long  de  L  à  l'équation 

et  se  réduisant  a  «"  pour  t  =z  t^. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  L  soit  contenu  en  entier 
dans  le  domaine  E  formé  par  les  points  non  extérieurs  à  un 
contour  C  fermé,  continu,  sans  point  multiple  et  laissant  à  son 
extérieur  tous  les  points  critiques.  On  peut  déterminer  dans 
ce  domaine,  comme  on  l'a  vu,  une  fonction  U/,  continue  par 
rapport  à  x,y^  satisfaisant  à  l'équation /(w,  ^)  =  o  et  se  ré- 
duisant à  u^  pour  z  =  Zq,  Le  long  de  la  ligne  L,  x,  y  sont 
des  fonctions  continues  de  t.  Les  valeurs  successives  de  U,- 
le  long  de  cette  ligne  fourniront  donc  une  fonction  Ui  de  la 
variable  t  satisfaisant  à  l'énoncé. 

Cette  fonction  est  unique.  En  effet,  s'il  existait  une  autre 
fonction  c/ de  même  nature,  \ui — {>i\  serait  une  fonction 
continue  de  t.  Les  valeurs  de  t  comprises  entre  ^o  et  t  for- 
mant un  ensemble  d'un  seul  tenant,  il  en  est  de  même  des 
valeurs  correspondantes  de  |  w/ —  ç'i[.  D'ailleurs,  Ui  et  ç'/ étant 
des  racines  de  Téqualion  /(u,  z)  =  o,  \  iii —  ^/l  sera  nul  ou 
^  V  suivant  que  ces  racines  seront  identiques  ou  non  (217). 
EnGn,  cette   expression  est  nulle   pour  z=^z^]    donc   elle 
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devra  l'être  tout  le  long  de  L,  pour  que  Tensemble  de  ses 
valeurs  soit  d'un  seul  tenant. 

Remarquons  d'ailleurs  que  la  valeur  finale  de  ui  au  point  X^ 
ne  sera  autre  chose  que  la  valeur  que  prend  en  ce  point  la 
fonction  U/.  Cette  valeur  finale  resterait  donc  la  même  si  l'on 
remplaçait  la  ligne  L  par  toute  autre  ligne  continue  U  ayant 
les  mêmes  extrémités,  et  également  contenue  dans  E. 

Supposons  au  contraire  qu'il  n'existe  aucun  contour  de 
Tespèce  C  dans  l'intérieur  duquel  la  ligne  L  soit  contenue 
tout  entière.  On  pourra  tout  au  moins  décomposer  cette 
ligne  en  arcs  partiels  dont  chacun  soit  renfermé  dans  un 
semblable  contour. 

Soient  en  efiet  ^',  t!'  deux  des  valeurs  de  t\  5',  z"  les  va- 
leurs correspondantes  de  z.  On  sait  qu'on  peut,  quelle  que 
soit  la  quantité  e,  déterminer  une  autre  quantité  o  telle  que 
Ton  ait  toujours 

Prenons  pour  e  une  quantité  moindre  que  la  plus  courte 
distance  de  L  au  point  critique  le  plus  voisin.  Si  nous  sub- 
divisons l'intervalle  ^o'^  P^r  d^s  points  intercalaires  /«,  t.^^ ... 
en  intervalles  t^tx,  ...,  ^a^a+i?  •••  d'étendue  <C  0,  tous  les 
points  de  l'arc  ^a^a+i,  par  exemple,  auront  des  distances 
mutuelles  <C  s.  Ils  seront  donc  contenus  en  entier  dans  un 
cercle  Ca  de  rayon  e  décrit  autour  de  l'un  d'eux,  lequel  cercle 
laissera  à  son  extérieur  tous  les  points  critiques. 

Cela  posé,  il  existe  le  long  de  l'arc  t^t^  une  fonction  con- 
tinue de  t  satisfaisant  à  f{u^  ^)  =  o  et  prenant  pour  ^  :^  /^  la 
valeur  initiale  w^  ;  on  pourra  déterminer  sa  valeur  finale  u\ 
pour  ^r=  /|.  Il  existe  de  même  le  long  de  t^t^  une  fonction 
analogue  ayant  pour  £  =  ti  la  valeur  initiale  uj  ;  et  l'on 
pourra  déterminer  sa  valeur  finale  uj  pour  /  =  ^3.  Conti- 
nuant ainsi  et  réunissant  ces  fonctions  successivement  obte- 
nues, on  constituera  une  fonction  Ui  définie  tout  le  long 
de  L;  sa  valeur  finale  i^i  sera  une  racine  déterminée  de  l'é- 
quation y*(w,  ^)  r=  O. 
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On  voit  par  cette  analyse  que,  lorsque  z  décrit  la  ligne  L, 
les  racines  de  l'équation  f{u,  5)  =  o  varient  (Chacune  d'une 
manière  continue,  et  passent  des  valeurs  initiales  2/^,  . . .,  u^^^ 
aux  valeurs  finales  v^^  . . .,  v„. 

Il  est  clair  que  si  z  décrivait  L  en  sens  contraire,  de  Ç  à 
Joi  ces  racines  repasseraient  chacune  par  la  même  série  de 
valeurs  et  reviendraient   respectivement  de    Ti,    ...,  Vn  à 

c*  I ,    •  •  •  ,    Uf^  » 

223.  Supposons  que  z^  au  lieu  de  décrire  la  ligne  L, 
suive  une  autre  ligne  U,  joignant  également  Zq  à  Ç.  Les  ra- 
cines de  l'équation  /(u^  z)  =  o,  variant  d'une  manière  con- 
tinue, passeront  des  valeurs  initiales  mJ,  . . .,  w,^  à  des  valeurs 
finales  i>p  ...,  (^^^.  Ces  nouvelles  valeurs  seront,  comme  p<,  ..., 
i^,,,  les  racines  de  l'équation  /(w,  ^)  =  o.  Elles  seront  donc 
identiques  à  ces  dernières,  à  l'ordre  près»  Si  cet  ordre  est 
le  même,  nous  dirons  que  les  deux  chemins  L  et  U  sont 
équivalents  ;  mais  on  conçoit  que  cet  ordre  puisse  au  con- 
traire être  changé,  et  nous  verrons  plus  tard  qu'en  prenant 
pour  valeur  initiale  une  racine  donnée  lâ^  de  /(m,  -3o)  =  o, 
et  choisissant  convenablement  la  ligne  L',  on  peut  ob- 
tenir comme  valeur  finale  l'une  quelconque  des  racines  de 
/(a,  t;)  =  o. 

224.  On  peut,  comme  on  va  le  voir,  réduire  un  chemin 
quelconque  allant  de  2o  à  2^  à  un  chemin  type  qui  lui  soit 
équivalent. 

Désignons  par  L  un  chemin  fixe  choisi  à  volonté  de  z^^ 
à  X^\  par  L~*  le  même  chemin  décrit  en  sens  contraire  de  ÎJ 
à  Zo;  un  autre  chemin  quelconque  VJ  allant  de  ^o  ^  ^  sera 
équivalent  au  chemin  L'L"*L. 

En  effet,  lorsque  z  parcourt  L',  w/  passera  de  la  valeur  ini- 
tiale u^^  à  une  valeur  finale  p;  lorsque  z  parcourt  ensuite  L~*, 
Ui  passera  de  la  valeur  v  à  une  valeur  u^  ;  il  repassera  de  u^ 
à  V  lorsque  z  parcourra  L.  La  valeur  finale  sera  donc  la  même 
que  si  Ton  s'était  borné  à  faire  le  premier  trajet  L'. 
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Or  L'L~'  est  un  contour  fermé  ramenant  ^  à  sa  valeur  ini- 
tiale Zo> 

Donc  tout  chemin  tracé  de  Zo  à^  équivaut  à  un  contour 
fermé  L'L~*  =  C  suivi  du  chemin  L.  II  ne  nous  reste  donc 
qu^à  étudier  la  réduction  des  contours  fermés. 

225.  A  cet  eflet,  traçons,  à  partir  de  chacun  des  points 
critiques  a,  ai,...,  une  ligne  continue,  sans  points  multi- 
ples, s'élendant  jusqu'à  Tinfini.  Nous  donnerons  à  ces  lignes 
a^,  tti  ^1 ,  ...  le  nom  de  coupures.  Nous  les  supposons  menées 
de  manière  à  ne  pas  se  rencontrer;  à  cela  près,  leur  tracé 
est  arbitraire. 

Il  est  permis  d'admettre  que  le  contour  C  à  étudier  ne 
rencontre  ces  coupures  qu'en  un  nombre  limité  de  points. 
£n  effet,  on  peut,  si  cela  est  utile,  choisir  pour  coupures 
des  lignes  droites.  D'autre  part,  si  nous  décomposons, 
comme  au  n°  222,  la  ligne  C  en  arcs  ^o^m  •••}  ^a^a+d  ••• 
assez  petits  pour  que  chacun  d'eux,  tel  que  ^a^a+m  soit  con- 
tenu dans  un  cercle  Ca  ne  contenant  aucun  point  critique, 
les  valeurs  de  Ui  aux  points  successifs  Zq^  Zi,  ...  et  enfin  sa 
valeur  finale  seront  évidemment  les  mêmes,  que  Ton  suive  la 
courbe  C  ou  le  polygone  inscrit  P  =^  z^Zi . . ,.  Ce  contour 
polygonal  est  donc  équivalent  à  C  et  peut  lui  élre  substitué 
au  besoin.  Or  ce  nouveau  contour  ne  peut  rencontrer  les 
coupures  qu'eu  un  nombre  limité  de  points. 

226.  Cela  posé,  si  C  ne  traverse  aucune  coupure,  on 
pourra  (y?^.  4)  l'envelopper  par  un  contour  fermé  C  sans 
point  multiple  dont  la  dislance  à  C  soit  partout  moindre  que 
celle  de  C  à  la  coupure  la  plus  voisine,  et  ce  contour  C 
ne  contiendra  évidemment  aucun  point  critique.  Soit  Ui  la 
fonction  de  z  déterminée  dans  G  par  Téquation  /(£/,  z)  =  o 
et  la  valeur  initiale  w"  pour  z  =  Zq;  ui  étant  égal  tout  le 
long  de  C  à  U/,  qui  n'a  qu'une  valeur  en  chaque  point  de 
l'intérieur  de  3,  reviendra  à  sa  valeur  initiale  en  même 
temps  que  z.  Le  contour  C  est  donc  équivalent  à  zéro. 


222 
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Si  C  traverse  /nfois  les  coupures,  il  équivaut  à  m  contours 
successifs,  dont  chacun  les  traverse  une  fois  seulement.  En 

Fig.  4. 


effet,  soient  p  {fig*  5)  le  premier  point  d'intersection  que 
Ton  rencontre  en  suivant  le  contour  C;  /?Me  second;  q  un 

Fig.  5. 


point  de  C  intermédiaire  entre  p  et/?'.  Joignons  qkz^  par  une 
ligne  qui  ne  traverse  aucune  coupure.  Le  contour 


C  —  z^pqp'zQ 


équivaut  évidemment  au  suivant 


i'  - 


z^pq.q  Zfiq.q p'Zçi, 

lequel  se  compose  : 

1°  Du  contour  fermé  C|  =  z^p  q  z^  qui  ne  traverse  les  cou 
pures  qu'au  seul  point/?. 
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2'*  Du  contour  fermé  C'=  ^oÇ p'^oj  q"î  ne  les  traverse 
que  m  —  i  fois. 

Si  m  >►  2,  on  appliquera  à  C  une  décomposition  ana- 
logue et  on  arrivera  enfin  à  montrer  que  C  est  équivalent  à 
C|  C2  •  • .  Cm»  les  contours  C|,  ....  C^  ne  traversant  chacun 
les  coupures  qu^en  un  seul  point. 

227.  Considérons  un  de  ces  derniers  contours  C|,  traver- 
sant en  un  point /?  la  coupure  a^  correspondant  au  point 
critique  a.  Traçons  autour  du  point  a  un  cercle  d'un  rayon 
arbitraire  assez  petit  pour  laisser  à  son  extérieur  tous  les 
autres  points  critiques. 

Joignons  ce  cercle  au  point  s©  par  "ne  ligne  déterminée  qz^ 


IHg.  6. 


(pli  ne  traverse  aucune  coupure,  mais  qui  peut  être  choisie, 
d'ailleurs,  arbitrairement. 

Supposons  le  contour  C|  décrit  dans  le  sens  de  la  flèche. 
La  portion  ^o^p  de  ce  contour  est  évidemment  équivalente 
a  Zoqnmp'j  car  on  peut  envelopper  le  système  de  ces  deux 
lignes  par  un  contour  ne  contenant  aucun  point  critique. 
Par  la  même  raison, /?Szo  est  équivalent  à /? m /y >3o.  Donc,  le 
contour  total  C|  équivaut  au  contour Zoqnnip ml rj Zq^  ou  en 
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supprimant  dans  ce  dernier  la  ligne  mp^  décrite  deux  fois  de 
suite  en  sens  contraire,  au  contour  ^o^^^^^^o* 

Ce  dernier  contour,  formé  de  la  ligne  ^q  9?  du  cercle  y  n  m /^r 
et  de  la  ligne  de  retour  qz^^  est  entièrement  déterminé.  Nous 
l'appellerons  le  contour  élémentaire  (ou  le  lacet)  corres- 
pondant au  point  critique  a. 

Si  le  contour  C<  était  décrit  dans  un  sens  contraire  à  celui 
que  nous  avons  supposé,  il  serait  équivalent  au  même  lacet, 
décrit  en  sens  inverse. 

Nous  aurons  donc  ce  théorème  : 

Soit  L  une  ligne  déterminée  joignant  Zq  à  X^]  soient 
d*  autre  part  F,  Fi,  ...  les  lacets  correspondants  aux  di- 
vers points  critiques  a,  ai ,  . . .,  ces  lacets  étant  décrits  dans 
le  sens  direct,  c'est-à-dire  de  manière  que  dans  le  mou- 
vement on  laisse  à  sa  gauche  V intérieur  du  petit  cercle; 
F"*,  F^^  ...  les  mêmes  lacets,  décrits  dans  le  sens  rétro- 
grade. Tout  chemin  L',  joignant  z^  à  Ç,  sera  équivalent 
à  une  combinaison  des  lacets  F,  F| ,  . . .,  F"* ,  F^* ,  . . .  suivie 
du  chemin  L. 

2!28.  Lorsque  z,  partant  de  la  valeur  initiale  ^o?  parcourt 
un  lacet  F  (ou  tout  autre  contour  équivalent),  la  fonction  Ui^ 
qui  correspond  à  la  valeur  initiale  //J,  prendra  une  suite  de 
valeurs  que  nous  pouvons  calculer  de  proche  en  proche; 
nous  trouverons  comme  valeur  finale  une  quantité  wj,  qui 
sera,  comme  la  valeur  initiale  w",  une  racine  de  l'équation 
y(w,3o)  =  o.  En  faisant  un  calcul  analogue  pour  chacune 
des  racines  «"  prise  comme  valeur  initiale,  on  retrouvera, 
comme  valeurs  finales,  la  même  série  de  quantités,  dans  le 
même  ordre  ou  dans  un  ordre  différent. 

Le  même  contour,  décrit  dans  le  sens  rétrograde,  conduira 
réciproquement  de  la  valeur  initiale  u^  à  la  valeur  finale  u^^. 

Supposons  qu'on  ait  fait  tous  les  calculs  nécessaires  pour 
établir  la  correspondance  enlre  les  valeurs  initiales  et  les  va- 
leiu^s  finales  de  ui  pour  chaque  valeur  de  i  et  pour  chacun 
des  lacels  F,  F| 
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Supposons  qu^on  ait  fait  également  les  calculs  nécessaires 
po«r  déterminer  la  valeur  finale  vi  que  chaque  fonction  Ui 
prend  au  point  ^  lorsque  z  parcourt  la  ligne  L. . 

On  pourra  dès  lors,  sans  nouveau  calcul,  déterminer  la  va- 
leur finale  de  i//,  lorsque  Ton  se  rend  de  Zq  èi^  suivant  une 
ligne  quelconque  L'.  En  effet,  Ton  voit  immédiatement,  à  la 
seule  inspection  de  la  figure,  quelle  est  la  combinaison  de 
lacets  qui,  suivie  du  chemin  L,  équivaut  à  L'. 

Supposons,  par  exemple,  que  L'  soit  équivalent  à  FFiL. 

On  sait,  parles  calculs  précédents,  que,  lorsque  z  parcourt 
r,  la  fonction  à  étudier  passe  de  la  valeur  initiale  ii^  à  une 
valeur  finale  connue  u^»  On  sait  de  même  que,  lorsque  z  par- 
court ensuite  Fi,  la  fonction  définie  par  la  valeur  initiale  f/J[ 
acquiert  une  valeur  finale  connue  u?.  Enfin,  lorsque  z  par- 
courra L,  la  fonction  passera  de  la  valeur  initiale  u^  à  la  va- 
leur finale  c/. 

!229.  Désignons  par  E  l'ensemble  de  tous  les  points  du 
plan  à  Texclusion  des  coupures.  Soient  ^o  un  point  fixe  et 
2^  un  autre  point  quelconque,  tous  deux  situés  dans  ce  do- 
maine. Lorsque  z  se  rend  de  Zq  k^  sans  sortir  de  ce  domaine, 
celles  des  racines  de  Féquation  /{u,  z)  =  o,  dont  la  valeur 
initiale  était  u%  prendra  en  ^  une  valeur  finale  ç^/,  racine  de 
réquation/(«/,  !J)  =  o,  et  indépendante  du  chemin  suivi  par  <3. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  l'analyse  précédente  que  r/  est  une 
fonction  synectique  de  Ç.  On  voit  donc  qu'il  existe,  dans  le 
domaine  E,  n  fonctions  synectiques  LI<,  ...,  U^  de  z,  satis- 
faisant à  l'équation  y(w,  5)  ==  o  et  caractérisées  chacune  par 
la  valeur  qu'elle  prend  pour  z  =  Zq. 

Mais  ces  fonctions,  nettement  séparées  dans  le  domaine  E, 
cessent  de  l'être  si  z  devient  libre  de  traverser  les  coupures 
(sans  toutefois  passer  par  les  points  critiques).  Supposons, 
en  effet,  qu'en  décrivant  le  contour  élémentaire  correspon- 
dant à  la  coupure  a^,  par  exemple,  u  passe  de  la  valeur 
initiale  u^  à  la  valeur  finale  u^.  Si  z  se  rend  de  Zq  k  1^  par 
un  chemin  qui  traverse  la  coupure  a^,  u  passera  de  la 
J.  —  I.  i5 
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valeur  initiale  u^  à  une  valeur  finale  qui  ne  sera  plus  t^i, 
mais  pa* 

Si  donc^  n'est  assujetti  dans  sa  variation  à  aucune  restric- 
tion (sauf  celle  de  ne  pas  passer  par  les  points  critiques), 
nous  devrons  considérer  les  fonctions  U<,  ...,  Un  comme 
appartenant  à  un  même  système  analytique,  que  nous  ap- 
pellerons la  fonction  algébrique  u  définie  par  l'équation 
f(^u,  z)  =  o;  à  chaque  valeur  de  z  correspondront  n  valeurs 
différentes  de  m. 

Nous  dirons  que  U|,  . . . ,  Un  sont  les  branches  ou  les  dé- 
terminations de  cette  fonction  dans  le  domaine  E. 

Celte  répartition  des  valeurs  de  la  fonction  algébrique  u 
sur  des  branches  distinctes  U|,  ...,  Un  sjnectiques  dans  le 
domaine  E  a  l'avantage  de  permettre  Tapplicalion  des  théo- 
rèmes établis  précédemment  pour  les  fonctions  synectiques. 
Mais  cette  distinction  est  artificielle  ;  car  elle  dépend  du  tracé 
des  coupures,  qui  est  arbitraire. 

V.  —  Transcendantes  élémentaires. 

230.  Les  transcendantes  les  plus  simples  sont  celles  aux- 
quelles on  se  trouve  conduit  en  cherchant  à  intégrer  les  frac- 
tions rationnelles. 

Une  semblable  fraction  est  une  somme  de  termes  entiers 

A 

tels  que  As"*  et  de  fonctions  simples  telles  que  --    — —  • 
^  A-  (5  —  a)'* 

A  3"*^* 

Or  Aw"*  est  la  dérivée  de •  La  forme  générale  de  ses 

m  -hi  ® 

intégrales  sera  donc 

A  s"'-^» 

h  const. 

m  -h  I 

C'est  un  polynôme  entier. 

D'autre  part,  si  /i  >►  i,  , r-  est  évidemment  la  dérivée 

^  {z  —  a)'* 

de  ; TT-i]  et  la  forme  générale  de  ses  intégrales 

(1  —  n)  {z  —  a)'*"'  ^  " 
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sera 

A 

expression  rationnelle. 

Il  reste  à  trouver  les  fonctions  primitives  des  fractions 

simples  de  la  forme • 

'^  z  —  a 

231.  Logarithme.   —  Supposons   qu*on    ait   trouvé   une 
fonction  primitive  /(z)  de  la  fonction  -•  Les  fonctions  prl- 

A 
mitives  de seront  évidemment 

z  —  a 

A./(z  —  a)  -h  const. 

On  n'a  donc  qu'à  chercher  une  fonction  /(z)  ayant  pour 
dérivée  -  et  satisfaisant  par  suite  à  l'équation 

La  fonction  -  étant  synectique  dans  tout  le  plan,  à  l'excep- 

tiondu  point  critique  z  =  Oy  nous  savons  d'avance  (200)  que 
dans  rinlérieur  de  tout  contour  fermé  C  qui  n'enveloppe  pas 
ce  point,  on  pourra  déterminer  des  fonctions  synectiques  / 
satisfaisant  à  cette  équation. 

Pour  obtenir  l'expression  de  ces  fonctions,  désignons  par  p 
le  module  de  z,  par  cp  l'un  de  ses  arguments,  de  telle  sorte 

qu'on  ait 

5  1=  p  ( cos cp -h  I  sin  çp ). 

Changeant  p  et  ç  en  p  -h  rfp,  cp  -f-  rfcp,  il  viendra 
ds  =1  <ip(cos(p  -+- 1  sincp)  -\-  p  d<f{ —  sincp  -H  icoscp), 


d'où 


d/=^  -^  =  -^  +  irfcp=:rf Logp  4-  i d^ 
z         p 


et  par  suite 

/*=  Logp  -h  «cp  -h  const. 
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Supposons  la  constante  nulle,  nous  aurons 

(i)  f=Lo^p-hi9. 

La  quantité  z  a  une  infinité  d*arguments  ;  f'  désignant  Tun 
d'eux,  leur  formule  générale  sera 

k  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

L'expression  Logp  +  £cp,  trouvée  ci-dessus,  admet  donc 
pour  chaque  valeur  de  z  une  infinité  de  valeurs 

On  les  nomme  les  logarithmes  de  Zj  et  on  les  représente 
par  log^. 

En  donnant  successivement  à  cp  les  diverses  valeurs  dont  il 
est  susceptible,  on  obtiendra  une  infinité  de  fonctions  dis- 
tinctes 

/o— Logo -h  «Y, 


fk—  Logp  -+-  £(?'-^  2/:^), 

dont  chacune  sera  synectique  à  l'intérieur  de  C. 

Cela  posé,  par  le  point  critique  5  =  0,  traçons  une  cou- 
pure arbitraire  (par  exemple,  une  demi- droite  faisant  un 
angle  donné  X  avec  l'axe  des  x),  et  considérons  le  domaine 
formé  par  tous  les  points  du  plan,  à  l'exclusion  de  cette 
coupure. 

Soit  z  un  point  de  ce  domaine,  et  prenons  pour  cp' celui  de 
ses  arguments  qui  est  compris  entre  X  et  X  —  2tz.  Il  est  clair 
que  p  et  tf'  sont  entièrement  déterminés  en  chaque  point  :;. 

Chacune  des  fonctions y^  a  donc  une  valeur  unique  et  dé- 
terminée pour  chaque  valeur  de  z  ;  elle  a  d'ailleurs  pour  dé- 
rivée ->  qui  est  continue;  elle  est  donc  sjnectîque. 

Mais  il  en  est  autrement  si  l'on  cesse  d'astreindre  ^  à  ne 
pas  traverser  la  coupure.  Supposons  en  effet  que  z  décrive 
dans  le  sens  direct  un  contour  fermé  sans  point  multiple  en- 
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tourant  le  poiat  critique  z  =  o.  Lorsqu'il  reviendra  à  sa  va- 
leur initiale  Zoj  son  argument  se  sera  accru  de  2'n  et,  au  lieu 
de  la  valeur  initiale 

on  aura  comme  valeur  finale 

Donc  /q,  . . . ,  /a  considérées  dans  tout  le  plan  (à  l'exclusion 
du  point  critique  z  =  o)  ne  sont  pas  des  fonctions  distinctes, 
mais  des  branches  d'une  même  fonction,  qu'on  représente 
par  log^. 

Ces  branches  se  permutent  circulairement  par  une  rotation 
autour  du  point  z  =z  o, 

232.  Soient 

z  =  p(cosçp  4-  tsin^p),         s,  =  Pt(cosîpi-h  esincpj), 

d'où 

log^  =z  Logp  -h  t>,         log^i  —  Logpi  4-  t>i. 

On  en  déduit 

legs  H-  log5,  —  Logp  +  Logp,  -4-  /(?  +  ?i)  =  LogPPi  -+■  '(?  -+-  ?i)- 

Or  ppi  est  le  module,  et  cp  h-  ©|  l'un  des  arguments  de  zZi, 
Donc  le  second  membre  de  cette  équation  est  l'un  des  loga- 
rithmes de  zZi.  Les  autres  ne  difTèrent  de  celui-là  que  de 
multiples  entiers  de  2Tzi.  On  aura  donc 

(2)  legs  4- log:?!  =:log55i-}-  2Â:7:i, 

l'entier  k  dépendant  du  logarithme  choisi. 

233.  Exponentielle.  —  Nous  désignerons  par  e*  la  fonc- 
tion inverse  de  log;;,  définie  par  l'équation 

logw  n:  z. 

Soit  z  =z  X -{- iy,   w  =  p(cosîp +  isin'^).  On  aura,   pour 
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dëlerminer  p  et  f ,  les  équations 

Logpnzir,        /  =  ?. 

La  première  équation  donne  p  =  e^,  e*  désignant  la  fonc- 
tion de  X  inverse  de  Logj:,  et  définie  au  n°  116.  On  aura, 
par  suite, 

(3)  e==:  ff  =  e^(cosy -h  isiny). 

Cette  fonction  est  synectique  dans  tout  le  plan.  Elle  prend 
toutes  les  valeurs  possibles,  zéro  excepté.  Quand  x  tend 
vers  — 00,  elle  tend  vers  o.  Quand  x  tend  vers  -hoo,  elle 
tend  vers  oo,  mais  de  telle  sorte  que  son  argument  y  reste 
indéterminé.  Enfin,  si  x  restant  fini  ^  tend  vers  oo,  elle  ne 
tend  nécessairement  vers  aucune  limite  déterminée. 

Elle  a  d'ailleurs  pour  dérivée 


(logwy 


ziz  M  z=  e-  ; 


donc 

(4)  (e^y=e'. 


Soient 


z^x-\-  ly,        Zi  =  Xi-i-  ly^ ; 


on  aura 

(5)    e^c^i=i  e^-^*i[cos(/ +/i) -t  isin(  J-1-/1)]  i=:e*-^^i. 
Remarquons  enfin  que  Ton  a 


e^' 1=  cosit    4- f  simr     zz= — i 


e'^^zincosair  H-  isinairm  i, 


(6) 

(7)  c--^kltl  -_  gs  çk^l  —  (_  ,  jAr^z^ 


Donc  e^  ne  change  pas  quand  on  accroît  z  d'un  multiple 
de  2ue;  on  énonce  cette  propriété  en  disant  que  la  fonction 
est  périodique  et  que  sa  période  est  a^ti. 

234.  Puissances.  —  Nous  définirons  l'expression  z^,  z  et 
m  désignant  deux  nombres  complexes  quelconques,  dont  le 
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premier  n'est  pas  nul,  par  l'équation 

Soient  m  =  a  4-  ^i,  z  =  p(coscp  -\-  isinf);  il  viendra 

—  gOt  Lo8p-p{ç+îAlc)  -I-  /(P  Log  p-HX(ç-i-lAr7l)l  ^ 

Le  module  M  et  l'argument  <ï>  de  z^  seront  donc  donnés 
par  les  formules 

(8)  M  =:  ^aLof  p-p(^Uit)^ 

(9)  4>  =:  pLogp -h  «(<?  + aArit) -h  aAr'Tc. 

Si  P  n'est  pas  nul,  à  chaque  valeur  de  k  correspondra  une 
valeur  différenle  de  M,  et  z"^  aura  une  inGnité  de  valeurs  dis- 
tinctes. 

Si  p  =  o,  M  n'a  plus  qu'une  seule  valeur;  toutefois,  si  a 
est  irrationnel,  aux  diverses  valeurs  de  k  correspondront  au- 
tant de  valeurs  de  <I>,  ne  différant  pas  les  unes  des  autres  de 
multiples  de  2ir,  et  fournissant  par  suite  autant  de  valeurs 
distinctes  pour  z^. 

Si,  au  contraire,  a  est  un  nombre  rationnel  ~>  deux  va- 

leurs  de  k  qui  diffèrent  de  multiples  de  q  donneront  la  même 

valeur  pour  z^.  Cette  expression  n'aura  donc  que  q  valeurs 

distinctes,  correspondant  àA"  =  o,  i,  ...,5^  —  i. 

Dans  ce  cas,  l'expression^'"  =  u  sera  racine  de  l'équation 

algébrique 

u^  =  zP  ; 

car,  en  élevant  les  deux  membres  de  l'équation 

u=zz"^  =  e^ 
à  la  puissance  q^  il  viendra 

Or,  si  p  est  positif,  le  second  membre  de  cette  équation  est 
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le  produit  de  p  facteurs  égaux  à  e^®*^  ou  à  5;  si  p  est  un 
nombre  négatif — p'^  ce  sera  le  produit  de  />'  facteurs  égaux 

a  -• 

Lorsque  m  est  réel  et  z  positif,  Tun  des  logarithmes  de  :;, 
Log:;,  est  réel,  et  l'une  des  valeurs  de  z'^,  ^'^i-of*^  est  réelle. 

235.  On  a,  p  étant  le  module  et  (f  l'un  des  arguments  de  z^ 

]og3  =z  Logp  H-  icp  4-  2  A* 7:1 
cl,  par  suite, 

(10)  j^m —.  gimkizi gm{Lotp-^i;^\ 

i"  Soit  z'  une  autre  quantité  ayant  le  module  p'  et  un  ar- 
gument (j)';  on  aura  de  même 

d'où 

(u)  z'"z'"'=(zz')'"e^'^^'^'\ 

K  étant  un  entier,  égal  à  A'  h-  k' —  A*", 
>."  On  aura,  d'autre  part, 

d'où 

3"  Enfin  z"^  aura,  pour  l'un  de  ses  logarithmes, 

2mA"iti  +  m  (Logp  4-  «^). 
Donc 

D'ailleurs, 
Donc,  enfin, 

(iZ)  ( Z"^ )'"'=:  5''»''>' Q{{k'-kif)m-\-kf] tmt'Ri ^ 
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236.  Supposons  2  variable  ;  Tcxpression 

U  •=  Z"*  zz:  e"*  *®** 

sera  une  fonction  de  fonction  de  z  qu*il  est  aisé  d^étudier. 

Traçons,  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées,  une  cou- 
pure rectiligne,  faisant  Tangle  X  avec  Taxe  des  x.  Dans  tout 
le  reste  du  plan,  les  diverses  valeurs  de  log-s  peuvent  être 
réparties  en  branches  synectiques  :  u,  étant  déterminé  sans 
ambiguïté  en  fonction  de  Iog.s,  jouira  de  la  même  propriété. 
Si  Ton  adopte,  pour  cp,  celui  des  arguments  de  z  qui  est 
I>  X,  mais  <  27r-f-X,  ces  diverses  branches  correspondront 
aux  diverses  valeurs  que  Ton  peut  donner  à  l'entier  k  dans 
la  formule  (lo). 

Il  est  aisé  de  voir  comment  ces  diverses  branches  se  per- 
mutent entre  elles  lorsque  z  décrit  un  contour  fermé  entou- 
rant le  point  critique  o.  Supposant  ce  contour  suivi  dans  le 
sens  direct,  le  module  de  z  reviendra  à  sa  valeur  initiale  ; 
mais  son  argument  se  sera  accru  de  2ir.  On  aura  donc  passé 
de  la  valeur  initiale 

à  la  valeur  finale 

237.  La  dérivée  de  2"*  se  trouvera  en  dérivant  l'équation 
qui  définit  cette  fonction.  On  trouve  ainsi 


^^/ny— -  g/nlogz  _  . 


Mail 


I  

z 


_  _  2-1  z^e-'***-; 


donc 

Cetle  expression  peut  s'écrire 

(l4)  (3'")'—  7715'»-», 
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à  la  condition  d'adopter,  pour  le  calcul  de  z'^^*,  la  même 
valeur  de  log<5  que  pour  celui  de  z*". 

238.  Cherchons  enfin  si  z"^  tend  vers  une  limite  lorsque  z 

tend  vers  zéro  ou  vers  oo. 

Posons 

5  z=  p(coscpH- I  sintp),         mi=aH-P«, 

le  module  M  et  Targument  ^  de  z'^  seront  donnés  par  les 
formules  (8)  et  (9). 

Si  ^  n'est  pas  nul,  il  est  clair  que  de  quelque  manière  que 
p  varie,  on  peut  faire  varier  simultanément  (p,  de  telle  sorte 
que  M  prenne  une  suite  de  valeurs  entièrement  arbitraire; 
donc  z"^  ne  tendra  vers  aucune  limite  déterminée. 

Supposons,  au  contraire,  que  p  soit  nul,  ou  que  (f  soit  as- 
treint à  rester  compris  entre  deux  nombres  fixes. 

Soit  d'abord  a  >>  o.  Si  .s  (et,  par  suite,  p)  tend  vers  zéro, 
Logp  tendra  vers  —  00,  M  (et,  par  suite,  z"^)  vers  zéro.  Si  z 
tend  vers  00,  Logp  et  M  tendront  vers  +  00;  jt*"  tendra  donc 
vers  00,  mais  sans  que  son  argument  $  tende  nécessairement 
vers  une  limite. 

Si  a  <  o,  le  contraire  aura  lieu.  Lorsque  z  tendra  vers  o, 
z^*  tendra  vers  00,  sans  que  son  argument  tende  nécessaire- 
ment vers  une  limite;  mais,  si  z  tend  vers  00,  z"^  tendra  vers 
zéro. 

Enfin,  si  a  est  nul  ainsi  que  p,  on  aura  constamment 

M=:l,  *  =  2A-ir;  d'où  z"*=:l. 

239.  Fonctions  trigonométriques.  —  Si,  dans  l'équa- 
tion (3),  qui  déGnit  e*,  nous  posons  x  =  o,  il  viendra 

(i5)  e^y=zcosy -\- is'iny, 

et,  en  changeant  le  signe  de  y  y 

(16)  6"*^=:  CCS/  —  isiny. 
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On  en  déduit 
(17)  cos^=: ,  siny  = —. 

Ces  formules,  établies  dans  le  cas  où  y  est  réel,  pourront 
servir  de  définition  à  cos^  et  sin  j^,  lorsque  cette  variable  est 
complexe. 

Quant  à  tang^  et  cotr,  elles  continuent  à  être  définies 
par  les  formules 


(18)  tangj 


^  sin7__ 


CCS/        cet/ 


Ces  fonctions  n'ont  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable.  Les  deux  premières  seront  sj'uectiques 
dans  tout  le  plan;  mais  lang^  et  cotj^  deviendront  respecti- 
vement infinies  pour  les  valeurs  de^  qui  annulent  cos^  ou 
siny. 

Toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie  subsistent  pour 
les  valeurs  complexes  de  la  variable,  car  elles  se  déduisent 
des  suivantes 

sin(o)rzio,         cos(o)=ii, 


TZ  TZ 

-  =  I ,  cos  - 

a  2 


sin-  =  I,  cos  -  z:=  o, 


sin( — a)=: — sin  a,         cos( — a)  =  cos  a, 
sin  (a  -f-  ^)  =  sina  cos  6  +  cos  a  sin  6, 
cos(a  H-  6)  m  cosa  cos  b  —  sin  a  sîji  6, 

dont  on  peut  vérifier  immédiatement  l'exactitude  en  substi- 
tuant aux  lignes  trigonométriques  leurs  expressions  en  ex- 
ponentielles.. 

On  vérifie  de  môme  les  formules 

(sin«)'=r  C0S5,         (cos5)'r= — sin-s, 
d'où 


(lang^yz^^^,  (cot5) 


sin^2 


236  PREMIÈRE   PARTIE.  —    CHAPITRE   II. 

2i0.  On  a,  diaprés  les  formules  d'addition, 
sin  (.r  4-  iy)  nr  sin x  cos  iy  •+■  cosa?  sin  îy 


—  sin  X h  {  cos  j? j 

2  2 


cos (.r  -h  */)  =r-  COS X  COS ly  —  sin x  sin iy 

=r  COS  J7 l  %\ïiX • 

2  2 

Ces  expressions  ne  peuvent  s'annuler  que  si  leur  partie 
réelle  et  leur  partie  imaginaire  s'annulent  séparément.  D'ail- 

e~y  -\-  ey 
leurs est  toujours  positif  et  différent  de  zéro;  en 

outre,  sin^  et  cosj?  ne  peuvent  s'annulera  la  fois;  donc 
sin(jr  4-  iy)  ne  s'annule  que  si  l'on  a 

ey  —  e-y 

SinJ7r=:0,  ^=  O» 

2 

d'où 

x  —  kTz,       y  —  o, 

et  cos(x  -f-  iy)  ne  s'annulera  que  si  l'on  a 

ey—e-y 

COS^rrrO,  rz:  o, 

2 

d'où 

j7  =  (Â:-h  J)it,         v  =  o. 

c-      .     j  ^^-*^  ^"^      j  .  ey—e-y 

Ï51  Y  tend  vers  oo, tendra  vers   +  oo,  et 

^  '2  2 

vers  -h  00  ou  vers  —  00,  suivant  que  j^  sera  positif  ou  négatif. 
Donc  sin(x  -f-  iy)  et  cos(x  +  iy)  tendront  vers  00;  mais  leur 
argument  dépend  de  x  et  ne  tendra  pas  nécessairement  vers 
une  limite. 

Sl^  restant  fini,  x  tend  vers  00,  sin(j7  +  iy)el  co^{x-\-  iy) 
resteront,  au  contraire,  finis,  sans  tendre  nécessairement  vers 
une  limite. 

241.  Tout  produit  de  sinus  et  cosinus  peut  être  trans- 
formé en  une  somme  de  sinus  et  cosinus.  Il  suffit,  pour  cela, 
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de  remplacer  les  sinus  et  cosinus  parleur  valeur  en  exponen- 
tielles, d^effectuer  les  multiplications  et  de  revenir  ensuite 
aux.  lignes  trigonométriques. 

Proposons-nous,  par  exemple,  d'exprimer  sin'^z  en  fonc- 
tion des  sinus  et  des  cosinus  de  z  et  de  ses  multiple$  {m  étant 
supposé  entier).  On  aura 

Associons  ensemble  les  termes  à   égale  distance  des  ex- 
trêmes; il  viendra  : 
Si  m  est  impair, 

(2«)'"  sin'"^ 

[.    /          V         m  (m  —  i)  .    ,         ,.  1 

sinmz —  msin(m  —  yz-\ sm(m — .%)z — ...    ; 

si  m  est  pair, 

( 2  e )"»  sin'" z^=  i  ces mz  --2  m  ces  ( /w  —  2)5 

m(m  —  \) 

-f-  2 — ^^ ces  (m  ~  4)5  — .  .  . 

2  \  1/ 


(-•) 


' J       1 . 2 ...  m 


ni^^ 


1 .2  ...  — 
On  aura,  de  même, 

et,  en  associant  les  termes  deux  à  deux, 

2'»cos'"-3  =:  2cos/n>s  4-  2/ncos(m  —  2):;  h-  ... . 

Celte  série  se  terminera,  si  m  est  impair,  par  un  terme  en 

1 . 2 . . .  wî 
cos^;  SI  m  est  pair,  par  un  terme  constant 


('•"•••7)" 


242.  On  peut  réciproquement  exprimer  cos/n^  et  sin  m  2 
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en  fonction  de  sin;s  et  de  cos^.  On  a,  en  effet, 

cosm5-h«sinm5:=e'"'^=:  (e'*)"»=::  (cos-s  -h  i  sin^)"*, 

d'où,  en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  égalant 
séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

m{m  —  i)       ^  ^      .  - 
cosmx;  =  cos"*5 cos''*~'-s  sm's 

m(m  — -î)(/n  —  2)(m  —  3)       „,   .      .   . 
i.a.3.4 

,      .           Tn(m — i)(m  —  7)  ,      .   . 

sinm^  =  m  ces'""' 5  sins 7, ^cos''*~'-3Sin'<3-H.... 

I  .2.5 

Remplaçant  dans  ces  formules  sin^^  par  i  —  cos^5,  ou  ré- 
ciproquement, on  voit  : 

1°  Que  cos/?i5  s'exprime  par  une  fonction  entière  et  de 
degré  m  en  cos^  ; 

2°  Que  sinm^  est  une  fonction  entière  de  degré  m  en  sin-3 
si  m  est  impair  ;  que,  si  m  est  pair,  sinm^  sera  égal  au  pro- 
duit de  COS.S  par  une  fonction  de  degré  m  —  i  en  sins. 

243.  Soit  m  un  entier  impair  quelconque  ;  on  aura,  comme 
nous  venons  de  le  voir, 

sinmc  n:y(sin  s), 

y  désignant  une  fonction  entière  de  degré  m.  Il  est  aisé  de 
mettre  cette  fonction  sous  forme  d'un  produit  de  facteurs. 
En  cflet,  ûnmz  s'annule  pour  les  m  valeurs  suivantes  de^ 

_,     t^  _,    m  —  1    iz 

o      zn  — ,     •••,     zn j 

m  2       m 

auxquelles  correspondent  autant  de  valeurs  distinctes  pour 

sinz. 

On  aura  donc 

.     .        /  sin-3  \  /  sin*5 

sin/n«  =  Asin5  /  1  — 


r'^-i"\ 


sin' 


2       m 
Â  désignant  un  facteur  numérique. 
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Pour  le  déterminer,  donnons  kz  une  valeur  infiniment  pe- 
tite. Le  premier  membre  de  T équation  précédente  aura  pour 
valeur  principale  mz  et  le  second  Az.  Donc  A  =  m. 

Changeons  z  en  — ;  Téquation  deviendra 


sin* 


sinir^  =  msin 


m 


I  — 


TZZ 

m 


sm'  — 


I  — 


m 


sin* 


244.  Arc  tangente.  —  La  fonction  u  =  arc  lang^,  inverse 
de  la  tangente,  sera  définie  par  Téquation 


=:  laner  a  =  -r  —^ 

°  i  e'" 


I  e''*— e-'** 


t—lU 


ou 


,î/» 


IZ  — 


On  en  déduit 


gUu  —. 


e*'"  -+■  I 

i-h  iz       i  —  z 


1  —  i 


t  H-  5 


i  —  z 


('9)   ''=  TT'^^Srr:-  =  -:[log(i  — 5)  — log(/4-5)-+-2A:7ri]. 

Pour  chaque  valeur  de  z^  les  logarithmes  ont  chacun  une 
infinité  de  valeurs,  difierant  de  multiples  de  271/;  u  aura 
donc  (me  infinité  de  valeurs  diff^érant  entre  elles  de  mul- 
tiples de  ir. 

Les  valeurs  z=z±i  font  exception.  Pour  chacune  d'elles, 
Tun  des  logarithmes  devient  infini,  et  il  en  est  de  même 
de  u. 

Par  chacun  de  ces  deux  points  critiques  traçons  une  cou- 
pure. Dans  le  reste  du  plan,  les  diverses  valeurs  de  chaque 
logarithme  et,  par  suite,  celles  de  u  forment  des  branches 
synec  tiques. 

Il  reste  à  voir  comment  ces  branches  se  permutent  entre 
elles  à  la  traversée  des  coupures.  Pour  cela,  supposons  que 
z  décrive,  dans  le  sens  direct,  un  contour  fermé  entourant  le 
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point  i  en  laissant  le  point  —  i  k  son  extérieur.  L^argument 
de  i  —  z,  en  variant  d'une  manière  continue,  se  sera  accru 
de  27r;  celui  de  î  +  z  reprendra  sa  valeur  initiale.  Le  pre- 
mier logarithme  se  sera  donc  accru  de  2'^^,  sans  que  Je  se- 
cond ait  changé.  La  valeur  initiale  de  u  étant  i/q;  sa  valeur 
finale  sera  donc  Uq-^-tz. 

On  voit  de  même  que,  si  z  tournait  autour  du  point  —  /, 
u  passerait  de  la  valeur  initiale  Uq  à  la  valeur  finale  Uq  —  ic. 

En  dérivant  Téquation  (19),  on  voit,  d'ailleurs,  que  la 
fonction  u  a  pour  dérivée 


a  =  — . 


21  \l  —  z  l  -h  z  /  Z'-\-l 

245.  Ane  SINUS.  —  Considérons  encore  la  fonction 

u  =z  arc  s'inZy 
inverse  du  sinus  et  définie  par  l'équation 


z  =  sinw  = 


21 
d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  e'", 

e'»  —  iz  =h  y/ï  — -*. 
(20)  u—  j\og(iz±\/i  —  z*), 

y/i  —  z'^  désignant  l'un  des  deux  nombres  réels  ou  com- 
plexes dont  le  carré  est  1  —  z^. 

Soit  iuo  l'un  des  logarithmes  de  iz  -H  \/i  —  ^^  '  '^^  autres 
auront    pour    forme    générale    fe/o-h  a/r::/;    d'autre    part, 

iz-h\/i  —  z^  étant  égal  à  — = —  ■  admettra,  pour  un 

iz  H- V  1  —  5* 

de  ses  logarithmes,  iiz  —  iuo,  et  la  forme  générale  de  ses  lo- 
garithmes sera  «(tc  —  Wo)  +  ^kizi.  Les  diverses  valeurs  de  u 
seront  donc  données  par  le  système  des  deux  formules 

(  «0 -H  2 /lit, 

u  = 

(    1t  «0-1-  2A"7t. 
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Ces  valeurs  sool  toutes  distinctes,  à  moins  que  Uq  ne  soit  un 
multiple  impair  de  -9  auquel  cas  la  seconde  formule  donne 
les  mêmes  valeurs  que  la  première.  Si  cela  a  lieu,  on  aura 

j\0g{^lZ-{-\/l—Z^)— TZ, 


d'où 

On  a  d'ailleurs,  en  dérivant  l'équation  (20), 

,         f  I  /.Il  \  T 

11=.- ■  (1 7 2  ;;  I  =  — =:z= , 

'    l5-hV^I--3*\  2y/i_-î         )  sJl  —  Z^ 

dérivée  finie   et  continue,   sauf  pour  les  valeurs  critiques 


z  =  in  1. 


246.  Considérons  la  région  du  plan  non  extérieure  à  un 
contour  fermé  sans  point  multiple  qui  laisse  à  son  extérieur 
les  deux  points  critiques.  Dans  cette  région,  2/0 )  admettant 
une  dérivée  constamment  finie,  varie  d'une  manière  continue 

et  n'est  jamais  multiple  impair  de  -•  Le  module  de  la  difTé- 

rence  entre  i/o  et  celui  de  ces  multiples  qui  en  est  le  plus 
voisin  restera  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe.  Les  diffé- 
rences mutuelles  des  racines  e/,  étant  de  l'une  des  deux 
formes  2Anr,  iuq-\-  {2,k  -\-  \)tz^  resteront  aussi  supérieures  à 
un  nombre  fixe. 

En  raisonnant  comme  pour  les  fonctions  algébriques,  on  en 
conclut  que,  si  l'on  trace,  à  partir  des  deux  points  critiques, 
des  coupures  quelconques,  les  valeurs  de  u  pourront,  dans 
tout  le  reste  du  plan,  se  répartir  en  branches  synectiques. 

247.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  les  coupures 
tracées  de  manière  à  ne  pas  rencontrer  la  portion  de  l'axe 
des  X  située  entre  —  i  et  -+-1.  Chacune  des  branches  de  la 

J.  -  I.  16 
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fonclîon  u  sera  caractérisée  par  la  valeur  qu'elle  prend  pour 
5  =  0,  laquelle  est  un  des  nombres  /m,  k  étant  un  entier. 
Désignons  par  Uk  la  branche  qui  correspond  à  la  valeur  ksz. 
Lorsque  u  varie  de  {k  —  ^)'rc  à  (/r  +  ^)7r,  son  sinus  z  reste 
continu  et  réel  et  varie  de  —  1  à  +  i  ou  de  -j-  1  à  — i,  sui- 
vant que  k  est  pair  ou  impair,  en  passant  par  la  valeur  o  pour 
u  =  kTz,  Donc  réciproquement,  si  z  varie  de  —  i  à  +  i,  en 

k  — ht  à  \k-\- 7î. 

Donc,  en  chacun  de  ces  deux  points,  les  branches  prendront 
deux  à  deux  des  valeurs  égales,  de  telle  sorte  qu'au  point 
—  I  on  ait 


au  point  +  i , 


2k  —  1 


Les  deux  branches  qui  deviennent  ainsi  égales  en  un  point 
critique  se  permutent  entre  elles  si  z  décrit  un  contour  fermé 
sans  point  multiple  G  entourant  ce  point.  Supposons,  en 
effet,  ce  qui  est  permis,  que  ce  contour  soit  infiniment  petit 
et  soit  décrit  autour  du  point  +  i ,  par  exemple.  Tout  le  long 
de  ce  contour,  chacune  des  branches  de  la  fonction  u  con- 
servera une  valeur  infiniment  voisine  de  la  valeur  limite 
qu'elle  atteint  au  point  critique;  car,  1  — z^  étant  infiniment 

petit,  il  en  est  de  même  de y/i  —  z^]  donc  iz±^\  —  z^  diffé- 
rera infiniment  peu  de  sa  valeur  limite  i;  son  module  et  son 
argument  et,  par  suite,  son  logarithme,  différeront  infini- 
ment peu  de  leurs  valeurs  limites. 

Parmi  les  diverses  branches  de  la  fonction,  il  en  existe 
donc  deux  seulement  dont  les  valeurs  le  long  de  G  soient 

infiniment  voisines  de ^tî  :  ce  sont  les  deux  branches 

2 

U2k  et  ^2*4-1,  dont  la  valeur  limite  est  tt. 

Gela  posé,  soit  Zq  un  point  de  C;  la  valeur  de  Uiht  p^i* 
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exemple,  au  point  Zo  sera  Tune  des  valeurs  que  l'expression 
(21)  -7  log(iJ3 -f- ev^i  —  -5*) 


prend  pour  z  =  Zo,  t  étant  égal  à  dz  i . 

Lorsque  z  décrira  le  contour  C,  cette  expression  restant 

infiniment  voisine  de tt,  sa  valeur  finale  coïncidera 

2         ' 

avec  la  valeur  au  point  ^o  ^^  l'axe  des  deux  fonctions  f/2A, 

Mais  le  premier  cas  ne  peut  se  présenter.  En  effet,  pen- 
dant ce  mouvement,  l'argument  de  i  +  ^  change  infiniment 
peu  el  reprend  au  retour  sa  valeur  primitive;  celui  de  i  —  z 
varie,  au  contraire,  de  2ir;  celui  du  produit  i  —  -3*  variera 


donc  de  27î  et  le  radical  ^i  —  ;;^  =  (i  —  z^)^  se  reproduira, 


lîiri 


multiplié  par  e*  =  —  i .  Donc,  lorsque  z  reviendra  à  la  va- 
leur Zo9  la  valeur  fiuale  de  la  fonction  sera  l'une  des  valeurs 
de  l'expression 

-rlog(/^0— ev^l  —  -;)» 

m 

lesquelles  sont  toutes  différentes  des  valeurs  de  l'expression 

parmi  lesquelles  est  comprise  la  valeur  initiale.  Donc,  en 
décrivant  le  contour,  on  changera  la  valeur  de  u  et  l'on  pas- 
sera ainsi  de  la  branche  U2k  à  une  autre  branche,  qui  ne  peut 
être  que  i/2*+<  • 

248.  La  fonction  arccos^  inverse  du  cosinus,  définie  par 

l'équation 

ces  M  =^z, 

ne  nécessite  aucune  étude  nouvelle;  en  effet,  cosw  étant  égal 
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à  sin(  -  +  w  j,  on  aura 

arc  cosz  == h  arc  sins, 

2 

Cette  expression  admet,  pour  chaque  valeur  de  Zy  une  infinité 
de  valeurs  données  par  les  formules 

\-  a  -h  2kTz 

C0S5={  (  :r=z^  ù  -h  2kr., 

flr  4-  2  At: 

2 


en  posant a  =^  b. 
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CHAPITRE  m. 


SERIES. 


I.  —  Formulé  de  Taylor. 

249.  Soit  f{x)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x, 
qui  reste  continue,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées,  dans 
un  intervalle  AA'. 

Désignant  par  a  ei  a  -\-  h  deux  points  de  cet  intervalle, 
posons 

/(a  +  A)=/(a)  +  A/(a)-^/^/^(a)-f... 

I.p  rest(*  R„  sera  une  nouvelle  fonction  de  h  que  nous  allons 
déterminer. 

En  prenant  les  dérivées  successives  de  (i)  par  rapport  à  A, 
on  voit  :  i^que  la  dérivée  /i*'"*'  de  R«  est  égale  à  /"{a -h  h); 
2"  que  R„  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  s'annulent  pour 
A=  o. 

Ces  deu\  conditions  suffisent  à  définir  complètement  R„; 
car,  si  cp  est  une  fonction  qui  y  satisfasse,  la  différence  R,i  —  '^, 
ayant  sa  dérivée  n**^"*  nulle,  sera  un  polynôme  entier  d'ordre 
n  —  I,  mais  ce  polynôme  et  ses  n  —  i  premières  dérivées 
s'annulent  pour  A  =  o;  il  est  donc  identiquement  nul. 
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Or  on  peut  vérifier  immédiatement  que  l'intégrale  définie 


,a-4-A 


I       r 

1=7 n   /         {a-hh—x)''-^/'*(x)dx 

satisfait  aux:  conditions  précédentes. 

Pour  le  montrer,  posons  d'abord  x  =  a  -t  t;  il  viendra 

Cherchons  la  dérivée  de  cette  intégrale.  On  voit  que  h 
figure  dans  I  à  la  fois  comme  limite  et  comme  paramètre.  Il 
faut  donc  appliquer  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  com- 
posées. Mais  la  fonction  à  intégrer  s*annule  pour  t=zh\ 
donc  la  dérivée  par  rapport  à  la  limite  est  nulle  et  il  reste 
simplement  le  terme  provenant  de  la  dérivation  par  rapport 
au  paramètre 


di 

dh 


On  trouvera  de  même 


dh 


\  ^^jr^j\f^-^r-'P^ct-^^)dt. 


-IJ  /-A 

—  ==   /     p{a^t)dt. 


dh 


Toutes  ces  expressions  s'annulent  pour  A  =  o.  Enfin,  une 
dernière  dérivation  donnera 

5Â^  =/»(«  + A). 

Nous  trouvons  ainsi  pour  R,,  l'expression  suivante 
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Posons  t=^uh\  u  variera  de  o  à  i,  et  Ton  aura 


(2) 


ï^»=(;r^-TyT/'('---")""VM«  +  «^)^''. 


S50.  Soit/>  un  entier  positif  arbitraire  non  supérieur  à  /); 
la  fonction  à  intégrer  sera  le  produit  des  deux  facteurs 

{i  —  u)P~^     et     (i  —  u)''-Pf''{a-huh), 

dont  le  premier  est  positif  et  le  second  continu  dans  le  champ 
d'intégration.  On  aura  donc,  en  appliquant  le  théorème  de 
la  moyenne, 

0  désignant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i.  D'ailleurs 


Donc 


^  ^  (î-ey-/' 7^(^  +  6/0 


et,  en  particulier,  si  nous  prenons  /?  =  Hs 
(3)  R«z=^/«(a4-e/i). 

251.  La  formule  (i)  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Taylor,  L'expression  (3)  du  reste,  donnée  par  Lagrange, 
est  parfois  commode;  elle  a  toutefois  l'inconvénient  de  con- 
tenir un  nombre  inconnu  0,  dont  on  sait  seulement  qu'il  est 
compris  entre  o  et  i.  L'expression  (2),  qui  ne  contient  rien 
d'indéterminé,  est  à  cet  égard  préférable. 

Si  l'on  suppose  n  constant  et  h  infiniment  petit,  les  for- 
mules (2)  et  (3)  montrent  que  R«  est  infiniment  petit, 
d'ordre  n  au  moins.  On  aura  donc,  pour  l'infiniment  petit 
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/(a  +  A)  —  /(a),  la  valeur 

approchée  aux  infiniment  près  de  Tordre  /i. 

Supposons,  au  contraire,  h  constant  ou  assujetti  à  rester 
entre  certaines  limites  et  n  croissant  indéfiniment.  Si  l'on 
peut  démontrer  que  dans  ces  conditions  R/i  tend  vers  zéro, 
on  aura,  à  la  limite, 

/(«  -^  A)  =  lim  Vf  a  H-  hfa^, . .  ^  -^^/«-t  J  . 
On  dira,  dans  ce  cas,  que  la  série  infinie 

converge  vers  /(a  +  A),  on  a  cette  quantité  pour  somme^ 

252.  Posons,  dans  la  formule  de  Taylor,  a  ==  o,  A  =  jc; 
nous  obtiendrons  la  formule  de  Maclaurin 


^«"^ 


(4)  /(x)  ^/(o)  -k-  xf{o)  -h. .  .4-  (-^'— p),/'-*(o)  4-  R„, 
où  R„  peul  être  mis  sous  les  formes  suivantes 

•^"^nr^  /  (.-«)'-'/''(«-r)rf«.      R„=f^/«{ex). 

Cette  formule  suppose  que  la  fonction  /  et  ses  dérivées  jus- 
qu'à l'ordre  n  soient  continues  dans  un  intervalle  comprenant 
à  son  intérieur  les  points  o  et  x, 

233.  On  peut  aisément  étendre  la  formule  de  Taylor  aux 
fonctions  de  plusieurs  variables. 

Soit,  en  effet,  f{x^y)  une  fonction  des  variables  réelles 
X,  y  y  dont  les  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  restent 
continues  tant  que  x  est  compris  entre  A  et  A',  et  y  entre  B 
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et  B'.  Soient  a,  a  4-  A  deux  nombres  compris  entre  A  et  A', 
by  b  -\-  fc  deux  nombres  compris  entre  B  et  B'. 
Posons  0L=^a'^  ht,  p  =  6  -4-  A*/.  L'expression 

/(.,  ?)  =:/(a  -hht.b-h  kt)  rzz  cp(0, 

considérée  comme  fonction  de  tj  aura  des  dérivées 

'■<')=4{-*|=(*r.**iy=(*s-*3)/' 

Ces  dérivées  seront  continues  tant  que  a  -\-  ht  sera  compris 
entre  A  et  A',  et  6  +  kt  entre  B  et  B',  et  a  fortiori  quand  t 
variera  de  o  à  i . 

Appliquant  à  cette  fonction  la  formule  de  Maclaurin  et  po- 
sant ^=  I  dans  l'équation  obtenue,  nous  aurons 

^  if  (a  +  k,b  +  k)  =/{a,  b)  +  {h^  +  k-^^f(a,b) 

R/i  pouvant  être  mis  sous  Tune  des  formes  suivantes 
(TT^  X'^'  -  "^''~'  d'Ta^'  ^)'^^''  ^hu.b^ku)  du, 

2S4.  En  posant /(a,  b)=y,  f{a-\- h,  b-^k)=y  -]-  Aj, 
cette  formule  prendra  la  forme  plus  simple 


I .  a  (  /i  —  I  )  ! 


.  u-y  u"    -y  „ 


laquelle  subsisterait  évidemment  pour  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes. 

Si  A  et  k  sont  des  infiniment  petits  de  premier  ordre,  R^ 
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sera  un  infiniment  petit  d^ordre  n  au  moins,  et  pourra  être 
supprimé  de  la  formule,  si  Ton  veut  borner  l'approximation 
à  cet  ordre  de  grandeur. 

255.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  sans  peine 
aux  fonctions  de  variables  complexes. 

Soil/{z)  une  fonction  de  z^  synectique  tant  que  cette  va- 
riable reste  dans  Fintérieur  d'un  domaine  E.  Soit  L  une  ligne 
rectifiable  située  dans  l'intérieur  de  ce  domaine  et  joignant 
les  points  a,  a  +  A.  On  verra,  par  un  raisonnement  iden- 
tique à  celui  du  n^  249,  qu'on  a 

/{a  -h  h)  ^fa  4-  hfa-^. . .  H-  .  /         f^-'a-^  R;,, 
le  reste  R«  étant  donné  par  l'intégrale 

Si  la  droite  qui  joint  les  points  a  et  a -\-  h  est  tout  entière 
comprise  dans  l'intérieur  de  E,  on  pourra  la  prendre  pour 
ligne  d'intégration;  sa  longueur  sera  |  A  |.  D'autre  part, 
\a-h  h  —  z\  variera  de  |  A  |  à  o.  Si  donc  |ji  est  le  maximum 
de  |/''(5)|  sur  cette  ligne,  on  aura 

Cette  hypothèse  se  réalisera  toujours  si  Ton  admet  qu'on 
puisse  tracer  du  point  a  comme  centre  un  cercle  K  conte- 
nant le  point  a  +  A  dans  son  intérieur,  et  tel  que  tous  les 
points  non  extérieurs  à  ce  cercle  soient  intérieurs  à  E. 

256.  On  peut  aisément  établir  que,  dans  ce  cas,  R»  tend 
vers  zéro  lorsque  n  tend  vers  c». 

En  effet, /'(2)  étant  continue  dans  l'intérieur  de  E,  son 
module  le  long  du  cercle  K  ne  pourra  surpasser  un  certain 
maximum  M';  soient  p  le  rayon  du  cercle,  S  la  distance  du 
point  z  au  point  a,  laquelle  varie  de  o  à  |A|.  Sa  distance 
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au  cercle  K  sera  p  —  8,  et/" (5)  étant  la  dérivée  (n  —  i)'*"* 
de/'(2),  on  aura,  d'après  la  formule  du  n®205, 

D'autre  part, 

|a  +  A— 3|  =  |A|  — 3. 
Donc 

I  a  +  A  _  5 1»-.  |/«5  I  =  ^lAk^iy"' („  _  I) !  M' 

car  le  maximum  de  - — ^ — ^  correspond  évidemment  à  5  =  o. 
On  aura  donc,  |  A  |  étant  la  longueur  de  la  ligne  L, 


|R»I^(L^')''~'m'|ai, 


et  comme  |  A  |  <^  p,   cette  expression   tend  vers  zéro  pour 
n  -.=  00. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

La  série  infinie 

A* 
fa-\-hf'  a  -\ fa-^, . . 

est  convergente  et  a  pour  somme  f{a  -h  A)  tant  que  le 
point  a-\'  h  restera  intérieur  à  un  cercle  K  ayant  son 
centre  en  a  et  qui  soit  entièrement  intérieur  à  E. 

En  posant,  en  particulier,  a  =  o,  A  =  5,  on  aura  la  formule 
de  Maclaurin,  qui,  pour  n=cOy  donnera  une  série  conver- 
gente dans  les  mêmes  conditions. 

2o7.  Le  théorème  établi  dans  le  numéro  précédent  peut 
être  démontré  par  une  autre  voie,  qui  donne  une  nouvelle 
expression  du  reste. 
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Les  points  a  et  a  -\-  h  étant  contenus  dans  le  cercle  K,  où 
la  fonction  y(5)  est  synectique,  on  aura 

f{a  -hh)= r  /  -^^-^-^ T 

'  2iri  Jy^z  —  a  —  h 

2711 J"'  \z—a 


( 


(/i  — i;! 
où 


= /a -+-/i/'a -+-...-+-  j— — _/«-»a  +  R„, 


R   -rz-J-    r  h^f{z)dz 


) 


Soient  p  le  rayon  du  cercle  K,  M  le  maximum  de/(5)  sur 
ce  cercle  ;  on  aura 


R,.    -  —  (  ' — -  ) —r-  27:0, 


quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  /i  =  oc. 

258.  L^extcnsion  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  ne 
souffre  aucune  difficulté. 

Soit,  par  exemple,  une  fonction  f{^z^  ii)  de  deux  variables 
qui  reste  synectique  tant  que  z  ne  sort  pas  d'un  cercle  K  de 
rayon  r  ayant  son  centre  en  a,  ni  u  d'un  cercle  Kj  de  rayon  r^ 
ayant  son  centre  en  b.  Soient  a  +  A  un  point  intérieur  à  K, 
6  H- A:  un  point  intérieur  à  Kj,  enfin  p  une  quantité  >  i 

mais  qui  ne  surpasse  ni  -.—  ni  —4-  •  L'expression 

/(a  4-  ht,  h^ki) 

sera  une  fonction  de  t,  synectique  tant  que  t  ne  sortira  pas 
d'un  cercle  de  rayon  p.   On  peut  donc  la  développer,  pour 
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t  =  iy  parla  formule  de  Maclaurin.  Le  résultat  sera  identique 
à  celui  du  n^253y  et  le  reste  R/i  tendra  vers  zéro  pour  n  =  ao. 

259.  Appliquons  la  formule  de  Maclaurin  à  quelques 
fonctions  simples. 

La  fonction  e^  a  toutes  ses  dérivées  successives  égales  à  e^. 
Pour  5  =  0,  elles  se  réduisent  à  l'unité.  On  aura  donc  le 
développement 

(6)  e-  =  n h-^-h 


I        1.2  (n  —  i)! 

qui  sera  toujours  convergent,  quel  que  soit  5,  car  e'  est 
synectique  dans  tout  le  plan. 

Posant  z  =  i  dans  cette  formule,  nous  trouverons  la  valeur 
de  la  constante  e 

I  T 

e=z  iH 1 h 

I  1.2 

Changeant  z  en  izj  puis  en  — iz  et  combinant  les  formules 
obtenues,  il  viendra 

(7)   C0S5  zrr  =I  — 


2  1.2         1.2.3.4         1.2.3.4.5.6 


giz  —  p— /s  ^3  ^5 


(8)     Sin5=:  : =iZ 5-  -h  o     /     - 

21  I .2.0  I  .2.0.4.^ 

séries  également  convergentes  dans  tout  le  plan. 

260.  Considérons  la  fonction  w  =  (1  +  z)'",  et,  pour  pré- 
ciser, dans  le  cas  où  m  n'est  pas  un  entier  réel,  celle  des 
branches  de  cette  fonction  qui  se  réduit  à  i  pour  5  =  0.  On 

aura 

M  =  (i-I- sr)"*,         a'=:  771(14-5)'"-*,  ..., 

a''i=/w(m  —  i)...(m  —  /iH-i)(i-i-  5)'""",  .... 

Pour  5  =  o,  ces  expressions  se  réduiront  à 
I,     nif     m{m  —  i),     ...,     iw(/w  —  i)...(/w  —  /i-hi),     .... 
Substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  Maclau- 
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rin,  on  obtient  la  formule  du  binôme 

m(ni  —  i)    , 

(q)   { 
^     '  mirn  —  i)...(m  —  /i-f-i)    , 

I  .2.  .  .  /l 

La  fonction  (i  -f->3)'"  n'ayant  qu'un  point  critique,  z  =  —  i, 
la  série  ci-dessus  sera  convergente  tant  que  |  ;5 1  <  i .  Car,  si 
cette  condition  est  satisfaite,  soit  p  une  quantité  comprise 
entre  |>5|  et  l'unité.  La  fonction  sera  synectique  dans  un 
cercle  de  rayon  p  ayant  pour  centre  l'origine,  et  le  point  z 
lui  est  intérieur. 

Au  contraire,  si  | z  |  >  i,  la  série  ne  sera  pas  convergente. 
Il  faudrait,  en  effet,  pour  qu'elle  le  fût,  que  la  somme  Sn  de 
ses  n  premiers  termes  tendît  pour  n==  oo  vers  une  limite 
fixe  et,  par  suite,  que  S,,^.i  —  S^  tendît  vers  zéro.  Or  cette 
différence  est  le  (n  -h  i)'*"*  terme  de  la  série.  Ces  termes  de- 
vraient donc  tendre  vers  zéro  pour  n  =  co,  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  car  leur  module  augmente  au  contraire  avec  n  dès 
que  n  est  suffisamment  grand.  En  effet,  le  rapport  du  terme 

général 

m. {m  —  i)...(/w  —  /i-+-i)  ^^ 

i .2. . .  n 

au  précédent  est 

m  —  n-\-  î 

n 

et,  quand  n  tend  vers  c»,  le  module  de  ce  rapport  tend  vers 
\z  I,  quantité  >  i. 

261.  Passons  à  la  fonction  w  =  log(i-h5).  Ses  dérivées 
successives  sont 

u!  —  {\^z)-\         w''-_(i4.5)-S 

/i'»z=(-~i)»-»(/i— i)I(i4-5)-«. 

Pour  ^  =  o,  elles  se  réduisent  respectivement  à 
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On  aura  donc,  en  adoptant  celle  des  branches  du  loga- 
rithme qui  s'annule  pour  ^  =  u, 

(lO)        log(l  4-5)=z-5 h. ..4-  ^^ h 

Par  les  mêmes  raisons  que  pour  la  formule  du  binôme, 
ce  développement  sera  convergent  si  [  2  [  <  i ,  divergent  si 
\z\>i. 

En  changeant  .s  en  —  z,  nous  trouvons 

losh—  z)-=:^  Z ... ... 

^  .2  n 

et  en  retranchant 

Posons 

.r 


a  et  X  étant  deux  nombres  réels  et  positifs;  il  viendra 
log— ^  =log(«4-^)  — loga 


'Àa-hx       3(2a-+-x)'       •••j- 


C'est  sur  cette  formule  et  sur  la  suivante 

logj;  -h  log;^  --  \o^xy, 

qu'est  fondé  le  calcul  des  Tables  de  logarithmes. 
En  posant  a  =  1 ,  x  =  i,  on  aura  tout  d'abord 


I0g3  =  2(|  +  ji3j 


I 
-4-  ^r-ir.  4- 


3»       5.3» 
Posant  ensuite  a=  I25,  ^  =  3,  il  viendra 

-^54-...], 

et,  comme  logiaS  =  log2'=  7log2,  logi25  =  31og5,  cette 
équation  donnera  logS. 
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Oq  trouvera  de  même  log3  par  Téquation 
4  log3  —  4  loga  —  logS  =  logSi  —  logSo  =  2  f -^  n-  . . .  j , 
puis  log7  par  Téquation 

4  log7  —  51og2  —  log3  —  2  logS  =z:log7*  —  log(7*—  i) 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  nombres  premiers.  Une 
simple  addition  donnera  ensuite  les  logarithmes  des  nombres 
composés. 

Les  logarithmes  ainsi  calculés  sont  népériens.  Pour  obtenir 
les  logarithmes  vulgaires,  on  devra  les  multiplier  par  le  fac- 
teur 

T— — :  =  o ,  43429448 

logio 

262.  Nous  avons  trouvé  (244)  la  formule 

arc  tang5  =  — .  [log(i'— s)    —  log(«-t--5)    — 2A:ir<] 

Développant  les  logarithmes  par  la  formule  précédente, 
on  aura  pour  celle  des  branches  de  Tare  tangente  qui  s^an- 
nule  pour  >s  =  o 

arc  tang2  :=.  z  —  t  ^~  t-  —  •  •  •  • 

Ce  développement  sera  encore  convergent  si  1 2  |  <  1,  diver- 
gent si  I  5  I  >>  I . 

Il  donne  un  procédé  commode  pour  le  calcul  numérique 

du  nombre  tz.  On  calcule  d*abord  Tare  9  qui  a  pour  tangente  -=  • 

La  formule  donnera 

I  I 

"^""5  ""3T5»  "*"••• 


I 
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On  aura  ensuite 

a  tans^o  5 

tang2<p= ^      \      ——9 

^    ^        I  —  tang^cp         12 

,  2tane2(p  120 

Ung4'f  — ^  t'— — > 

^    ^       I  — lang*2'f       119 

^V^       4/        i-+-lang4?       239 


d'où 


,  TT  I  I 


4      289      3.289 

équation  qui  donnera  tc. 

263.  Considérons  enfln  la  fonction  {/  =  arcsin^.  Chacune 
de  ses  branches  sera  sjnectique  dans  tout  cercle  qui  laisse  à 
son  extérieur  les  deux  points  critiques  -|- 1  et  — i.  On 
pourra  donc  la  développer  par  la  formule  de  Maclaurin  en 
une  série  convergente,  si  [  5  [  <;  i. 

Choisissons  en  particulier  celle  de  ses  branches  qui  s^an- 
nule  avec  ;;.  On  aura  pour  5  =  0 

1/  =z  G,  it'  zn  1 

et,  d'après  le  n"  162, 

M<*«)  =  o,         w(î«+«)—  |î.3* (2/1  —  i)'. 

Substituant  ces  valeurs  des  dérivées  dans  la  formule  de 
Maclaurin,  il  vient 

.  i   z         i .  ô  z'         i.o.o^ 

arc  sin5  =r  :;  H ^-  -\ ,  —  H y—- h  .  .  . . 

23        2.4   0        2. 4. 07 

Si  I  2]  >>  I,  cette  série  sera  divergente,  car  le  rapport  du 
terme  général  au  précédent  est  égal  à 

(2/1  —  1)' 


2  /i  (  2  /l  -H  I  )     ' 

quantité  dont  le  module  tend,  pour  n  =  x>,  vers  |  z  |  qui  est 
supposé  >  I . 

J. -I.  17 
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II.  —  Procédés  pour  effectuer  les  développements  en  séries. 

264.  Soient  x  un  infiniment  petit,  y^=z  f{jjc)  une  quantité 
qui  en  dépend.  Proposons-nous  d'en  déterminer  une  valeur 
approchée,  de  la  forme 

et  qui  ne  diffère  de  la  véritable  que  d'un  infiniment  petit 
d'ordre  n  au  moins. 

Si  f"{x)  est  continue  aux  environs  de  x  =  o,  la  formule 
de  Maclaurin  résoudra  la  question.  Elle  donne,  en  efi^et, 

R,i  étant  d'ordre  ^/i  et,  par  suite,  négligeable.  Mais  cette  mé- 
thode exige  le  calcul  des  dérivées  successives  de  f{x)^  qui 
peut  être  fort  pénible.  Elle  est  d'ailleurs  inapplicable  sif'^{x) 
n'est  pas  continue  aux  environs  de  x  ^=  o.  11  convient  donc 
d'indiqiier  d'autres  procédés. 

20t).  S\  y  ^=  Il  -\-  V  -\- .. ,  ^  la  valeur  approchée  de  y  sera 
évidemment  la  somme  des  valeurs  approchées  des  fonctions 
partielles  w,  t',  .... 

Si  l'on  veut  se  borner  à  calculer  la  valeur  principale  de  y^ 
on  ne  conservera,  parmi  les  fonctions  u,  i%  . . . ,  que  celles 
dont  l'ordre  est  le  moins  élevé;  on  calculera  leurs  valeurs 
principales  et  on  les  ajoutera  ensemble. 

Si  toutefois  ces  valeurs  principales  avaient  une  somme 
nulle,  ce  serait  une  preuve  que  l'approximation  est  insuffi- 
sante; il  faudrait  donc  recommencer  le  calcul  en  prenant  un 
terme  de  plus  dans  le  développement  de  chacune  des  quan- 
tités w,  i',  .... 

Soil,  par  exemple, 

r  =-:  2  sin^  —  sin2a"  -h  x^. 
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Les  quantités  asinj;  et  —  sinao:  sont  du  premier  ordre;  mais 
la  somme  de  leurs  valeurs  principales  est  nulle.  Poussant  donc 
Fapproximation  plus  loin,  on  posera 


a  smj:  =  2^  — 


Sin2J7  =Z2X  — 


2j:' 

1.2.3 


•  » 


d'où 


I  .2.3 


266.  Si  y  =  iw^  a  et  ç»  étant  respectivement  d'ordre  a  et  p, 
on  aura  sa  valeur  approchée  en  multipliant  ensemble  les  va- 
leurs approchées  des  quantités  u  et  v  et  négligeant  dans  ce 
produit  les  termes  d'ordre  >/i.  Il  suffira  évidemment  de 
pousser  l'approximation  de  a  jusqu'aux  termes  d'ordre  n  —  p, 
celle  de  ç  jusqu'aux  termes  d'ordre  n  —  a. 

Le  premier  terme  de  l'expression  de  j',  qui  constitue  sa  va- 
leur principale,  est  évidemment  le  produit  des  valeurs  prin- 
cipales de  u  et  de  v. 

267.  Si  y=—i  soient 

Ui--  A.r^H-  A'j7*  -h.  .  .f 

des  valeurs  approchées  de  u  et  de  (^,  et  soient 

On  aura 

u       Ui uvi —  vrii  R^'i — Sw, 

1 


ç'        r,  i'i',  rr,         ' 


{>  et  Vi  étant  d'ordre  ^,  et  //i  d'ordre  a,  cette  expression  sera 
d'ordre  ^/i  si  Tordre  de  R  est  ^n  4-  |3,  et  si  celui  de  S  est 
^n  —  a+  2^. 

On  aura  alors,  dans  les  limites  d'approximation  deman- 
dées, 

u M, 
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Cela  posé,  on  effectuera  la  division  de  u^  par  Çt  jusqu'au 
moment  où  Ton  introduirait  au  quotient  des  termes  de  degré 
^  /i. 

Soient  q  =  Cxy -h  Gjcy'-i-...  le  quotient  de  la  division, 
T  le  reste;  on  aura 

T 

Le  premier  terme  du  quotient  ~  étante  par   hypothèse, 

^^ 
d'ordre  >/i,  —  sera  d'ordre  ^/i  et  pourra  être  négligé. 

On  aura  donc 

y  =r  C  a:ï  -4-  C  x"^  -h  .  .  . 

avec  l'approximation  demandée. 

Le  premier  terme  de  ce  développement  CrT,  qui  est  la  va- 
leur principale  de  jk,  sera  évidemment  le  quotient  des  termes 
Ax",  B:rP,  valeurs  principales  de  u  et  de  {^. 

Si  p  ]>  a,  les  premiers  termes  de  la  suite  y,  y^  ...  seront 
négatifs.  Dans  ce  cas,  la  formule  de  Maclaurin  n'aurait  pas 
été  applicable  à  la  fonction  y,  car  cette  fonction,  devenant 
infinie  pour  x  =  o,  serait  discontinue,  et  ses  dérivées  égale- 
ment. 

268.  Au  lieu  d'eOectuer  la  division  de  u^  par  p^i,  on  aurait 
pu,  ce  qui  est  au  fond  la  même  chose,  poser 

C,  C,  .. .,  y,  V,  ...  étant  des  coefficients  indéterminés. 
Cela  posé,  Téquation  y  =    -  pourrait  s'écrire 

ou 

(CjcY4-  GxT-^  . . .)  (BxP-h  B'^'P'-+-. . .)  —  A^«-+-  A'a:*'H- . . . , 
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OU  y  en  développant  les  calculs  dans  le  premier  membre, 

BC xP-^Y  -h . . .  =  A a:«  4-  A' jr*'4- 

En  exprimant  Tidentité  des  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  avec  les  termes  correspondants  du  premier 
membre,  on  obtiendra  une  série  dMquations  de  condition 
qui  détermineront  C,  y, . . . . 

Ainsi,  par  exemple,  les  premiers  termes 

BCrP^Y     et     Aa« 
devant  être  identiques,  on  aura 

P  4-  Y  =  «, 
BC  =  A, 
d'où 

S^9.  Comme  application  de  cette  méthode,  proposons- 
nous  de  calculer  les  premiers  termes  du  développement  en 
série  de  l'expression 


Cette  fonction  ne  changeant  pas  quand  x  change  de  signe,  le 
développement  ne  contiendra  que  des  puissances  paires.  Po- 
sons donc 

^  A  4-  Bi B, ,3-^  -h  Bj 


ae^  —  I  i.'i  1.2.0.4  1.2. ..0 

il  viendra,  en  chassant  les  dénominateurs  et  remplaçant  c^ 
par  son  développement, 


X  (  X  x^ 

-(an 1 

2  \        I       i.i 


.r» 


4-.  .  .4 —  4- 

2  I  .  2  .  .  .  /I 


=  (-4 h.. .4 »-•••)     A4-B, B, 5-y4-...  ) 

\1  1.2  I.2.../1  /\  *1.2  1.2.3.4  / 
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Egalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  on  trouvera 

I    /\.y  .     .     •    ) 

I  I  A 


3     1.2.  ../l         I.2...(WH-l) 

B,  B, 


I.2...].2...(/2  —  l)         1.2.3.4>-*i.2...(/i — 3) 

équations  qui  détermineront  successivement  A,  Bj,  Bj,  .... 
On  aura  même  deux  équations  pour  calculer  chacune  des 
quantités  B.  On  trouve  ainsi 

^'^v      ^'^h     ^'""é' 

3o  66  2730 

270.  Les  nombres  B, ,  B2,  . . .  portent  le  nom  de  nombres 
de  BernouUi,  Ils  se  rencontrent  dans  une  foule  de  questions 
d'Analyse.  Ils  ont,  en  particulier,  une  liaison  intime  avec  les 
sommes  de  puissances  des  nombres  entiers. 

Pour  établir  cette  relation,  posons 

y  —  e*-h  e'*4- . . .  -h  e^«-»)'. 
On  aura 

et  pour  x^=o 

(jW)o-i«-h2«+...H-(/l-l)«. 

Mais  on  a  d'ailleurs 

e^'—\       e"^— I       X 


y  = 


e^  —  I  X       e^  —  I 


n^x^ 

nx  H h . . . 

1 .2 


X 

— -  Aq-H  A,a:-h.  .  .4- Aa^"4-.  . . , 


\        2         I .2         I .2.3.4  / 
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en  posant 

.  n«+*  I        «a  B,  ««-« 

Aa=— ; — T  —  -— H 


i.2...(a-hi)        a  1.2. ..a        1.2   1.2. ..(a  —  i) 
On  aura  donc 

I«-h2«-4-.  ..-h  (/l  — l)«=(j^W)o=i:i.2..  .aAa 

—         /ja_| La/ja-i L_^  «(a— i)(a— 2)/l«-'-}-.... 

1         2  1.2  1.2.3.4 


271.  Soient  j^  =  y/â  et  M  =  W|  -f-  R, 
étant  une  valeur  approchée  de  w.  On  aura 

/—y U  —  Ml  R 

V  "  -  \/u,  =  — —  zzz  — — 

yi/  H- v/«i       yw  H-  v"! 


Le  dénominateur  de  cette  expression  étant  d'ordre  ->  elle 

sera  négligeable  si  l'ordre  de  R  est  ^  /i  H 

Si  donc  Ui  a  été  calculé  avec  cette  approximation,  on 
pourra  poser 

et  y  pourra  se  calculer  en  extrayant  la  racine  carrée  de  u^ 
jusqu'aux  termes  de  l'ordre  n.  En  effet,  soit  q  la  racine  ainsi 
obtenue.  On  aura 


S/u^—q  —  —^ 


/,« 


9' 

J 


quantité  négligeable,  car  yu^  et  q  sont  d'ordre  -  et  Ui  —  q- 

d'ordre  5  n  H — :  en  effet,  le  terme  suivant  de  la  racine  car- 

rée,  lequel  s'obtiendrait,  d'après  la  règle  connue,  en  divisant 
le  premier  terme  de  u^  —  q^  par  le  double  du  premier  terme 

de  q^  lequel  est  d'ordre  ->  serait  d'ordre  >n  par  hypothèse. 
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On  aura  donc,  avec  Fapproximation  demandée, 

On  aurait  pu  également  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  en  posant 

et  déterminant  C,  C,  .  •  -,  y,  7^,  •  •  •  de  manière  à  rendre  iden- 
tique Péquation 

(Ca,-T-h  C jrV  + . . .)' =  A;r«-h  A'x«'-h. . . . 

272.  Soit,  plus  généralement, 

m  étant  fractionnaire  ou  incommensurable. 

Posons  w  =  w,  4-  i^,  w,  désignant  sa  valeur  principale.  On 
aura,  par  la  formule  du  binôme, 

y:=iu\"-{-  mu"^-^  r  H ^ w?*"*  ^>M- . .  .  -h  R. 

•^  *  *  1.2* 

Connaissant  les  ordres  respectifs  de  U\  et  de  v^  on  verra 
aisément  combien  il  faut  prendre  de  termes  dans  la  formule 
pour  que  R  soit  d'ordre  n,  et  par  suite  négligeable.  Gela  fait, 
on  n'aura  plus  qu'à  calculer  v  avec  une  approximation  suffi- 
sante, et  l'on  en  déduira  aisément  v^^  ç^',  . . . . 

273.  Proposons-nous,  comme  application,  de  développer 
le  radical 

(i  —  2ax-Ha*)   * 

suivant  les  puissances  croissantes  de  a. 
Cette  expression  peut  s'écrire 

-1  I 

[i  —  ol{2X  —  a)]    '=^H — a(2J7  — a) -h. . . 


I    3        2m  —  I  a'»»(2J?  —  a)' 


22  2  I  .2.  .  ./7l 
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Il  ne  restera  plus  qii^à  développer  les  puissances  du  binôme 
IX  —  a  et  à  réunir  ensemble  les  termes  qui  contiennent  une 
même  puissance  de  a.  On  obtiendra  ainsi  un  développement 
de  la  forme 

I  -h  Xja  -H.  .  .-h-X^a'»-!-.  .  ., 

où  X«  désigne  un  poljnôme  en  x  dont  nous  allons  détermi- 
ner la  forme. 

Le  terme 

I    3        2  m  —  I   a"*  (2  a?  —  a)"« 


•  —  •   • 


2     2  2  ]  .2.  .  .m 

ne  fournira  évidemment  de  terme  en  a"  que  si  m  est>-) 

mais  ^n.  S'il  est  compris  entre  ces  limites,  il  donnera  le 
terme 

i.3...(2w  —  i)  1.2... m  ,      .,„  „,      .„   ,„  _ 

2'".  1.2... m    i.2...(/i  —  m).  1.2... (2 m  —  n) 

__  i.3...(2m  —  i) 2^"-" (  —  I Y-"^  cf^j?*"» 
1.2. ..(/i  —  m).i.2...2/?i         dx'^ 

Mais  on  a  ' 

1 .3. .  .(2/n  —  i)  I 


a". 


I.2...2/n  2. 4...  2/71  2"*.I.2...W 

Le.  terme  précédent  pourra  donc  s'écrire 

'  <^'*  f/       X-   »  1 .2. .  ./i  „„1    _ 

,   I  / j  \n—m _^  X        I  Ot 

2'* .  I  .  2  .  .  .  /l  dx'^  L  I.2.../n.l.2...(/l  —  m)  J       ' 

et  Ton  aura,  par  suite,  en  ajoutant  tous  les  termes  en  a", 

X„=: ; \      ( — lY-m -^''»     . 

2'*.i.2. .  ./i  aa7'*^L^       '         i.2...m.i.2...(/i  — m)        J 


m 


On  peut  d'ailleurs  sans  inconvénient  étendre  la  sommation 
aux  valeurs  de  m  qui  sont  moindres  que  —  >  les  termes  ainsi 
ajoutés  ayant  une  dérivée  /i*'"*  nulle.  La  somme  entre  paren- 
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thèses  deviendra  égale  à  {œ^ — i)".  On  aura  donc,  comme 

résultat  final, 

I  d^ 

"         2'».I.2..  ./i  dx""^  ' 

Les  expressions  X„  sont  connues  sous  le  nom  de  poly- 
nômes de  Legendre.  Elles  jouissent  de  propriétés  remar- 
quables, et  nous  aurons  plusieurs  fois  l'occasion  de  les  re- 
trouver. 

fin 

274.  L'expression  ^  = -7—^  (x^ — 1)"  satisfaisant,  comme 
nous  l'avons  vu  (165),  à  l'équation  différentielle 

{x-  —  i) /''-+-  2^/' —  /i(/H- 1)^  =  0, 

et  X„  n'en  différant  que  par  un  facteur  constant,  on  aura  évi- 
demment 

(x*— i)x;-+-2^x;-/i(/i4-i)X;^=o. 

275.  Trois  polynômes  successifs  X„_i,  X;,,  X,,+|  sont  liés 
par  une  relation  linéaire  que  nous  allons  établir. 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  a  de  l'équation 

(i  — 2aa7-ha')   '  =  1 -h  X,a -h.  .  .4- X^a" -h. .  .  ; 

il  viendra 

_  A 
{x  —  a)(i  —  lOLX  -4-  a*)   "*  =  X,  4-.  .  .  -H  /iX„a'*~*  4- 

Multipliant  par  i  —  2a:c  -|-  a^  et  remplaçant  ensuite 

_i 
(i  —  2aj?4-a*)    ' 

par  sa  valeur,  nous  trouverons 

(j?  — a)(l-hXia-}-.  .  .-HX^ja^-t-.  •  .) 

i=(l—  2aj7-h  a')(X, -h.  .  .-h/iX„a'»-*-h.  .  .), 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  a", 

^X„—  X„_ir=  (71  4-  i)X„4.i—  2/ij:X„4-  (n  —  O^n-i» 

ou  enfin 

(n  -h  l)X;,4.i--  (2/1 4-  0  ^X„4-  /lX„_ir=  o. 


SÉRIES.  267 

276.  D'après  les  définitions  que  nous  avons  données,  une 
quantité  y^  dépendant  d'un  infiniment  petit  (ou  infiniment 

grand)  x^  est  d'ordre  a  si  le  rapport  -^  tend  \ers  une  limite 

finie  et  différente  de  zéro  lorsque  x  tend  vers  o  (ou  vers  00). 
Mais  ce  serait  une  erreur  de  croire  que  Tordre  d'infinitude 
d'une  fonction  quelconque  de  x  soit  toujours  susceptible 
d'une  semblable  évaluation  numérique,  ainsi  que  cela  avait 
lieu  dans  les  exemples  précédents. 

Considérons,    par  exemple,   la  fonction  yr=e^.   On   a, 
comme  nous  l'avons  vu, 

x  x^ 

7  =  1+  --H... 


X 


I  .  3  .  .  .  //l 


m 


et,  par  suite,  si  :c  >  o, 

y>- 

m  étant  un  entier  quelconque.  On  aura  donc 

JL>  _^ 

x^       1 . 2 ...  m 

Prenons  m  >  a  et  faisons  tendre  x  vers  00.  On  aura 

v  ^^~  ^ 

lim  -^  =  lira =  00. 

x'^  ^         1 .2. .  .m 

On  voit  donc  que,  si  x  tend  vers  4- 00,  <?^  tendra  également 
vers  +  00,  et  celsi  plus  rapidement  qu'une  puissance  quel- 
conque de  X, 

277.  L'équation 

y  —  e^ 

donne,  en  supposant  x  réel  et  prenant  les  logarithmes  arith- 
métiques, 

x  =  ho^y. 

Donc,  si  ho^y  tend^vers  4-  00,  il  en  sera  de  même  àey,  qui 
croîtra  plus  rapidement  qu'une  puissance  quelconque  de  Logj^. 
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Donc,  réciproquement,  si  y  tend  vers  +  oo,  Logj^  tendra 
vers  H- 00,  mais  moins  rapidement  qu^une  puissance  quel- 
conque de^^. 

Posons 

I 

d'où 

ï-ogj--  — Logs. 

Si  y  tend  vers  4-  oo,  ;;  tendra  vers  o  et  Log  z  tendra  vers  —  oo, 

mais  moins  rapidement  qu'une  puissance  quelconque  de  -> 

prise  avec  le  signe  — . 

Donc,  pour  j;  infiniment  petit  (ou  infiniment  grand),  Logx 
sera  un  infiniment  grand  négatif  (ou  positif),  mais  dont 
l'ordre  est  inférieur  à  toute  limite.  Il  ne  saurait  donc  être 
question  de  lui  assigner  une  valeur  principale  de  la  forme  Ax^. 
C'est  un  infini  d'une  espèce  particulière  et  irréductible  à 
ceux  que  nous  avons  considérés  jusqu'ici. 

278.  Soit  maintenant  u  =  Ax^-\-  Bj?P-H. ..  +  R  une  fonc- 
tion quelconque  développable  suivant  les  puissances  de  ûc. 
Proposons-nous  de  développer  logw. 

On  aura  évidemment 

log  w  :=  a  log.r  -+-  log  .\  -h  log     i  H . 

Le  dernier  terme  de  celte  expression  sera  développable  au 
moyen  de  la  formule  qui  donne  log(i4-x).  Mais  le  terme 
alogj?  par  lequel  commence  le  développement  de  log  m  sera 
irréductible  avec  ceux  qui  le  suivent. 

279.  Les  divers  développements  que  nous  avons  obtenus, 
étant  limités  à  un  certain  nombre  de  termes,  donneront  tou- 
jours une  valeur  approchée  de  la  fonction  qu'on  développe 
lorsque  x  sera  suffisamment  petit  (ou  suffisamment  grand  si 
les  puissances  de  x  vont  en  décroissant). 

En  les  prolongeant  indéfiniment,  on  obtiendra  des  séries 
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infinies.  Si  ces  séries  sont  divergenles,  elles  n'ont  aucun  sens. 
Mais  Caiichy  a  signalé  ce  fait  remarquable  que,  même  en  étant 
convergentes,  elles  peuvent  ne  pas  être  égales  à  la  foncllon 
qui  leur  donne  naissance. 

Considérons,  à  cet  effet,  la  fonction  f{x)  =  e~^.  Ses  déri- 

/y  I 

vées  successives  sont  une  somme  de  termes  de  la  forme  --  e~^- 

^* 

Cela  se  voit  immédiatement  sur  la  dérivée  première,  et  l'on 

vérifie  non  moins  facilement  que  la  dérivée  d'un  semblable 

terme  se  compose  de  deux  termes  de  cette  forme. 

Ces  dérivées  s'annulent  toutes  pour  x  =^  o,  car,  en  posant 

I 

X 


w,  on  aura 

a    -1       ac* 

quantité  dont  la  limite  est  nulle  pour  x  --  o,  d'où  z  —-  x. 
La  série  de  Maclaurin 

/(o)-f-.r/'(o)-h..., 

prolongée  indéfiniment,  sera  donc  convergente,  tous  ses 
termes  étant  nuls.  Mais  elle  est  égale  à  zéro  et  non  à  f{jc). 
Il  est  donc  nécessaire,  pour  reconnaître  si  une  fonction  est 
développable  en  série  infinie  par  Ja  formule  de  Maclaurin, 
d'étudier  le  reste  R/,  et  de  s'assurer  qu'il  tend  vers  zéro  quand 
n  augmente  indéfiniment.  C'est  ainsi  que  nous  avons  procédé 
pour  développer  (i  +  x)'",  log(i  -^-  x)^  .... 

280.  Soit  f{x)  une  fonction  qui  devienne  indéterminée 
pour  une  valeur  particulière  a  de  la  variable.  On  nomme 
vraie  valeur  de  cette  fonction  pour  x  =  a  la  limite  vers 
laquelle  tend  /(a~\-h)  lorsque  h  tend  vers  zéro.  Cette 
vraie  valeur  peut  être  finie,  infinie  ou  indéterminée.  Si  elle 
est  déterminée,  elle  se  trouvera  en  cherchant  la  valeur  prin- 
cipale du  développement  de /{a  H-  h)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  h. 
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Soit,  par  exemple,  f{x)  =  ^-^ — -y  çp  et  i{^  s'annulant  pour 

x^=a,  mais  étant  développables  par  la  série  de  Taylor;  on 
aura 

^^  '       ^{a)-hh<Sf'(a)-^...-^-— -'}'"»'(a)-Hp„4., 

I   •  2  •    •   •  ri 

Soient  respectivement  ^p{o)  et  ^^(ci)  les  premiers  termes 
qui  ne  s'annulent  pas  dans  les  deux  suites 

?(«)»  ?'(«),   •••     et     ^{a),  ^'{a),   .... 
La  vraie  valeur  sera  la  limite  de 

I.2.../>  '}'*'(«) 

Elle  sera  nulle  si  /?  ;>  7,  infinie  si  /?  <!  7,  éiçale  à  -, — -7  si 

281.  Si  /(-r)  devenait  indéterminée  pour  a:  =  00,  on  dé- 
velopperait /(-p)  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x; 
et  la  vraie  valeur  serait  nulle,  finie  ou  infinie,  suivant  que 
l'ordre  du  premier  terme  du  développement  serait  négatif, 
nul  ou  positif. 

282.  Exemples.  —  i**  Soit  à  déterminer  la  vraie  valeur 
de 


(-^) 


m 


pour  m  =  oc. 

Cette  expression  est,  par  définition,  égale  à 

mLog(H-— )  m  (1*11/-+- —  —  -  -^ -H...  ) 

^  *  \       mj  __  g     \  m       2  m*  } 

_  '   î!       *    !l  _ 
—  Qimkni  ^z  g     t  m      8  /n" 

A"  étant  un  entier  qui  dépend  de  la  branche  de  logarithme  que 
l'on  aura  choisie. 
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Le  dernier  facteur  tend  évidemment  vers  e®  1=  i .  Si  donc 
on  choisit  la  branche  pour  laquelle  A"  ^=  o,  d'où  e^'"*^'=  i, 
on  aura  une  vraie  valeur,  égale  à  e^. 

Pour  les  autres  branches  du  logarithme,  la  vraie  valeur 
sera  entièrement  indéterminée,  tant  que  m  ne  sera  assujetti 
qu'à  la  seule  condition  de  tendre  vers  00.  En  effet,  soit  [x  une 

quantité  quelconque;  si  1  on  pose  m  = r — r-^^^  n  étant 

un  entier  qui  tend  vers  00,  m  tendra  également  vers  00,  et 
g2wAiii  sera  égal  à  e^""^^  =  [jl. 

2"  Cherchons  la  vraie  valeur  de 

pour  m  =  00. 

Cette  expression  est,  par  définition,  égale  à 


\SZ         I   loff'^ 
mW       —  1/=^  ml  — î^  4- - 


m         2     m'^ 


irr  legs  H ' h 

^  2     m 


Sa  vraie  valeur  est  log;;. 

3^  Cherchons  enfin  la  vraie  valeur  de  5-  pour  ;;  =  o. 
On  a 


'"S  — —  />5lo&C 


La  vraie  valeur  sera  donc  e'',  en  désignant  par  t»  la  vraie 
valeur  de  zlogz. 

Or,  soient  p  le  module  et  '^  l'argument  de  z,  on  aura 

Z  log5  =:  Z  (Logp  -h  i<p). 

Le  premier  terme  z  Logp  a  pour  module  p  Logp.  Lorsque  p 
tend  vers  zéro,  Logp  tend  vers  —  oo,  mais  moins  rapidement; 
donc  p  Logp  tend  vers  zéro. 

Le  second  terme  zi^  a  pour  module  py,  qui  peut  prendre 
une  suite  de  valeurs  quelconques  lorsque  p  tend  vers  zéro,  à 
condition  de  choisir  convenablement  les  valeurs  correspon- 
dantes de  cp.  La  vraie  valeur  est  donc  indéterminée,  tant  qu'on 
ne  précisera  rien  sur  la  manière  dont  <p  varie. 
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Mais  si  cet  argument  est  astreint  à  rester  compris  entre 
deux,  nombres  fixes  (en  particulier,  si  z  reste  réel),  pç  tendra 
vers  zéro.  Donc  on  aura 

V  ^=\imz\o^z—-o,         lim5==:  c*'=ii. 

283.  La  vraie  valeur  d^une  fonction  de  plusieurs  variables 
est  généralement  indéterminée. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  f^ — '-—:-  Supposons 

que  y  et  A  s'annulent  pour  x  =  a,  y  =  6,  mais  que  leurs 
dérivées  partielles  ne  s^annulent  pas.  La  vraie  valeur  serait  la 
limite  du  rapport 

ff(a-\-  hy  b  -h  k) da  ob 

ou 

^A  +  ^/t 
âa  db 

ôa  ob 

On  voit  qu'elle  dépend  du  rapport  variable  jy  à  moins  que 

on  n  ait 

do         (}cp 

()a  __    âh 
ôa         db 

IIL  —  Séries  et  produits  infinis  à  termes  numériques. 

284.  Soit  Wi,  U29  . . . ,  W/i,  . . .  une  suite  indéfinie  de  quan- 
tités. Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  indiqué,  si  les  sommes 
successives 


» 

Sn^^  «l-h  Mj-i-.  .  .-+-  // 


/i» 
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tendent  vers  une  limite  finie  s,  on  dit  que  la  série  infinie 

est  convergente  et  a  pour  somme  5. 

Dans  le  cas  contraire,  la  série  est  divergente. 

28o.  La  divergence  peut  se  manifester  de  plusieurs  ma- 
nières : 

I®  Les  sommes  5|,  ...,  5^,  ...  peuvent  tendre  vers  00.  Ce 
mode  de  divergence  est  le  seul  qui  puisse  se  présenter  si  les 
quantités  e/|,  ...,  u,t^  ...  sont  réelles  et  positives,  car  alor» 
les  quantités  5|,  ...,  Sn-,  .«.  sont  positives  et  forment  une 
suite  croissante  (10). 

2"  Les  sommes  5|,  ...,  s„  ne  tendent  vers  aucune  limite 
finie  ou  infinie. 

Ce  cas  se  présenterait,  par  exemple,  pour  la  série 

I  —  I  -I-  I  —  I  -f- . . . . 

286.  Lorsqu'on  peut  trouver  l'expression  générale  des 
sommes  Sn,  on  devra  la  discuter  pour  s'assurer  si  pour  n  =  x) 
elle  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminer  celle-ci. 

Considérons,  par  exemple,  la  progression  géométrique 

a  -har  -^. . .-{-  ar"  -h .  . . i.-  lar'*. 
On  a 

(0  s,,— 


1  —  /■ 


Si  I  r  I  <  I ,  I  r  1"  et,  par  suite,  r"  tendra  vers  zéro.  La  série 

est  donc  convergente  et  a  pour  somme • 

Si  I  r  I  ^  1 ,  5  est,  au  contraire,  divergente  ;  car,  pour  qu'elle 
convergeât,  il  faudrait  qu'on  eût 

o  =  iim(^,,^.i  —  .ç.,  )  =  lima/*'*, 


n  =  « 


ce  qui  n'a  pas  lieu  ;  car  on  a 

\ar'^\'^\a\  |/-|";la|. 
j   —  î.  iS 
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287.  Considérons,  comme  second  exemple,  la  série 

I 


1 


{z  -^  n  —  i)  {z  -h  n) . .  .{z  -i-  n  -h  k) 
Le  terme  général  peut  se  mettre  sous  la  forme 

_i_r î 1 

k-^i  L(5-|-/^  — i). .  .(^-h/i-hX:  — i)       (z-hn). .  ,(z-j-n-hk)] 
Sommant  de  i  à  /n  toutes  ces  expressions,  il  viendra 

,  ^  '  r [ ], 

'"       A'-hi  \_z(z-r- 1). .  .{z  -\-  k)        (z  -1-  m). .  ,{z-\-  m-^  k)y 

les  autres  termes  se  détruisant  deux  à  deux. 
Passant  à  la  limite,  il  viendra 

A:h-i  L^(w-+-ij...(w-hA)J 

288.  Dans  le  cas  beaucoup  plus  fréquent  où  Ton  n'est  pas 
en  mesure  de  déterminer  les  sommes  Snj  on  sait  (9)  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  est  que 
Ton  ait,  pour  toute  valeur  de  /?, 

t,t  ne  croissant  pas  quand  n  croît,  et  tendant  vers  zéro  pour 
On  aura  d'ailleurs,  en  passant  à  la  limite,  pour  p  -—  x, 

S„—S\   <  6«. 


La  condition  de  convergence  sera  évidemment  satisfaite  si 
l'on  a 

Cette  dernière  relation,  suffisante,  mais  non  nécessaire  pour 
que  S  converge,  exprime  que  la  série  à  termes  réels  et  po- 
sitifs 

T  =:  j  Wi  I  -f- .  .  .  -h  I  U,i  I  -H  ... , 

formée  par  les  modules  des  termes  de  S,  est  elle-même  con- 
vergente. Si  cette  circonstance  se  présente,  on  dira  que  la 
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série  S  est  absolument  convergente.  On  dira,  au  contraire, 
que  cette  série  S  est  semi-convergente  si  elle  est  conver- 
gente, sans  que  T  le  soit. 

Les  propositions  suivantes  mettront  en  évidence  la  diffé- 
rence profonde  qui  existe  entre  ces  deux  classes  de  séries. 

289.  Théorème.  —  On  n^altère  pas  la  valeur  d^une 
série  absolument  convergente  en  changeant  Vordre  de 
ses  termes. 

Soît  5  =  W|  -h  W2  4- . . .  4-  W/i  4-  . . .  la  série  donnée.  Chan- 
geons l'ordre  de  ses  termes;  soient  V|,  V2,  ...  les  rangs  res- 
pectivement occupés  dans  la  nouvelle  série  5'  par  les  termes 
U\y  U2f  ••••  Soit  5^„  la  somme  des  m  premiers  termes  de  sf. 
Il  faut  montrer  qu'on  peut  assigner  un  nombre  [l  tel  que  si 
m  >  |JL,  \s'^  —  ^1  deviendra  moindre  que  toute  quantité  0 
fixée  d'avance. 

Soit  n  un  entier  à  déterminer  ultérieurement;  désignons 
par  [JL  le  plus  grand  des  entiers  V|,  ...,  V/i.  Si  m>  [jl,  la 
somme  ^^  se  composera  :  1**  des  termes  W|,  . . .,  Un',  2°  d'un 
certain  nombre  d'autres  termes  Ua^u^t  •  •  •  d'indice  >>  n  ;  soit 
n-\-  pie  plus  grand  de  ces  indices. 

De  l'égalité 

S,n  —  s  ^n  S,i  —  s  ~\-  5,„  —  S„  ~~  .Ç„  —  S  -\-  Uy,-T-  //^  -h  .  .  .  , 

on  déduit 

I^M—  ■?  I  ^  I  ^/i--  'Ç  I  -H  I  «a  I  -H  I  "?  I  -h .  .  . 

^  I  -î/.  —  -y  I  -^-  [  I  "/i-Hi  I  4- 1  M«-H2 1  4- ...  4- 1  u^^p  I  ]  5  2  £;,. 

expression  qui  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  oo.  Donc,  en 
choisissant  n  assez  grand,  on  peut  la  rendre  <  0. 

290.  Remarque.  —  On  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
répartir  les  termes  de  s  en  une  infinité  de  classes  contenant 
chacune  une  infinité  de  termes.  (Nous  pouvons,  par  exemple, 
mettre  dans  une  première  classe  les  termes  dont  l'indice  est  un 
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nombre  premier;  dans  une  seconde,  ceux  où  il  est  le  produit 
de  deux  facteurs  premiers,  et  ainsi  de  suite.) 

Soient  ^'11,  ('/27  •  •  •  I^s  termes  de  la  classe  /,  écrits  dans  un 
ordre  déterminé  :  les  séries 

^1  =  <^/i  -+-  ^'/j  -+- . . .         (£  =  I,  2, . . . ,  00) 

seront  absolument  convergentes,  et  Ton  aura 

S  — —  t|  "T"  ^J     I*  •   •  •  • 

Soient,  en  effet,  /|,«  la  somme  des  m  premiers  termes  de  tf  ; 
s,i  celle  des  n  premiers  termes  de  s.  Il  faut  montrer  d'abord 
que,  si  m  tend  vers  00,  la  somme 

tend  vers  zéro,  quel  que  soit  p. 

L'entier  n  étant  choisi  à  volonté,  prenons  m  assez  grand 
pour  que  tous  ceux  des  termes  «/< ,  M2,  •  ••>  ««  qui  figurent 
dans  ti  figurent  dans  ti^m^  Les  termes  i^/^m+i,  •  •  •?  ^i,m^p  se- 
ront donc  de  la  forme  Wa?  wp,  . . .,  où  les  indices  a,  p,  . . .  sont 
>  n.  Soit  n  -f-  y  le  plus  grand  d'entre  eux,  on  aura 

I  <'i,m-f-l  I  H-  •••-+-  I  «'/,/«+-/»  i  =  I  Wa  I  -H  I  "P  I  -f-  •  .  ■ 


quantité  qui  tend  vers  zéro,  pour  n  infini. 
Considérons,  en  second  lieu,  la  somme 

OÙ  /,  m  seront  pris  assez  grands  pour  que  Sim  contienne  tous 
les  termes  de  Sn  ]  on  aura 

S/m  —  5„  =  Ma  H-  «p  -4-  .  .  . , 

a,  ^i,  ...  étant  >  n\  et,  par  suite. 

Faisons  tendre  m  vers  oc;  nous  aurons  à  la  limite 

I  ^1  -h  ^j  -h .  .  .  -i-  ^/  —  -^/i  I  <  £/i» 
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puis,  en  faisant  tendre  /  vers  00, 

I  ^1  -f-  f  j  -4- . . .  —  ^„  I  <  e«. 
Faisant  tendre  enfin  n  vers  00,  il  viendra 

291.  Théorème.  —  La  somme  d^ une  série  semi-com^er- 
gente,  à  termes  réels,  dépend  de  V ordre  de  ces  termes;  en 
disposant  ceux-ci  convenablement,  on  peut  lui  donner  la 
valeur^ue  l'on  veut. 

Soit  5  =  W|  +  •  •  -  -f-  Wfl -4- . . .  la  série  donnée.  Puisque  elle 
est  convergente,  on  aura 


«t,  en  particulier,  comme  u„^i  =  Sn^i  —  s^, 

Soient  d'ailleurs  A„  et  —  B„  la  somme  des  termes  posi- 
tifs et  celle  des  termes  négatifs  qui  sont  contenus  dans  Sn  ; 

on  aura 

lim5rt=:iim(A„—  B„)  =  5. 

Mais,  d*autre  part,  la  série  des  modules 

Mil  -h.  .  .H-  I  w, 

est  divergente  par  hypothèse.  Donc  les  sommes 

ne  tendent  pas  vers  une  limite  finie,  et  comme  elles  sont  po- 
sitives, et  vont  en  croissant,  elles  tendent  vers  oo. 
Les  deux  conditions  que  nous  venons  de  trouver 

lira  I  A«—  B^l  r=5,         lira  |  A„-+-  B„l  —  00 

donnent  évidemment 

limA;»=oo,         lim  8^=100. 

Soient  donc  C| ,  C2,  ...  les  termes  positifs,  et  —  rf|,  — rfa,  ... 
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les  termes  négatifs  de  la  série  s.  Les  deux  sommes 

Cj 4- Cj -f- . . .     et    é/, H- ûfjH- . . ., 

considérées  séparément,  seront  infinies. 

D^ailleurs,  le  rang  d^un  terme  quelconque  dans  Tune  de 
ces  séries  étant  au  plus  égal  à  celui  qu'il  occupe'dans  la  série 
«/i  -+-  . . .  4-  ï^rt  -h . . .  qui  résulte  de  leur  réunion,  on  aura 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  rangeant  convenable- 
ment les  termes  de  la  série,  on  pourra  lui  donner  pour 
somme  un  nombre  M  choisi  à  volonté. 

Prenons,  en  effet,  dans  la  suite  positive  C{,  Ca,  ..•  le 
nombre  de  termes  strictement  nécessaire  pour  que  leur 
somme  surpasse  M  (ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  la 
somme  C| -f- . . .  +  c,i4- . . .  est  infinie),  puis  dans  la  suite 
négative  —  d^^  —  rf 2>  ...  le  nombre  de  termes  nécessaires  pour 
ramener  la  somme  au-dessous  de  M,  puis  dans  la  suite  posi- 
tive assez  de  termes  pour  lui  faire  dépasser  de  nouveau 
M,  etc. 

Soient  s' la  nouvelle  série  ainsi  formée,  s'^  la  somme  de  ses 
m  premiers  termes.  Les  quantités  s'^ —  M  oscilleront  autour 
de  zéro  et  convergeront  d'ailleurs  vers  cette  limite. 

En  effet,  la  différence  s^ —  M  est  au  plus  égale  en  valeur 
absolue  au  terme  dont  l'adjonction  a  produit  le  dernier  chan- 
gement de  signe  dans  la  suite 

Chacun  de  ces  changements  de  signe  exige  alternativement 
l'emploi  d'un  terme  au  moins  de  l'une  des  suites  C|,  C2,  .  .• 
ou  — rf|,  —  ^2,  ••..  Dès  que  m  sera  devenu  assez  grand  pour 
que  le  nombre  des  changements  de  signe  qui  se  sont  produits 
avant  le  terme  s^ —  M  soit  >  2/1,  le  terme  qui  a  produit  le 
dernier  d'entre  eux  occupera  un  rang  supérieur  à  n  dans 
celle  des  suites  C| ,  C2,  >> .  ;  —  rf| ,  —  ^2»  • .  •  à  laquelle  il  appar- 
tient, on  aura  donc 

|4-M|<e„. 
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292.  Supposons  que  les  termes  de  la  série  s,  au  lieu  d'être 
réels,  comme  ou  l'a  admis,  soient  des  quantités  complexes 

La  série  'Eu,t  tendant  vers  une  limite  finie  c  -\-di,  'Lan  6t 
Ytbn  tendront  respectivement  vers  c  et  d.  D'autre  part,  la 
série  S  |  m^  |  =  S  y/a^  4-  fejj  est  divergente,  par  hypothèse,  et, 
ses  termes  étant  positifs,  elle  â  une  somme  infinie  II  en  sera 
de  même  a  fortiori  àe  la  somme  S(|  a„|  4- |  fr/ï|)  dont  les 
termes  sont  au  moins  égaux  aux  siens.  Donc,  l'une  au  moins 
des  deux  séries  S|a/}|,  ^l^/^l  a  une  somme  infinie.  Donc, 
Tune  au  moins  des  deux  séries  Sa^  et  S 6/1  est  semi-conver- 
gente.  On  pourra  donc,  en  modifiant  l'ordre  des  termes  de  la 
série  Sj  donner  une  valeur  arbitraire  à  sa  partie  réelle,  ou  à 
sa  partie  imaginaire. 

293.  Théorème.  —  Si  deux  séries  s  =  JlUfi  et  ^  =  2ç'„ 
sont  absolument  convergentes,  la  série  o-  =:  Swa^p  formée 
par  les  produits  deux  à  deux  de  leurs  termes,  écrits  dans 
un  ordre  quelconque,  sera  absolument  cons?ergente  et 
aura  pour  somme  st. 

Soit,  en  effet,  o-^  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la 
série  7,  le  nombre  m  étant  quelconque,  mais  suffisant  pour 
qu'on  retrouve  dans  (Tm  tous  les  termes  du  produit 

n  étant  un  nombre  donné  quelconque.  On  aura 

R  étant  une  somme  de  termes  ^oi^p,  dans  chacun  desquels 
l'un  au  moins  des  deux  indices  a,  ^  sera  >  n. 

Soit  R  =  UaiV^-\-  Uai'V^'-\-  ...  et  soit  n-[- p  le  plus  grand 
des  indices  a,  P,  a',  P',  ....  On  aura 

\^m  —  St\l\Satn  —  St\-^-\K\ 

l\Sntn'-  *^  I  +  I  «al  I  ^^\  +  I  Ua'\  \  V^'\  -H .  .  . 

<\Sntn—St\-^{\  U^^^  I  +  ...  4-  I  U^^p\)  (|  (^,  |  +  .  .  .  4-  [  f'^+pl) 

-4-  (  I  «1 1        H-  .  .  .  4-  I  W„  I  )  (  I  i^rt+i  I  4-  ...  4-  I  Vn-^p  I  ) . 
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Or  les  séries  S  =  S|w„),  T  =  S|<^;,|  étant  convergeâtes, 
par  hypothèse,  on  aura 


««+l|  -f-...-+-|  Un^p\<£„, 


et,  d'autre  part. 


\ih\  +...-h|m„|      <S, 

I  ^'l  I  -H  ...  -H  I   ^'n+p  I  <  T. 

Donc 

quantité  dont  chaque  ternie  converge  vers  zéro  si  n  lend 
vers  00.  Mais  on  peut  prendre  n  aussi  grand  qu'on  veut,  à 
condition  de  faire  croître  en  même  temps  m.  On  aura  donc 

bien,  pour  m  =  oo, 

lim  \(j,„  —  st\=:  0. 


294.  Ce  théorème  ne  subsiste  évidemment  pas  si  les  sé- 
ries 5  et  <  ne  sont  pas  absolument  convergentes.  Mais  si  l'une 
d'elles  seulement,  ^,  est  semi-convergente,  on  peut  le  rem- 
placer par  le  suivant  : 

La  srrie  W  qui  a  pour  terme  général 

est  convergente  et  a  pour  produit  st. 
En  effets  on  a  par  hypothèse 

1  W,|+i  I  -+-...  H-  I  Un^p  I  <  £„, 

Cela  posé,  la  somme 

W,|  -z  i^,  + .  . .  -h  ir„ 

est  évidemment  égale  à 
On  en  déduit 

\^n-'St\  =  \S^tn  —  St\~\-\Ut\\Vn\-{'\u^\\  i'^^jH-  rj 

4- .  .  .  4-  I  W^  I  I  (^,  4-  r,  -H  .  .  .  4-  l'rt  1 
<  I  Sntn  —  si  \-h\u^\  £;_!  4-  |  Wj  |  e;,-,  +  •  •  •  4"  |  W^  |  e'i . 
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Soit  m  le  plus  grand  entier  contenu  dans  —  •  Les  quan- 

tités  t\^  ...,  e^  formant  une  suite  non  croissante,  on  aura, 
a  fortiori, 

\^n—St\  =  \  Sntn—St  I  4-  (I  W,  I  -h.  .  .  -4-  I  M,„  !)£«_;,,  +  , 

H-  (|W/«-Hl| -+-•..+  |W/»l)£i 

Si  n  tend  vers  oo,  il  en  sera  de  même  de  m  et  /i  —  ni  -\~  \ , 

Donc  tous  les  termes  du  second  membre  tendront  vers  zéro, 

et  l'on  aura 

lim  I  W„—  5/1  =  0. 

295.  Si  les  séries  5  et  ^  sont  toutes  deux  semi-conver- 
gentes, la  série  W  pourra  ne  plus  être  convergente;  mais  si 
elle  Test,  on  aura  encore 

W  rzi  sL 

Pour  le  faire  voir,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemme 
suivant  : 

m 

Si  les  quantités  s^,  »  >  ",Sfi  convergent  vers  une  limite  s, 
on  aura 


1s*  —f—  -^2  "^     •  "  ~^  '^n 
im =1  s. 


n^^  '^ 


On  a,  en  effel. 


.V,-+-.Çj-|-.  .  .-^Sn                    (.?!  —  .Ç)  4-.  .  .4-  (S„~  a) 
z=.S  -\ 

n  n 

d'où 

Sy  -f-  .Ç,  H-  .  .  .  -f-  .V„  _   I  .Ç,  —  .Ç  I  H-  .  .  .  -+-  I  5„  —  S 

n 


^  n 


D'ailleurs,  5|,  53,  ...  tendant  vers  une  limite  5,  on  a 
et  à  la  limite,  en  faisant  tendre/?  vers  oc. 
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Donc 
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S 


n 


n 


—  5 


_  Ê,  -f-  Êj  -+-...  H-  e„ 

<  7i 


Les  quantitës  e  formant  une  suite  non  croissante,  on  aura, 
a  fortiori,  en  désignant  par  X  l'entier  positif  le  plus  voisin 

de  sjriy 


n 


—  s 


n 


et,  en  faisant  tendre  n  vers  oc, 


lim  ( 5  j  =  o. 


Les  quantités  5{,  ...,  Sn  étant  toujours  supposées  con- 
verger vers  5,  leurs  modules  |5||,  . . .,  |5/,|  convergent  évi- 
demment vers  1^1.  Donc  on  aura  également 


lim 


Ui  I  -h  .  .  .  +-  I  5„  I 


n 


=  \s 


Si  donc  les  séries  5,  t^  W  sont  convergentes,  on  aura,  en 
désignant  respectivement  par  Sn^  t„,  Wn  les  sommes  de  leurs 
n  premiers  termes, 


1»                V*          I        •     •     •        I         s  mm 
im 

n 


Zz=lim^'"^      •"^^% 


n 


n 
296.  Cela  posé,  on  a 

~l/|f„ -+-«,/„_! -h..., 

W,  4- ...  4-  W„  =z  a,  ^„ -t-  (  Wi  H-  Ut)ln-i  4- . .  . 

=  5|  ^;i  -h  5j  t^^i  4-  .  .  .  -f-  5jj  /j. 


.  .  4-  Vn-x  )  H- 
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Posons 
d'où 

I  «Jt  I  <   ^14,  I  «Il  I    <   ^{JL« 

On  aura,  en  désignant  encore  par  m  le  plus  grand  nombre 

j        n 
entier  contenu  dans  -> 

=  (5i  -h  .  .  .  -h  .Ç/«  )  /  H-  5i  A  ;,  4-  .  .  .  -h  Sffi  kn^f„^i , 

•'/»i-f-l  ^n—m  +  •  •  •  "^  ^/i  *l 

:=  (^1  -f-  .  .  .  -i-  tn—m)^  "+"  ^/n-»-l  ^n—m~^  •  •  •  +  ^«^1» 

et,  par  suite, 

Wi-f-...-l- W„  ^  (^|-f-...+  ^;„)^  m  _  (/|H-...+  ^/,>m)^  n  —  m 
n  m  n  n  —  m  n 

(^1  ^n  "•"•••  ~^  *m  ^rt— /rt-M  )  "+"  (''/«-f-1  ^n-m  ~+~  •  •  •  +  "/i  ^l  ) 

—    ■— ■  ■  — .  ■■■  ■  ■■  ■  ,  I  ■  I  -■■  ■■■M»».  ■        • 

n 

Passons  à  la  limite  pour  n  =  oo.  Si  l'on  remarque  que  m 

,     .  .    ^    .  m    n  —  m 

el  n  —  m  deviennent  inhnis  avec  n  et  que  —  >  ont 

^       n  n 

pour  limite  commune  ^,  on  voit  que  la  limite  du  premier 
membre  sera 


WSC  SI  wr 

1  2 


Donc  on  aura 


~    L  '*  J* 

Or  ce  second  membre  tend  vers  zéro.  En  effet,  son  module 
est  au  plus  égal  à 

I  5,  I  &;  +  ...  H-  I  5;„  I  e'n-m+i  -^  ^/n+l  I  ^n-m  |  +  .  .  .  +  e„  |  ^,  | 


n 
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Or,   SI   n   tend  vers  oo,   — — — — L^   tendra   vers   \s\, 

m  '    ' 

—^ '  '  vers     /,  —  et  vers  ^,  e_  _.,  et 

Ê/w+i  vers  zéro. 

297.  Cherchons  à  obtenir  des  règles  qui  nous  permettent 
de  distinguer  si  une  série  est  ou  non  convergente. 

Considérons  à  cet  effet  une  série  dont  le  terme  général 
soit  un  produit  de  deux  facteurs,  telle  que  la  suivante  : 

Cette  série  sera  convergente  si  la  quantité 


tend  vers  zéro  pour  n^^oo,  quel  que  soit  p.  Elle  sera  même 
absolument  convergente  si 

I  a„^,  I    I  Un^i  I  4-  ...  -h  I  ^n+p  \   I  Un-^p  \ 

Icnd  également  vers  zéro. 

Cette  dernière  condition  sera  certainement  satisfaite  si  : 
I®  la  série  Sw^  est  absolument  convergente;  2"  les  modules 
des  facteurs  oLn  ne  surpassent  pas  un  nombre  fixe  A. 

Oh  aura  en  effet,  dans  ce  cas, 

|««-Hi|   |''/i-+-i  I  -4-.. .4-  |««-H/7|  I  w«+^|  5A(|  M„+,  I  -h...  4-  I  ih,+p\  ) 

quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  n  =  x>. 

Donc,  en  multipliant  les  termes  d'une  série  absolu- 
ment convergente  par  des  facteurs  dont  les  modules  ne 
surpassent  pas  un  nombre  fixe,  on  obtient  une  nouvelle 
série  de  même  nature. 

Si,  de  plus,  les  modules  des  facteurs  a„  ne  deviennent 
jamais  inférieurs  à  un  autre  nombre  fixe  a,  leurs  inverses  ne 

pourront  surpasser  ->  et  l'on  pourra  réciproquement  con- 
clure de  la  convergence  absolue  de  la  série  HoL^Un  celle  de 
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la  série  ^u,i.  Les  deux  séries  seront  donc  en  même  temps 
absolument  convergentes  ou  non. 

298.  Deux  autres  cas  de  convergence  certaine  peuvent  être 
mis  en  évidence,  en  mettant  l'expression  (2)  sous  la  forme 
suivante  : 

^/iH-p  (  ^n+p  "4- .  .  .  -+-  W/i-»-i  ) 

'-^  I  */i+p  (  */»-*-/?       */»  ) 

~^~  (*/i  hp-i  —  */i-4-p)  (*/n-/>— 1  —  '^rt)  +  •  •  •  "H  (*/n-i  —  *«-t-i)  (^/tH-1  —  ^n) 

Soit  M,,  le  plus  grand  des  nombres  \s„^p  —  s„\,  ..., 
l^/i+i  — *//  !•  L'expression  précédente  sera  au  plus  égale  à 

(3)     (|a„^.^|-h  I  a„^^_j  —  a„^.^  I  +  .  .  .  +  |  a„+,  —  a«+i|)M„. 

Cette  quantité  tendra  vers  zéro  pour  n  =  oc,  si  Tun  des 
deux  facteurs  qui  la  composent  tend  vers  zéro,  l'autre  res- 
tant fini. 

299.  Supposons,  en  premier  lieu,  avec  Dirichlet  : 
i"  Que  la  série 

(  4  )  I  =^1  —  =ï|  I  -I-  •  •  •  -H  I  ^n-hl  —  «rt  I  -t-  .  .  . 

soit  convergente  ; 

2°  Qu'on  ait,  pour  /?  =  oc, 

lima,,  1=1  o; 

3"^  Que  les  modules  des  sommes  5| ,  52,  ...  ne  surpassent 
pas  une  limite  fixe  L. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura 

s^  tendant  vers  zéro. 

D'après  la  seconde  hjpolhùse,  a„_j.p  tendra  également  vers 
zéro.  Enfin  les  quantités  \sn^p  —  s„\,  ...  et,  par  suite,  M,,  ne 
surpasseront  pas  2L.  11  y  aura  donc  convergence. 
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Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où  Ton  sup- 
pose : 

1^  Que  les  quantités  a  sont  positives  et  décroissantes. 

2**  Qu'on  ait  Hmart=o.  Dans  ce  cas,  la  série  (4),  qui  se 
réduit  à 

est  évidemment  convergente,  et  a  pour  somme  ai . 

3°  Que  les  quantités  M|,  U2,  . . .  forment  une  suite  pério- 
dique, telle  que  la  somme  des  termes  d'une  période  soit 
nulle. 

Particularisons  encore,  en  supposant  que  la  suite  des  u  se 
réduise  à  la  suivante 

-hi,     —1,     +1,     —I,     ..., 

nous  obtiendrons  ce  théorème  : 

Une  série 

dont  les  termes  sont  positifs  et  décroissants,  et  tels  que 
l'on  ait  lima;,=  o,  est  toujours  convergente. 

300.  Supposons,  en  second  lieu,  avec  Abel  : 
1°  Que  la  série  (4)  soit  convergente  ; 
a°  Que  la  série  W|  + .  .  .  -h  w,,  +  . . .  le  soit  aussi. 
L'expression  (5)  tendra  encore  vers  zéro.   On  a,  d'autre 
part, 

«/n-p==  ^1  —  (*i —  *«)  — •  ■  •  —  (*/n-/>-i  —  */n-/i); 

d'où 

««+/>  I  <  I  «1 1  +  A, 


A  désignant  la  somme  de  la  série  (4)« 

Donc  le  premier  facteur  de  (3)  restera  au-dessous  d'un 
nombre  fixe.  Quant  aux  quantités  \sn^p — 5«  |,  ...,  elles 
seront  toutes  moindres  que  s,,.  Le  second  facteur  tend  donc 
vers  zéro,  et  il  y  a  encore  convergence. 

La  convergence  de  la  série  (4)  est  évidemment  assurée  si 
les  quantités  ai,  a^,  ...  sont  réelles,  positives  et  non  crois- 
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santés  ;  dans  ce  cas  particulier,  on  aura  donc  le  théorème 
suivant  : 

Une  série  convergente  reste  encore  convergente  si  Von 
multiplie  ses  divers  termes  par  des  nombres  positif  s  for^ 
mant  une  suite  non  croissante. 

301.  Les  séries  absolument  convergentes,  étant  les  seules 
où  Ton  puisse  changer  à  son  gré  l'ordre  des  termes,  peuvent 
seules  être  employées  commodément  dans  Tanalyse.  Il  im- 
porte d'apprendre  à  les  reconnaître.  Cette  recherche  doit  se 
faire  sur  la  série  des  modules,  dont  les  termes  sont  réels  et 
positifs.  Cette  circonstance  donne  un  intérêt  particulier  à 
l'étude  de  la  convergence  de  ce  genre  de  séries,  qui  va  dé- 
sormais nous  occuper  exclusivement. 

Celte  recherche  est  fondée  sur  le  principe  suivant  ; 

Si  une  série  {à  termes  positifs)  Hvn  a  ses  termes  plus  pe- 
tits à  partir  d^un  certain  rang  que  ceux  d^une  série  con- 
vergente de  même  nature  ^Un-,  elle  sera  elle-même  conver- 
gente. 

En  effet,  si  l'on  a 

on  aura  a  fortiori 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  n'altère  pas  la  convergence 
d'une  série  en  modifiant  arbitrairement  un  certain  nombre  de 
termes  au  début.  Il  suffit  donc  que  l'inégalité  Vn<C  M/ï  ait 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  un  nombre 
fixe  V. 

Si,  au  contraire,  la  série  ^v,i  a  ses  termes  plus  grands  que 
ceux  de  S^/„,  et,  si  cette  dernière  série  est  divergente,  St^„ 
le  sera. 

La  démonstration  est  la  même,  le  sens  des  inégalités  étant 
renversé. 
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Pour  juger  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d^une 
série,  il  conviendra  donc  de  former  un  tableau  de  séries 
convergentes,  un  autre  de  séries  divergentes,  auxquelles  on 
comparera  la  série  donnée. 

302.  La  comparaison  avec  une  progression  géométrique 
nous  fournit  une  première  règle  simple  et  suffisante  dans 
un  grand  nombre  de  cas. 

La  série  S«„  est  conçergente  si,  à  partir  d'un  certain 

rang,  on  a  constamment  \jUn  <  r,  r  étant  une  constante 

<  I  ;  divergente  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a 

"/ — 

\Un>  r>i. 

Car  on  a,  dans  le  premier  cas, 

u„<i  r^\         2  r**  convergente, 

et,  dans  le  second, 

u„  >.  /•"»         Sr"  divergente. 

Le  premier  cas  se  présentera,  en  particulier,  si  sjun  lend 
pour  71  =  00  vers  une  limite  /  moindre  que  i  ;  car  soit  r  une 
quantité  quelconque  comprise  entre  /  et  l'unité;  on  pourra 

trouver  un  nombre  v  à  partir  duquel  y  ««  différera  de  /  d'une 

quantité  moindre  en  valeur  absolue  que  / — r.  A  partir  de  ce 

n. —    / — - —  \  . 

moment,  on  aura  constamment  \Un  ]>  '*• 

On  voit  de  même  que  le  second  cas  se  présente  si  y/'// 
tend  vers  une  limite  -CT".  >  /  . 

303.  Lorsque  la  règle  précédente  ne  s'applique  plus,  on 
se  trouve  conduit  à  chercher  de  nouvelles  séries  moins  rapi- 
dement convergentes  (ou  divergentes)  que  les  progi*essions 
géométriques,  pour  leur  comparer  la  série  donnée. 

On  peut  construire  à  volonté  de  semblables  séries  par  les 
considérations  suivantes  : 

Soit  M|,   ...,  M„  une  suite  de  quantités  positives  crois- 
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santés,  et  telles  que  l'on  ait  limM„  =  ao.  La  série 


n  =  » 


(6)  Ml  -4-  ( M, -  MO  4- ...  4-  ( M;,  —  M;,_i )-+-... 

sera  une  série  divergente  à  termes  positifs,  où  la  somme  5„ 
des  n  premiers  termes  sera  M„. 
La  série 

^'^    (m.  ~  mJ "^ (m, ~  m,) "^ •  ■  •  ^ (m; ~  k^J ^■■■=Z  iîïl, M„  " 

sera,  au  contraire,  convergente;  la  somme  $„  des  n  premiers 
termes  a  pour  valeur  zrz zrz — >  expression  dont  la  limite  s 

Ml 
Réciproquement,  toute  série  à  termes  positifs  pourra  être 
mise  sous  la  forme  (6)  si  elle  est  divergente,  sous  la  forme  (7) 
si  elle  est  convergente.  Les  quantités  M^ ,  . .  . ,  M„  seront  dé- 
terminées, dans  le  premier  cas,  par  la  condition 

dans  le  second,  par  les  conditions 

I    f  I      

d'où  l'on  tire  les  valeurs 

304.  Nous  allons  montrer  que  la  suite  M,,  ...,  M,/,  ... 
permet  de  construire  deux  systèmes  de  séries  en  nombre 
illimité,  à  convergence  (ou  à  divergence)  de  moins  en  moins 
rapide,  et  dont  les  séries  (7)  et  (6)  ne  sont  que  les  premiers 
termes. 

Nous  nous  appuierons,  pour  le  faire,  sur  quelques  inéga- 
lités de  la  théorie  des  logarithmes  que  nous  allons  établir. 
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Sî  j:*  >  o,  on  aura 


a?« 


e*  1=  1  +  a:  H H .  . .  >  H-  ^, 

1.2 


_7 


d'où,  en  posant  x  =  "^  ^  "*?  (y  >  ^), 


.y—» 

e  '    >  - 


Maïs  on  a,  d^auLre  part,  si  o  <  x  <  1 , 


JC*  .  I 


e^=i  4- j7  H h. ..<i-f-^4-^* -+-...< 


j 


1.2  I  —  a; 

d^oii,  en  posant 

M* 

En  prenant  les  logarithmes  dans  les  deux  membres  de  ces 
inégalités,  il  viendra 

(8)  ^^  <  Logj  -  Log5  <  ■^^^• 

Plus  généralement,  posons 

LogLog^  .— Logjj:,  LogLog,a?  =  Log,ir,         ..., 

\^ûo  =zLog^Log,j!7. .  .LogjjL.r. 

On  aura,  si  y  >  z^ 

Logr  >  Log5,         . . . ,        Log,i7  >  Log,i-,         

Appliquant  les  inégalités  (8)  à  l'expression 

I-ogj^^,/  —  Logj4+i  5  =  Log  Y^^  ' 
il  viendra 

— h^ —  <  ^^i*--^  -  ^^^»->-  <  — Li;^^:^ — 
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Faisons  le  produit  des  inégalités  obtenues  en  posant  suc- 
cessivement [jL  =  i,2y  ...y  m  —  i;  multiplions  encore  par 
rinégalité  (8);  il  viendra 


(9) 


305.   Ces  préliminaires  posés,   nous  pouvons  établir  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  M|,  ...,  M^  une  suite  de  quantités 
positives  satisfaisant  aux  conditions 

M„+i  >  M;,,        lim  M„  —  00, 

«=•0 

et  soit  p  une  quantité  positive  quelconque  : 
Les  séries 


I 


M„_».,    M; 


seront  toutes  convergentes^  et  les  séries 

seront  toutes  divergentes. 

En  effet,  les  quantités  MP,  ...,   MP,   ...  satisfaisant  évi- 
demment aux  conditions 

ML.  >MP        et        lim MP  =100, 

n  =  • 

I      .  •   VMP.,  — MP  / 

la  série  >      "  ' — ^~  sera  convergente  (  et  aura  pour  somme 

^îTT  )•  La  série  \  —^^- — rnr^  le  sera  également  (297)  si  le 
rapport 


««  = 
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des  termes  généraux  de  ces  deux  séries  reste  inférieur  à  une 
limite  fixe.  Il  est  aisé  de  voir  qu^il  en  est  ainsi;  car,  si  nous 
posons,  pour  abréger, 


on  aura 


et  q  sera  positif  et  <;  1 .  Soit  [jl  un  entier  quelconque,  tel  que 
Ton  ait  -  <  p.  On  aura 

««<  -^-1  <  1 4- <7^ -I- • . . -+- ^nr  < |x.   • 

Donc  la  série 

est  convergente,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que  la  série 

2(M„H.i~-M„) 
est  divergente. 

En  second  lieu,  les  quantités 

LOg,„M,,  ...,  LOg;;iM„,  ... 

satisfont  évidemment  aux  relations 

Log,„  M„+i  >  Log,„  M„ ,         lim  Log,„  M„  =  00. 

n  =  « 

Donc  la  série 

Y^  Lo°:„,  M „-n  —  Lo^;„  M„ 

2u    Log,„iM«+iLogP^M;^ 

est  convergente.  Or,  en  appliquant  l'inégalité^ (9),  on  voit 
que  ses  termes  sont  plus  grands  que  ceux  de  la  série 


Zà  M«+.i  A,„_i  iVl„+i 


=s 


l-og,„M„H_,  Log5;,iVl„ 


Celle-ci  est  donc  convergente. 
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De  même,  la  série 


1 


(L0g;„M„4-l  ~  Log;„M„) 


est  divergente,  et  ses  termes  sont  plus  grands  que  ceux  de  la 
série 

Celle-ci  est  donc  divergente. 

306.   Comme  application  particulière,  posons 

Nous  obtiendrons  la  suite  de  séries  divergentes 

^  n  '     ^  n  Log  n  ^  n  Log,„  /* 

Posant,  d'autre  part,  M„=  n  —  1,  nous  aurons  de  même 
la  suite  de  séries  convergentes 


2un{n  —  i)?'     2un 


Log/j  LogP(/i  —  i) 


A  cette  dernière  suite,  on  peut  substituer  celle-ci,  dont 
les  termes  sont  respectivement  plus  petits  et  dont  la  forme 
est  un  peu  plus  simple, 

(11)         \ >  \    y         •  •  •  >  \ • 

On  remarquera  que,  x  étant  un  nombre  donné  quelconque, 
ses  logarithmes  successifs  Logx,  Log2.r,  . . .  décroîtront  sans 
cesse  et  (iniront  par  devenir  négatifs. 

Si  hogy,x  est  négatif,  il  n'aura  plus  de  logarithme  arith- 
métique, et  les  symboles  suivants  Logp^^.!  x,  . . .  n'auront  plus 
de  sens.  Il  pourra  donc  se  présenter  au  début  de  chacune 
des  séries  types  (10)  et  (i  i)  un  nombre  limité  de  termes  illu- 
soires, suivis  d'un  terme  négatif.  Mais  on  pourra  leur  sub- 
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slituer  des  nombres  positifs  arbitraires  sans  altérer  la  con- 
vergence ou  la  divergence. 

307.  Les  considérations  suivantes  montrent  directement  la 
divergence  des  séries  (lo)  et  la  convergence  des  séries  (i  i). 
Elles  permettent,  en  outre,  d'assigner  deux  limites  entre  les- 
quelles se  trouve  comprise  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  consécutifs  de  chacune  d'elles. 

Soit  F(/i)  une  fonction  de  n,  dont  la  dérivée  f{n)  soit 
positive,  continue  et  décroissante,  et  tende  vers  zéro  pour 
71  =  00.   On  a,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  n  el 

/J  -h  I, 

/(/0>/(^)>/(/i4-i) 

et,  en  intégrant  de  n  à  /i  -h  i , 

\         /(x)dx>/(n-\-i). 

n 

Posons  successivement  n  =  v,  v -f- 1 ,  ...,  v -|-/>  —  i  el 
ajoutons  les  inégalités  obtenues;  il  viendra 

f  f{x)dx 

V 

>/(^ -H  0 -H.  .  . -l-/(v  4-/>). 

La  somme  /(v  4-  i)  + . . .  -|-/(v  -hp)  sera  donc  comprise 
entre  les  deux  nombres  iixes 

f       /(j;)rfxrz:F(v-h/?)-F(v) 

•/v 

et 

f        /(^)c^x-H/(v+/>)-/(v). 

Soit  en  particulier 

F(/i)  =  Log/i,         d'où        /(n)=ii; 
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posons  en  outre  v  =  i,  nous  voyons  que  la  somme 

I        I  I 

est  comprise  entre  Log(/>  -f- 1)  et  Log{p  +  1)  —  i . 

Si  V  tend  vers  00,  /(v)  et/(vH-/?)  tendant  vers  zéro,  on 
aura 

/(  j?)  dx. 

Pour  que  la  série  ^/(n)  soit  convergente,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  premier  membre  de  cette  égalité  soit  nul  quel 
que  soil/>.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  con- 
vergence est  donc  que  l'intégrale 

/(^)rfx=:F(vH-;?)-F(v) 

tende  vers  zéro  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  F(n)  tende 
vers  une  limite  finie  pour  n  =  00. 

308.  Cela  posé,  les  fonctions 

Log/i,     Log,/i,     ...,     Log,;,^.i/i,     ..., 

qui  ont  respectivement  pour  dérivées 

1  I  I 

n       n  Log  n  n  A,„  n 

deviennent  infinies  pour  n=oo.  Donc  les  séries  (10)  sont 
divergentes. 

Au  contraire,  les  fonctions 

n-P       Log-P/i  Log~P/i 

y ,  •   •   •  9  >  •  •   '  y 

—  ?  —  P  —  P 

qui  ont  pour  dérivées 

I  1  I 


/i*-^P'     /iLog*-^P/i'      "    '     nX^nLo^Pn 


29^  PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  III. 

s'annulent  pour  n  =  co.  Donc  les  séries  (ii)  sont  conver- 
gentes. 

309«  La  remarque  suivante  fournit  un  second  procédé 
pour  juger  de  la  convergence  d'une  série  à  termes  positifs 
par  comparaison  avec  une  autre  série  de  même  nature. 

La  série  St^;,  est  convergente  si,  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  non  inférieures  au  nombre  fixe  v,  on  a 

—  f 


^n+l  ^  "nn-l 


la  série  Jlun  étant  convergente. 

Elle  est  divergente  si,  pour  n  ^  v,  on  a 


^n     =     f'n 


Vn+l  "^  "iiH-l 


la  série  ^Un  étant  divergente. 
On  a,  en  effet,  dans  le  premier  cas. 


>  >  •  '  *  > 


•     •     •     • 


Donc,  à  partir  du  rang  v,  la  série  Hvn  aura  ses  termes  au  plus 
égaux  à  ceux  de  la  série  convergente  —  Sm^  ;  elle  est  donc 

{/y 

elle-même  convergente. 

La  seconde  partie  du  théorème  s'établit  de  même,  le  sens 
des  inégalités  étant  changé. 

310.  Si  l'on  suppose  que  Sm/j  soit  une  progression  géo- 
métrique de  raison  r,  on  aura  la  proposition  suivante  : 

La  série  Sç»„  sera  convergente  si,  pour  /i>v,  on  a  con- 
stamment 

-^  >  -»  r  étant  -<  i 


^n-^-l  r 


(et  en  particulier  si  — —  tend  vers  une  limite  />  i  |. 
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Elle  sera  divergente  si,  pour  /i>v,  on  a  constamment 


Vn  i 

—  <~,         r  étant  >i 


t'n+i        r 


{et  en  particulier  si  — ^  tend  vers  une  limite  /<[  1  J . 


311.  La  considération  des  séries  (10)  et  (i  1)  conduit  à  des 
règles  plus  précises.  Pour  les  formuler,  calculons  pour  cha- 


cune  de  ces  séries  la  valeur  approchée  du  rapport  — —9  en 


y  négligeant  les  termes  d'ordre  plus  élevé  que  — 


On  a,  avec  celte  approximation, 


(/n-j)p       /iP-f- p/iP-* -h. . .  p       p(p  — 0    I 

; =    r =  I  H h  --^i 

n?  n9  n  2  fi- 

Log(/iH-i)  =Log/i-4-Logf  i-h^j 

=  Log«4-- 

Log,(n  +  i)=Log,n4-Log(i+--|^— 


=  Log,/i  H 

/iLog/i 

=:  Loff,/l  (  I  H I 


et  généralement 

Log„(«H-.)=Log„.«(,  +  ^) 

LogP.(«  +  ,)  =  LogP.«(.+  ^) 
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EnBn 


/i  H-  I  I 


n  n 


I  I  I 

n       n  Log  n  n  A,„  n 


(/IH-I)*-^P  i-hp         (i-hp)p 

TTT I  H h    Z J 


n  A,„  /i  Log?^  n 

I  r 

=  H-  - 


n       /iLog/i        '  '       «  A,„/i 

Telles  sont  les  valeurs  du  rapport  — ^  pour  les  séries  (lo) 
et  (il).  La  première  de  ces  valeurs  seule  est  exacte.  Les 
autres  doivent  être  complétées  par  un  reste  de  la  forme  -^9 
0/1  étant  infiniment  petit  pour  /i  =  x. 

312.  Cela  posé,  une  série  Jli^n  sera  divergente  si,  à  partir 
de  n  =  V,  on  a  constamment 

<I  -4-  - 


ou,  plus  généralement, 


-^<        IH h...  H ) ; 


)^étant  une  quantité  positive  fixe. 
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Eq  effet,  à  la  comparant  à  la  série  (10)  correspondante,  la 
différence 

i^n     _      ^n     =  ^  -HQ/; 

finira  par  devenir  négative,  9^  étant  infiniment  petit. 

Au  contraire,  Sp^  sera  convergente,  si  Ton  peut  trouver 
une  quantité  positive  X  telle  que  l'on  ait,  à  partir  de  n  =  v, 

— ^>H 

ou,  plus  généralement, 

— ^>I  H ^ ; h...  H 

Vn-^i  f^        nLogn  nXfn/i 

En  effet,  comparons  la  série  Jli^n  à  la  série  correspondante 
£«„,  formée  avec  une  valeur  de  p  moindre  que  X.  La  diffé- 
rence 

^'n    __    u„    ^  X~p        6^ 

prendra,  pour  de  grandes  valeurs  de  /i,  le  signe  de  son  pre- 
mier terme,  qui  est  positif. 


313.  Lorsque  le  rapport  — ^  est  développable  suivant  les 

puissances  entières  de   -  (ce  cas  est  à  peu  près  le  seul  qui 

se  présente  dans  la  pratique),  les  règles  précédentes  permet- 
tent de  décider,  dans  tous  les  cas,  s'il  y  a  ou  non  conver- 
gence. 

Soit,  en  effet,  en  s'arrélant  aux  termes  du  second  ordre, 

—  «  H 1 i> 


„+i  n       n^ 


6^',  restant  fini  pour  /2=  00. 

Si  a  <  1 ,  ou  a  =  1 ,  P  <  i ,  il  y  aura  divergence  ;  car,  en 
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comparant  la  série  Jli^n  à  la  suivante 


^   "     ^nho^n 


qui  est  divergente,  on  aura 

zr  a  —  I 


p 

n 

I 

I 

4- 

K 

-o« 

n  Logn 

n^     ' 

et  le  terme  principal,  qui,  pour  de  grandes  valeurs  de  n', 
donne  son  signe  à  cette  expression,  sera  négatif. 

Au  contraire,  si  a  >  i ,  ou  a  =  i ,  p  >-  i ,  il  y  aura  conver- 
gence; car,  en  comparant  la  série  S^^,,  à  la  série  convergente 


2^"''"~2^/iLog'-^P/i 


on  aura 


—  a  —  I  H = 1 —  9 

r«+i        Un+x  n  /iLog/i  n- 

expression  qui,   pour  n  suffisamment  grand,  sera  positive, 
car  son  terme  principal  est  positif. 

314.  Voici    une   dernière   règle   de   convergence,    due  à 
M.  Kummer  : 

Si,  pour  n  >  v,  on  peut  mettre  le  rapport  — —  sous  la 
forme 

— , 

a,  ^vj   •  •  •?  ^/i,  • . .  désignant  des  quantités  positives  quel- 
conques, la  série  Sr^  sera  convergente. 

On  a,  en  effet, 


Ajoutons  les  équations  obtenues  en  donnant  successivement 
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à  n  les  valeurs  v,  v  +  i ,  v  +  ^  —  i ,  il  viendra 

OC  Qt 

Donc  la  somme  du  premier  membre  tend,  pour  p^zz  yo^  vers 
une  limite  au  plus  égale  à  -^^• 

315.  Séries  a  double  sens.  —  On  considère  parfois  des 
séries  telles  que 

(12)      . .  .-4-  «_„,  +  .  .  .-h  w_,-+-  iiQ-h  Ui-\-.  .  .-^  u^-^ .  .  ., 

formées  d'une  infinité  de  termes  s'étendant  dans  les  deux 
sens  à  partir  d^un  terme  central  Uq,  La  somme  s  d'une  sem- 
blable série  sera,  par  définition,  la  limite  de  la  somme 

lorsque  m  et  n  tendent  tous  deux,  vers  00,  sans  être  liés  par 
aucune  relation.  S'il  existe  une  semblable  limite,  la  série  sera 
convergente.  Pour  cela,  il  est  évidemment  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  deux  séries  partielles 

«o-^- • --H  «ft-h.  . .     et     w-i-h.  .  .-h  i/_,nH-.  ■  . 

soient  convergentes  séparément. 

La  série  (12)  sera  absolument  convergente  si  ces  deux  sé- 
ries le  sont.  On  pourra,  dans  ce  cas,  altérer  à  volonté  Tordre 
des  termes  sans  changer  la  somme  de  la  série;  les  écrire,  par 
exemple,  dans  l'ordre  suivant 

Wo  H-  "l  -H  «_i  -h  .  .  .  -h  Wn  +  (f-n  H"  .  •  •  , 

de  manière  à  n'avoir  plus  qu'une  série  ordinaire. 

Pour  former  le  produit  de  deux  séries  de  l'espèce  (12), 
lorsqu'elles  sont  absolument  convergentes,  on  n'aura  évi- 
demment qu'à  former  les  produits  de  leurs  termes  deux  à 
deux;  les  termes  ainsi  obtenus,  écrits  dans  un  ordre  quel- 
conque à  la  suite  les  uns  des  autres,  formeront  une  nouvelle 
série,  égale  au  produit  cherché. 


302  PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  III. 

3t6.  Séries  multiples.  —  Soit  «/;„,„,,...  un  système  de 
quantités,  distinguées  les  unes  des  autres  au  moyen  de  plu- 
sieurs indices  /72|,  m^,  ...,  dont  chacun  peut  prendre  une 
infinité  de  valeurs  entières  (par  exemple,  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives). 

On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  écrire  ces  termes  à  la 
suite  les  uns  des  autres  et  former  ainsi  une  série  où  chaque 
terme  figure  à  un  rang  déterminé,  sans  qu*aucun  d'eux 
soit  omis.  (On  peut,  par  exemple,  en  désignant  par  ^i,  62,  ..* 
une  suite  quelconque  d'entiers  croissants,  écrire  d'abord, 
dans  l'ordre  qu'on  voudra,  ceux  des  termes  ^/m,m,...  ^^  nombre 
limité,  pour  lesquels  |  /Wi  |  +  |  m2  |  4-  ■  • .  <  ^n  puis  ceux,  en 
nombre  limité,  où  cette  somme  est  >-  ^i,  mais  ^  <?2)  et  ainsi 
de  suite.) 

Une  série  ainsi  formée 

dont  les  termes  successifs  ne  sont  autres  que  les  nombres 
'^/«,m,...  écrits  dans  un  certain  ordre,  représentera  pour  nous, 
si  elle  est  convergente,  une  valeur  de  la  série  multiple 


'^      W/ii,///j...' 


fn^,  ntf,, , . 


Toutes  les  séries  V  se  déduisant  de  l'une  d'elles  V  par  le 
changement  de  l'ordre  de  ses  termes,  on  voit  (291-292)  que, 
si  V  est  semi-convergente,  la  série  multiple  admet  une  infi- 
nité de  valeurs  différentes.  Le  symbole  Sa;^^,^^  _  n'acquerra 
donc  un  sens  précis  que  lorsqu'on  aura  fixé  l'ordre  dans  le- 
quel les  termes  devront  être  successivement  ajoutés. 

Au  contraire,  si  V  est  absolument  convergente,  la  série 
multiple  n'aura  qu'une  valeur  unique  (289).  Nous  dirons, 
dans  ce  cas,  qu'elle  est  absolument  convergente.  La  série 
plus  générale  ^ol„^„^  u^^„^  le  sera  également,  si  les  mo- 
dules des  multiplicateurs  a.„^  ^^  ne  surpassent  pas  un  nombre 
fixe  (297).  Enfin,  on  obtiendra  le  produit  de  deux  semblables 


SÉRIES.  3o3 

séries  en  multipliant  leurs  termes  deui  à  deux  et  ajoutant 
dans  un  ordre  quelconque  les  produits  ainsi  obtenus. 

317.  Considérons  en  particulier  la  série  à  termes  réels  et 
positifs 


(l3)  S^Vr-^ ^ 


o 


2  \a 


(où  l'on  exclut  le  terme  correspondant  à  mi  =  /Wa . . .  ==  nin  =  o, 
qui  serait  infini),  et  cherchons  dans  quel  cas  elle  sera  con- 
vergente. 

Soit  X  un  entier  positif  quelconque.  Le  nombre  des  sys- 
tèmes de  valeurs  de  m^,  .  • . ,  m»  dont  la  valeur  absolue  ne 
surpasse  pas  ûc  est  évidemment  égal  à  (aj^  +  i)"*  Si  nous 
excluons  ceux  de  ces  systèmes  où  mi,  ....  ntn  sont  tous  <C x 
en  valeur  absolue,  il  en  restera 

Soit  Sx  l'ensemble  des  termes  de  S  qui  correspondent  aux 
systèmes  restants.  Chacun  de  ces  termes  est  évidemment  com- 
pris entre  les  deux  limites  suivantes  — r;=  et  ; r-^r:  on  aura 

donc 

On  a  d'ailleurs,  évidemment, 

"5  —  0|  — T"  •  •  •  "T"  5jf  "t~  •  •  • 

et,  par  suite, 

>  >  ,1»  » 
en  posant,  pour  abréger, 


X*<^ 


S  sera  donc  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  T. 
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Mais  on  peut  évidemment  écrire 


2d^^' 


ta— rt-hi 


A,i  tendant  pour  x  =  co  vers  la  limite  constante  na".  Pour 
que  T  soit  convergent,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la 
série 


2j'x^^- 


a-hl 


le  soit,  ce  qui  donne  (306)  la  condition 

2a  >•  /?. 

318.  Ce  résultat  peut  être  généralisé  comme  il  suit  : 
Soient  (f  une  fonction  continue  homogène  de  degré  a  a  des 

indices  m^,  ...,  mn]  ^  une  fonction  des  mêmes  indices,  de 

degré  inférieur  à  2  a. 

Si  la  fonction  cp  est  de  telle  nature  qu'elle  ne  s'annule  pour 

aucun  système  de  valeurs  réelles  des  variables  m^,  m2,  ■■- 

(le  système  o,  o,  ...  excepté),  la  série 


1 


(oit  l'on  exclut  de  la  sommation  les  termes  pour  lesquels  on 

aurait  cp-+-t};=:o)   sera   convergente    si   a>'— >  divergente 

_  n 
si  a  ~  -• 
^  2 

En  effet,  donnons  successivement  aux  variables /ni ,  /n2,  ... 
tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  qui  satisfont  à  la  condition 

Les  valeurs  correspondantes  de  (p  seront  évidemment  finies 
et  de  même  signe,  car  o  ne  pourrait  changer  de  signe  qu'en 
s'annulant. 

Soient  K  la  plus  grande  de  ces  valeurs,  k  la  plus  petite. 
Le  rapport  des  fonctions  ©  et  (mj  -f- . . .  H-  /n^)*  restera  com- 
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pris  entre  K  et  Ar  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  que  Ton 
considère.  D^ailleurs  ce  rapport,  étant  une  fonction  homo- 
gène et  de  degré  zéro  de  m^y  ...,  nin^  ne  dépend  que  des 
rapports  mutuels  de  ces  quantités  ;  il  sera  donc  toujours  com- 
pris entre  K  et  k. 

D^ autre  part,  ^  étant  de  degré  <;  2a  par  rapport  à  mi ,  . . ., 
mn,  son  rapport  à  (/njH-...4- /wj[)*  tendra  vers  zéro  si  les 
variables  /ni,  ...,  nint  ou  seulement  quelques-unes  d'entre 
elles,  croissent  indéfiniment;  car  ce  rapport  est  moindre  que 

y  /np  désignant  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  quan- 


mg« 


tités  /ni,   ...,  ninj  et  ce  dernier  rapport  tend  évidemment 
vers  zéro. 

On  aura  donc 

^mt...mn  étant  une  quantité  finie,  comprise  pour  des  valeurs 
suffisamment  grandes  des  variables  entre  deux  limites  fixes, 

voisines  de  K  et  de  k.  La  série  \ r  sera  donc  conver- 


gente  ou  divergente  en  même  temps  que  la  série  S,  consi- 
dérée tout  à  rheure. 

319.  Comme  application,  considérons  la  série 

Sa^^^; '.9 

(2û)j/ni-h  2(0,//*,-t-  z)-^ 

où  2<i>i  =  a'H- a"t,  2 i02=  b'-^  b'^ij  z~-^z'-\'zfi  sont  des 
quantités  complexes  et  a  une  quantité  positive.  La  série  des 
modules  a  pour  terme  général 

1  I 

j 


en  posant 

a 

(p  =  {{a'm^  -H  6'/n,)*-h  (a'^/ni  4-  6'/w,)*]*. 
J.  —  I.  ao 
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La  fonction  cp  est  continue  et  homogène  de  degré  a.  Enfin, 
elle  ne  s'annulera  que  si  m<  =  m2=  o,  pourvu  que  le  déter- 
minant a'b" —  b'a"  soit  différent  de  zéro. 

On  voit  donc,  en  appliquant  le  théorème  précédent,  que 
la  série  sera  absolument  convergente  si  a>>2.  Elle  sera 
divergente,  ou  semi-convergente,  si  a  ^  2. 

320.  Produits  infinis.  —  Soient,  comme  précédemment, 

^i>  ^j>  ■  ■  •  >  ''/»>  •  •  • 

une  suite  indéfinie  de  quantités.  Formons  les  produits  suc- 
cessifs 


Si  n  augmente  indéfiniment,  il  peut  se  faire  : 
i^  Que  ces  produits  successifs  ne  tendent  vers  aucune  li- 
mite déterminée; 

2®  Qu'ils  tendent  vers  00; 

3"  Qu'ils  tendent  vers  une  limite  finie  II. 

On  dira,  dans  ce  dernier  cas,  que  le  produit  infini 

est  convergent  et  a  pour  valeur  II. 

321 .  Nous  admettrons,  pour  plus  de  généralité,  que  1^1 ,  . . ., 
M/«,  .. .  puissent  être  complexes.  Soit,  en  général, 

«»=  «»H-  bni  =  pn{^osan'+-  « sina„). 

Le  produit  11^  aura  pour  module  pi..,pn  ^t  pour  argument 
ai  -h»  •  '-h  ^n- 

Deux  cas  de  convergence  seront  à  distinguer  suivant  que, 
pour  71  =  00,  II;,  tend  vers  zéro  ou  vers  une  limite  différente 
de  zéro. 
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Le  premier  cas  se  présentera,  quels  que  soient  les  argu- 
ments, si  Ton  a 

limp4...p„=i:o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

limLogp,. .  .p;j=:lim(Logpi  +  . .  .4- Logp;j)=— 00. 

Ce  cas  se  reconnaîtra  donc  à  ce  caractère  que  la  série 

Log?i-+-----+-Logp^H-... 

est  divergente  et  a  pour  limite  —  00. 

322.  Supposons,  au  contraire,  que  IIii  tende  vers  une  quan- 
tité fixe  différente  de  zéro,  ayant  P  pour  module  et  A  pour 
Tun  de  ses  arguments.  Il  faudra  évidemment  pour  cela  que 
Ton  ait 

Logpi  + . . .  -H  Logp„  z=  LogP  -f-  R„, 

kn  étant  un  entier  et  R;,,  R^  des  quantités  qui  tendent  vers 
zéro  pour  n  =  QO.  D'ailleurs  les  arguments  ai,  ...,  a^,,  n'étant 
déterminés  chacun  qu'aux  multiples  près  de  21c,  pourront 
être  choisis  successivement  de  manière  à  faire  évanouir  les 
entiers  kn^  de  sorte  que  les  deux  séries 

(ï4)  Logp,4-...4-Logp«4-..., 

(i5)  «1-+-. . .-+-«« 


soient  convergentes  (leurs  sommes  étant  LogP  et  A). 

Au  lieu  de  la  série  (i4))  i^  sera  souvent  plus  commode  de 
considérer  la  série 

(16)  Logpî  -h ...  4-  Logp»  4- . . . , 

qui  s'obtient  en  doublant  tous  ses  termes. 

Si  les  séries  (i5)  et  (16)  sont  absolument  convergentes,  il 
en  sera  de  même  du  produit  II,  dont  la  valeur  sera  évidem- 
ment indépendante  de  Tordre  des  facteurs.  Il  en  dépendra, 
au  contraire,  et  sera  semi-convergent,  si  l'une  ou  l'autre  des 
deux  séries  est  semi-convergente. 
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Une  condition  nécessaire,  sinon  suffisante,  pour  la  con- 
vergence des  séries  ci-dessus  est  que  leurs  termes  tendent 
vers  zéro  pour  n  =  oo.  Il  faut  pour  cela  que  oj  tende  vers 
r  uni  té  et  a,^  vers  zéro.  Mais  on  a 

.     on 
sin  -^ 

PÎ  =  «5  -+-  Hy  ^n  —  arc  {  ^^ 

an 
ces  —  • 

Il  faudra  donc  que  an  tende  vers  Tunité  et  bn  vers  zéro. 
323.  Théorème.  —  Pour  que  le  produit 

soit  absolument  convergent  vers  une  limite  différente  de 
zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  la  série 

5=:(^^^  — i)  -h.  .  .4-  (tf„  — i)  -h. . . 
soit  absolument  convergente. 

En  effet,  la  convergence  de  cette  série,  comme  celle  du 
produit,  exige  évidemment  que  l'on  ait 

limrt,|  =  i,         \ïmbn=^Oy         lim  p^^zm. 

Cela  posé,  les  expressions 

Logp;_Log(i  +  p;~i)  _ 

Tï-Z— — TTZTi —  >-ï(P«  — 0-... 

et 

.    b 


arcsin  — 


a 


n 


?n 


bn  b. 


tendront  évidemment  vers  l'unité  pour  n  =  ao.  Ces  facteurs 
seront  donc,  à  partir  d'un  certain  rang,  inférieurs  à  une  li- 
mite fixe,  et  il  en  sera  de  même  de  leurs  inverses.  Donc  les 
séries  (i4)  et  (i5)  seront  absolument  convergentes  en  même 
temps  que  les  séries  plus  simples 
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Mais  si  la  série  \  bn  est  absolument  convergente,  il  en  sera 

de  même  de  la  série  \  6J,  dont  les  termes  ont  des  modules 
moindres,  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang.  D'autre  part, 
la  série  \  (a^  —  i)  peut  s'écrire 

et  sera  absolument  convergente  en  même  temps  que  la  série 

/  i^n  —  0>  puisque  le  facteur  a„  +  i  tend,  pour  /i  =  00,  vers 

une  limite  fixe  égale  à  a.  Donc,  pour  que  II  soit  absolument 
convergent,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  séries 

y(««— 0     et     \b„ 

soient  absolument  convergentes,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  série 

le  soit. 

3S4.  Considérons,  comme  exemple,  le  produit 

n  =  (.  +  ^)-(.+  ^)-. 

Il  sera  absolument  convergent  si,  a  étant  >  1,  les  coeffi- 
cients A|,  ...,  A/i,  ...  ont  leurs  modules  inférieurs  à  une 
limite  fixe  M.  On  aura,  en  eOet, 

et  \  —  est  convergente,  comme  nous  l'avons  vu. 
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Le  contraire  aura  lieu  si  a  ^  i  et  si  A4,  . . .,  Â^,  ...  ont 
leurs  modules  supérieurs  à  une  limite  fixe. 

325.  Comme  application,  considérons  l'expression 

„/  X  1.2. ..(/l  —  l) 

D(/^,  z)  — ^ -^ /1-. 

Soit  r(^)  la  limite  vers  laquelle  elle  tend  pour  n  =  co.  On 
aura  évidemment  T (z)  =  oo  si  z  est  un  entier  négatif,  car,  à 
partir  de  la  valeur  n  =  —  5  +  1,  toutes  les  fonctions  n(n,  z) 
auront  un  facteur  nul  au  dénominateur. 

Pour  toute  autre  valeur  de  z,  T(z)  aura,  au  contraire,  une 
valeur  finie  et  déterminée.  En  effet,  on  peut  évidemment 
écrire 

^    ^  ^   '    ^0(2,^)  n(n,z) 

et  il  ne  reste  qu'à  prouver  la  convergence  de  ce  produit  infini. 
Or  on  a 

J}(n-\-iyZ) n      (/i-4-O* 

II  (/i,  s)  n  -h  z       n^ 

Ziz—l)  Xn 

Art  tendant,  pour  /i  =:  00,  vers  la  limite  fixe  ^-^ •  Le  pro- 
duit est  donc  absolument  convergent. 

326.  On  a  parfois  à  considérer  des  produits  infinis  dans 
les  deux  sens  ou  des  produits  multiples.  Leur  introduction 
ne  peut  plus  offrir  aucune  difficulté. 


IT.  —  Séries  de  fonctions. 

327.  Si  une  série 

5  =:  «1  -f-  i/j  -h . . .  4-  a«  -h . . . 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  ou  plusieurs  va- 
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riables  x^y^  ...  est  convergente  pour  tous  les  systèmes  de 
valeurs  de  ces  variables  constituant  un  certain  domaine,  elle 
représentera  dans  ce  domaine  une  fonction  Ae  x^  y^  .... 

La  convergence  de  la  série  sera  uniforme,  si  Ton  peut, 
quelle  que  soit  la  quantité  positive  e,  déterminer  un  entier  v, 
indépendant  Ae  x^  y,  ...  et  tel  que,  pour  /?  ^  v,  on  ait  tou- 
jours 


Les  séries  uniformément  convergentes  peuvent,  à  beau- 
coup d^égards,  être  assimilées  aux  sommes  formées  d^un 
nombre  limité  de  termes,  ainsi  que  le  montrent  les  théo- 
rèmes suivants  : 

328.  Théorème  I.  —  Une  série  uniformément  conver- 
gente, dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x, 
y^  . ,  ,^  est  elle-même  une  fonction  continue. 

Posons,  en  effet, 

5  =  5/14-  R. 

Changeons  x,  y,  .  ,  .   en  x  -\'  Aa:,  y  -h  Ar,  ...  ;  soient  A5, 

A5;2,  AR  les  accroissements  correspondants  de  s,  Sn,  R  ;  on 

aura 

^s  =  ^Sn-h  AR  =  A5a4-  R  4-  AR  —  R; 
d'où 

A5|5|A5„|-h|R4-AR|-|R|. 


La  continuité  étant  supposée  uniforme,  on  pourra  prendre 
n  assez  grand  pour  que  |  R  +  AR  ]  et  |  R  |  soient  moindres 

qu'une  quantité  positive  quelconque  ^• 

Le  nombre  n  ayant  élé  ainsi  choisi,  ^n,  qui  est  la  somme 
d'un  nombre  fini  de  fonctions  continues,  sera  continue.  On 
pourra  donc   assigner  une   quantité  i,   telle   que  si   |Ax|, 

\ày\,  ...   sont  <;  3,  I  A.ç„  [  soit  <  -5  •  On  aura  alors 

A5 1  <  6, 
ce  qui  démontre  la  continuité  de  5. 


1 
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329.  Théorème  II.  —  Une  série  uniformément  conver- 
gente 


5=  Mf-h.  .  .-f-  M«4- 


».  » 


et  dont  les  termes  sont  des  fonctions  intégrables  dans  un 
domaine  borné  E,  est  elle-même  intégrable  dans  ce  do- 
maine; elle  a  pour  intégrale  la  série 


V   Wi  e/e  -4- . .  . -H  V   Unde  -h.  . . 


laquelle  sera  uniformément  convergente. 

En  eflel,  décomposons  E  en  éléments  infiniment  petits 
dciy  . . .,  rf^A,  ....  Soit  Ofc  l'oscillation  de  s  dans  l'élément 
de/(.  Il  faut  prouver  que  ^Oj^dch  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  l'étendue  des  éléments. 

Posons  encore 

et  soient  O]^,  (Oy^  les  oscillations  de  Sn  et  de  R  dans  l'élément 
dcM*  On  aura  évidemment 

o*  ■<  Oi  ■+-  w^., 
d'où 

1 O^  dcfi  <  S  Oi  de/e  4-  2  Wjt  de/ç. 

On  peut,  par  hypothèse,  prendre  n  assez  grand  pour  que 
R  soit  constamment  moindre  en  valeur  absolue  qu'une  quan- 
tité positive  quelconque  e.  Son  oscillation  io/^  sera  dès  lors 
moindre  que  :te,  et  l'on  aura 

^iùfgdek<.  2tI>de/g<C  aeE. 

Le  nombre  n  étant  ainsi  choisi,  Sn  étant  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  fonctions  intégrables  sera  intégrable  ;  on 
pourra  donc  assigner  une  quantité  o,  telle  que  si  de^^  •• ., 
dck  sont  tous  <C  5,  SOJ^rfe;^  soit  <  e.  On  aura  alors 

20^^;[.<e(2E4-i), 
quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  e;  donc  s  est  intégrable. 
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Son  intégrale  sera  donnée  par  la  formule 


S^,^«  =  |5^,,^e  +  S.«./. 


V  ^,  ^^  + . . .  -h  V  ^rt  t/e  -H  V  Rde. 


Il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  que ,   si  n  tend  vers  oo, 

V  Rrfe  tend  vers  zéro,  et  cela  uniformément. 

Or,  on  peut,  par  hypothèse,  déterminer  un  entier  v  tel  que, 
si  /i>-v,  |R|  soît  constamment  moindre  qu^un  nombre  po- 
sitif quelconque  c.  Mais  alors 


s.-» 


de 

E 


=  6E, 


quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  e. 

330.  Théorème  III.  —  Si  la  série 

5(x)  = /,  (^)  4- .  .  .  4- /« (.2?) -4- .  . . 

est  con\?ergente,  et  la  série 

uniformément  convergente  dans  V intérieur  d'un  do- 
m,aine  E;  si,  de  plus,  les  fonctions  /,'(^),  •  •  •  >  fli{^)^  •  •  • 
sont  continues  dans  V intérieur  de  E',  s{x)  admettra  dans 
l'intérieur  de  E  une  dérivée,  égale  à  fj{x). 

Soient,  en  effet,  x  un  point  quelconque  intérieur  à  E; 
a  un  autre  point,  assez  voisin  de  x  pour  que  tous  les  points 
de  l'intervalle  ax  soient  encore  intérieurs  à  E;  9[x)  sera 
intégrable  de  a  à  a;  ;  et  Ton  aura 

c  <,(t)dt=f  f[{t)dt^,..+  r  fkwdt-^,,, 

zns^x")  — 5(a). 
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Le  premier  membre  admet  une  dérivée,  égale  à  <t(x)j  donc 
il  en  est  de  même  du  second;  s(a)  étant  une  constante,  s(x) 
aura  une  dérivée,  égale  à  ^(j:). 

331 .  Théorème  IV.  —  Soit 

une  série  convergente  dont  les  termes  soient,  dans  un  cer- 
tain domaine,  des  fonctions  synectiques  de  z*  Si  la  série 

est  uniformément  convergente,  s{z)  sera  dans  ce  domaine 
une  fonction  synectique  de  z,  ayant  pour  dérivée  ^{z). 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  le  théorème  pré- 
cédent. 

332.  L'uniformité  de  la  convergence,  admise  dans  les  rai- 
sonnements précédents,  est  une  condition  essentielle  pour 
la  validité  des  démonstrations. 

Voici,   en  effet,   quelques  exemples  où,  cette  condition 
n'étant  pas  remplie,  nos  théorèmes  se  trouvent  en  défaut  : 
1^  Considérons  la  série  s  qui  a  pour  terme  général 


S\n-1 


Pour  ^  =  o,  elle  se  réduit  à  zéro.  Pour  les  autres  valeurs  de 
X  comprises  entre  —  i  et  -h  i ,  5  est  une  progression  géomé- 
trique convergente,  et  a  pour  valeur 

I 
—  > 

X 

quantité  qui  tend  vers  oo  si  j;  tend  vers  o.  La  série  s  est  donc 
discontinue  pour  a;  =  o,  bien  qu'elle  soit  convergente  et 
que  ses  termes  soient  des  fonctions  continues. 

Ce  résultat  s'explique  en  remarquant  que  la  convergence 
n'est  pas  uniforme.  Soit,  en  effet,  Sn  la  somme  des  n  pre- 
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miers  termes  de  la  série.  On  aura 

S  —  Sn=  nn=^ » 

et,  quel  que  soit  n^  on  pourra  toujours  trouver  une  valeur  de 
X  assez  petite  pour  que  R»  soit  plus  grand  que  toute  quan- 
tité donnée  e. 

2^  Considérons  la  série 

5=  w,-H. .  .-4-  «„-+-. . ., 


ou 

La  somme  ^^des  n  premiers  termes  est  égale  à  nxe~"^*  et 
tend  vers  zéro,  quel  que  soit  a;,  pour  n  =  oo.  La  série  a  donc 
pour  valeur  zéro,  quel  que  soit  x. 

On  a,  par  suite, 

sdx^=zo\ 

0 

mais,  d'autre  part, 

2  "■  ^ 


/ 


et,  pour  /i  =  00, 

lim  1     Sndx^n  - 


Le  théorème  II  est  donc  en  défaut  pour  cette  série. 

Cela  tient  encore  à  ce  que  la  convergence  n*est  pas  uni- 
forme. En  effet,  on  a 

et,  si  l'on  pose  ir  =  -t=>  il  viendra 
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Il  est  donc  impossible  de  choisir  n  de  telle  sorte  que,  pour 
toute  valeur  de  x,  \  R,i  |  soit  <^  e,  dès  que  e  sera  <  -• 

333.  Considérons  encore,  avec  M.  Weierstrass,  la  série 

0 

où  b  est  une  constante  positive  <[  i ,  et  a  un  entier  impair 

Cette  série  est  uniformément  convergente  ;  car,  si  l'on  dé- 
signe par  ¥m{^)  la  somme  des  m  premiers  termes,  par  R;„  le 
reste,  on  aura 


quantité   indépendante  de    x   et  qui   tend   vers  zéro  pour 

W  =00. 

Si  a6  <  I,  F(^)  aura  pour  dérivée  la  série 


¥'{x)  =  —  ^a^ô^it  sinûE*ii^, 


car  cette  dernière  série  sera  aussi  uniformément  conver- 
gente. 

Nous  allons  montrer,  au  contraire,  que,  si  ab  surpasse 
un  certain  nombre  fixe,  F(^)  n'aura  pas  de  dérivée. 

On  peut  évidemment  écrire 

a'^x~fx„,-\'l^, 

a,„  étant  un  entier  et  \rn  une  fraction  comprise  entre  —  ^^  et 
+  ^.  Posons 

Cm  étant  égal  à  ±:  i .  La  quantité 

a»'{x-\-h):=ifi„,-\-e„, 
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sera  un  entier.  D^autre  part,  h  aura  le  signe  de  em,  et  son 

3 
module  sera  au  plus  é^al  à :  donc  h  tendra  vers  zéro  si 

m  croît  indéfiniment. 
Considérons  Texpression 

¥{x-^  h)—'¥{x)  _V'  ô'*[cosa'*(a:  4-^)11  —  cosa'*J7ir] 


Soient  Sm  la  somme  de  ses  m  premiers  termes,  R^  le  reste. 
On  aura 

m-l 

^    ^  b'^\cosa^(x -\- h)Tz  —  cosa"jîir] 


S.=^ 


h 

0 


0     ■- 

et,  par  suite, 

m-l 


^''\<Zrfà 


ira'* M.  , 
h 


0 
m— 1 


^  ^  ^       ab  —  I  ab  —  1 

0 

Passons  à  la  considération  de  R„f  Pour  n^m,  on  aura 
(a  et  em  étant  impairs) 

cosa'»(ar-|-  A)T:  =  cosa'*-'"(a,„H-  e^)Tr=i  (—  i)««-^*, 
cosa^ar-ïc  =cosa'*-'"(a^-H  ?,„)r  =:  (— i)««  cosa'»-"*^;„it 

et,  par  suite, 

R„=  ^ — ^ \  é-Cn-cosa"-"'?»!!). 


m 


La  quantité  sous  le  signe  \    a   tous  ses   termes  positifs. 
D'ailleurs,  le  premier  de  ces  termes,  6'"(i  +  cosÇ;„tï),  est 
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5  b'^;  car,  Ç^-n  élanl  compris  entre et  ->  son  cosinus  ne 

peut  être  négatif. 
On  aura  donc 

I  R      I  =  JL =  ta'^hm 

'*^'"'>  1A|  >3  ' 

et  R„4  aura,  d^ailleurs,  le  signe  de  ( —  i)*'»'*'*^^. 
Si  donc  on  a 

a  t:  j,  ,  -  ^  Su 

5  >  -r y  d'où  a6  >  I  -f-  —  > 

3       «6  —  I  2 

on  aura 

F(.r-4-A)  — F(a?) 


J|R«|-|S„|5(|-^)a'»6"'. 


quantité  qui  croît  indéfiniment  avec  m. 

D  ailleurs,  — -^ r a,  ainsi  que  Km>  ie  signe  de 

( —  i)"*»"*"*^!!!»  et  comme  on  peut,  pour  chaque  valeur  de  m, 
se  donner  arbitrairement  le  signe  de  emt  on  voit  qu'on  pourra 

¥iX'\-h) F(a?) 

à  volonté  faire  tendre  -, vers  Tinfîni  positif 

ou  négatif,  ou  lui  faire  parcourir  une  suite  de  valeurs  de 
signes  différents  et  indéfiniment  croissantes,  h  tendant  tou- 
jours vers  zéro. 

On  voit,  par  l'exemple  qui  précède,  qu'iV  existe  des  fonc- 
tions continues  n'ayant  de  déri\?ée  pour  aucune  valeur  de 
la  variable. 

334.  La  fonction  précédente  ¥{x)\wire9t  bornée  dans  au- 
cun intervalle. 

Soit,  en  effet,  cd  un  intervalle  quelconque.  Soient  -^, 

^    )  •  •  •>  — -r-  celles  des  fractions  de  dénominateur  — -  qui 

sont  contenues  dans  cet  intervalle;  si  nous  donnons  à â?  la 
série  de  ces  valeurs  intermédiaires  entre  c  et  d^  la  variation 
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totale  T  correspondante  sera 


rw-K^')i 


et  sera  au  moins  égale  à  y^j  ^  désignant  la  plus  petite  des 
quantités 

Or  on  a,  par  hypothèse, 
d'où 

rf  — c<ï-^,  Y>«'"(^  — ^)  — 2. 

D'autre  part,  nous  avons  vu,  dans  le  numéro  précédent,  qu'en 
posant 

on  avait 


(l-^)""*'"- 


Faisant,  en  particulier,  $/»=  o,  em  =  4-  i ,  ^m=P-h  h  ^'^^ 


X  =      ^   >  A  =  — -  »  il  viendra 


P(^^)-F(8sti)|5(|-jjî^)*-. 

On  aura  donc 

Si  nous  faisons  croître  m  indéfiniment,  b  étant  <<  i  et  a6>>  1 , 
cette  expression  croîtra  indéfiniment,  ce  qui  établit  notre 
proposition. 
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333.  Considérons  encore  la  série 

1 

f{z)  el^{z)  étant  des  fonctions  quelconques  de  z.  La  somme 
des  n  premiers  termes  de  s  est 

Si  I  2  I  <;  T ,  5"  a  pour  limite  zéro,  pour  /i  =  oo,  et  l'on  aura 
s  =  ^{z).  Si  |<3  I  >  I,  5"  tend  vers  oo,  et  5  =  f  (s). 

Si  nous  remplaçons  'f{z)  par  une  autre  fonction  <fi{z)y 
nous  obtiendrons  une  autre  série  ^i,  égale  comme  la  précé- 
dente à  ^(z)  lorsque  |^|<i,  mais  égale  à  ^i{z)  pour 
|^|>i. 

On  voit  par  là  que  deux,  séries  convergentes  et  égales  entre 
elles  dans  une  région  donnée  du  plan  peuvent  converger 
toutes  deux,  mais  vers  des  valeurs  différentes,  dans  une  autre 
région  du  plan. 

T.  —  Séries  de  puissances. 
336.  Soit 

•D 

S=yA„(s-ar 

0 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  z  —  a. 

Si,  pour  une  valeur  particulière  ^  de  z  autre  que  a,  la  série 
est  convergente,  son  terme  général  tendra  nécessairement 
vers  zéro  quand  n  augmente  indéfîniment.  On  aura  donc,  en 
posant  pour  abréger  |  !J  —  a  |  =  r, 

(i)  lim|A„r'*|  =  o. 


/I  =  «e 


Cette  condition   n'est    pas   suffisante;    mais  si   elle    est 
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remplie,  et  si  l'on  désigne  par  p  une  quantité  positive  quel- 
conque moindre  que  r,  la  série  S  sera  absolument  et  unifor- 
mément convergente  pour  les  valeurs  de  z  qui  satisfont  à 

rinégalité 

|5  — a|  =  p. 

Les  séries  dérivées 


jouissent  de  la  même  propriété. 

En  effet,  soit  e  une  quantité  positive  quelconque.  On 
peut,  par  hypothèse,  déterminer  un  nombre  v  tel  que  toutes 
celles  des  quantités  [  AnT"  [  où  /i  >•  v  soient  <  e.  Les  autres 
sont  en  nombre  limité;  soient  t)  la  plus  grande  d'entre  elles, 
M  la  plus  grande  des  deux  quantités  e,  7^  :  on  aura,  quel  que 
soit  rif 

|A,/-»|^M,     |A,|^^. 

Cela  posé,  considérons,  par  exemple,  la  série  S'.  Les 
modules  de  ses  termes  sont  au  plus  égaux  aux  termes  de  la 
série 


1 


nM^- 


n—l 


^n 


laquelle  est  convergente,  car  le  rapport  d'un  terme  au  suivant 
a  pour  limite  ~  9  quantité  >»  1 . 

L'uniformité  de  la  convergence  résulte  d'ailleurs  de  ce  que 
la  nouvelle  série  a  ses  termes  indépendants  de  :;. 

La  série  S  représentera  donc  une  fonction  synectique  dans 
un  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point  a  comme  centre,  et  sur 
ce  cercle  lui-même. 


337.  Cela  posé,  soit  r  une  quantité  positive  variable  de  o 
J.  —  I.  ai 
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à  00.  L'expression 

sera  croissante  avec  r,  et  trois  cas  seront  à  distinguer  : 

1°  La  condition  (i)  n'est  satisfaite  pour  aucune  valeur  de  r. 
Ce  cas  se  présentera,  par  exemple,  si  An=i  •2.,  .n.  S'il  en 
est  ainsi,  S  ne  convergera  pour  aucune  valeur  de  ^,  autre 
que  a. 

2^  La  condition  (i)  est  au  contraire  satisfaite  pour  toute 
valeur  de  r.  Dans  ce  cas,  r  et  par  suite  p  pouvant  être  choisis 
aussi  grands  qu'on  voudra,  S  sera  convergente  et  définira 
une  fonction  synectique  dans  tout  le  plan. 

Une  semblable  fonction  se  nomme  une  fonction  entière. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  e*,  sin^,  cos^. 

3°  La  condition  (i)  est  satisfaite  pour  des  valeurs  suffisam- 
ment petites  de  r,  mais  ne  Test  plus  pour  les  valeurs  sufB- 
samment  grandes.  Ces  deux  classes  de  valeurs  sont  séparées 
par  une  valeur  frontière  R. 

Traçons  autour  du  point  a  comme  centre,  un  cercle  K  de 
rayon  R,  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  cercle  de  con- 
vergence. 

Si  z  est  extérieur  à  K,  on  aura  \z  —  a  |  >»  R,  et  la  série 
sera  divergente. 

Si  z  est  intérieur  à  K,  on  aura  \z  —  a  |  <  R  et,  en  choisis- 
sant deux  quantités  p  et  r  telles  que  l'on  ait 

|5-a|  =  p<r<R, 

on  voit  que  la  série  sera  convergente.  La  fonction  qu'elle 
représente  sera  d'ailleurs  synectique  dans  tout  cercle  décrit 
du  point  a  comme  centre  avec  un  rayon  p  moindre  que  R. 

Enfin,  si  z  est  sur  la  circonférence  de  K,  S  pourra,  suivant 
les  cas,  être  convergente  ou  non. 

La  fonction  synectique /( 5)  représentée  par  une  série  S  de 
puissances  entières  z  —  a  dans  l'intérieur  de  son  cercle  de 
convergence  se  nomme  un  élément  de  fonction  analytique. 
Nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  point  a  est  le  centre  de 
cet  élément  et  que  R  est  son  rayon. 
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338.  Si  Ao  est  nul,  f{z)  s'annulera  pour  z  =  a^  et  l'on 
dira  que  ce  point  est  un  zéro  de  f{z).  Ce  zéro  sera  d'un 
degré  de  mulliplicilé  m,  si  A^  est  le  premier  des  coefficients 
de  la  suite  Ao,  A| ,  ...  qui  ne  soit  pas  nul. 

On  aura  dans  ce  cas 

/(5)  =  (5  —  «)"*[ A,;, -+-  A,„^.,  (c  —  a)  4-. . .] 

et    l'on    pourra    déterminer   une    quantité   8   telle   que,   si 

G  •<  I  5  —  a  I  <  5,  on  ait  toujours  f{z)  ^  o. 

Nous  avons  vu  en  effet  qu'il  existe  deux  quantités  M  et  /* 

telles  que  Ton  ait 

M 

et,  par  suite^  si  |  :;  —  a  |  <[  /*, 

I  A,„+i  {z  —  a)'\-  A,„^, ( 3  _  a)*  -+- . . .  I 

,  ^  (\z-a\    ,    \z-a\^  \ 

<  ^m  \  —7        -^  —fi        -^-  •  ') 

^  M  /     [:;  — ^1      \ 

Cette  quantité  décroît  avec  \z  —  a|;  si  donc  on  déter- 
mine S  par  la  condition 

lA    I-  ^       ^ 

on  aura  pour  les  valeurs  de  |  :;  —  a\  inférieures  à  8 

I  /( ;;  )  I  5  I  5  -  a  1"*  [ I  A,„  I  -  I  A^^i  (5  -  a)  4- . . .  I ]  >  o, 

339.  Théorème.  —  Soit  f{z)  une  fonction  synectique 
de  z  définie  dans  V intérieur  d^un  contour  fermé  et  con- 
tinu  C.  Les  points  de  l'intérieur  de  ce  contour  pour  les- 
quels  f{z)  prend  une  valeur  déterminée  X  sont  nécessaire- 
ment isolés,  si  la  fonction  f{z)  ne  se  réduit  pas  à  la 
constante  "k. 

On  peut  supposer  pour  plus  de  simplicité  X ^  o;  car,  s'il 
était  différent  de  zéro,   on  n'aurait  qu'à  raisonner  sur  la 
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fonction  f{z)  —  X,  qui  est  définie  dans  le  même  domaine 
que/(ij). 

Supposons  donc  qu'il  existe  dans  l'intérieur  de  C  un 
point  a,  qui  soit  la  limite  d'une  suite  de  points  a^,  as,  ... 
pour  chacun  desquels  y(2)  s'annule.  Soit  b  un  autre  point 
quelconque  intérieur  à  C.  On  peut  joindre  les  points  a  et  6 
par  une  ligne  polygonale  L  située  dans  l'intérieur  de  C. 
Soit  e  une  quantité  moindre  que  la  plus  courte  distance  de 
L  et  de  C.  Partageons  la  ligne  L  en  arcs  partiels  aai,  ..., 
«A«A+i  7  •  •  •  dont  chacun  ait  une  longueur  •<  e. 

Si  de  l'un  des  points  a^a^^  • . . ,  par  exemple  du  point  aA, 
comme  centre,  on  décrit  un  cercle  de  rayon  e,  la  fonction 
f{z)  sera  représentée  dans  l'intérieur  de  ce  cercle  par  la  série 
de  Taylor 

/(5)  =/(«A.)  4-  (-  -  «a)/'(«a)  -+-.  .  .  , 

et  ce  développement  sera  valable  sur  les  arcs  ûa-i^a  et 
^A<^A+M  qui  sont  contenus  en  entier  dans  ce  cercle. 

Considérons  le  premier  développement,  relatif  au  point  t/., 

/(c)=/(a)  +  (^-a)/'(a)4^.... 

Si  l'un  des  coefficients /(a), /'(a),  ...  n'était  pas  nul,  on 
pourrait,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent,  assigner  une 
quantité  S  telle  que  f{z)  ne  s'annulât  pour  aucune  valeur 
de  z  pour  laquelle  on  aurait  o  •<  |  5  —  a  [  <  8,  ce  qui  est 
contraire  à  la  supposition  que  a  est  la  limite  d*une  suite  de 
points  pour  lesquels  f{z)  s'annule.  Donc  /(a),  /'(«)>  ••• 
seront  tous  nuls,  et  l'on  aura  f{z)  =  o  tout  le  long  de 
l'arc  aa|. 

Mais  ai  sera  la  limite  d'une  suite  de  points  de  cet  arc; 
on  verra  donc,  par  le  même  raisonnement,  que  tous  les  coef- 
ficients du  second  développement 

/(.-)  .=/(ao -+-(-- «i)y'(«i) -+-.. . 

s'annulent,  et  que/(z)  est  nul  tout  le  long  de  l'arc  «i  «2. 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  f{z)  doit  s'annuler  tout  le 
long  de  L  et  en  particulier  à  son  extrémité  6,  laquelle  est, 
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par  hypothèse,  un  point  quelconque  de  Tintérieur  de  C. 
Donc  f{z)  est  nul  dans  tout  ce  domaine. 

340.  Corollaire,  —  Soient  f{z)^  f\{z)  deux  fonctions 
sjnectiques  respectivement  définies  dans  l'intérieur  de  deux 
contours  fermés  C,  C|  qui  se  coupent  mutuellement  en  deux 
points.  Si  dans  la  région  D,  intérieure  à  la  fois  à  C  et  à  C4, 
les  deux  fonctions  f{z)  et  f\{z)  sont  égales  autrement 
qu'en  des  points  isolés,  les  relations 

F(-3)r=/(s)    dans  l'intérieur  de  G, 
=/, (s)  dans  rintérieur  de  Ci 

définiront  une  fonction  sjnec tique  F(;;)  dans  tout  Tinté- 
rieur  de  la  région  du  plan  entourée  par  ces  deux  contours. 

On  doit  remarquer  que  F(^)  est  définie  de  deux  manières 
différentes  dans  la  région  D;  mais  ces  deux  définitions 
coïncident;  car  la  différence  /i  (2)  —  f{z)^  étant  synectique 
dans  cette  région,  et  ne  s'y  annulant  pas  seulement  en  des 
points  isolés,  y  est  identiquement  nulle. 

Ce  point  établi,  la  proposition  devient  évidente. 

341.  Nous  dirons  que  deux  éléments  de  fonction  ana- 
lytique 

S,  =  SA;(;;-a,)% 

ayant  respectivement  pour  centres  les  points  a  et  ai,  sont 
contigus,  si  :  i** leurs  cercles  de  convergence  empiètent  l'un 
sur  l'autre;  a^  dans  la  région  commune  à  ces  deux  cercles, 
on  a  S  =  S|. 

D'après  ce  qui  précède,  il  suffit,  pour  que  cette  dernière 
circonstance  se  réalise,  que  l'égalité  S  =  S|  soit  satisfaite 
dans  cette  région  commune  autrement  qu'en  des  points 
isolés. 

Si  deux  éléments  S,  S|  sont  contigus  à  un  troisième  élé- 
ment 
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et  si  les  trois  cercles  de  convergence  K,  K<,  K2  ont  une  ré- 
gion commune,  S  et  S<  seront  contigus.  Car  on  a  dans  cette 
région  commune 

S  =  Sj,        Sj^iSj;        d'où        S=:Si, 

et  cette  dernière  égalité,  ajant  lieu  ailleurs  qu'en  des  points 
isolés,  subsistera  dans  le  reste  de  la  région  commune  à  K 
et  K|. 

Remarquons  enfin  que,  si  «i  est  un  point  quelconque  inté- 
rieur au  cercle  de  convergence  K  de  l'élément  S,  on  aura, 
par  la  formule  de  Taylor,  dans  l'intérieur  de  tout  cercle  dé- 
crit du  point  at  comme  centre  avec  un  rayon  moindre  que 
la  distance  de  a^  à  la  circonférence  de  K, 

S=/(ai)-+-/'(ai)(5  — at)-l-.... 

Le  second  membre  de  cette  égalité  sera  donc  un  élément 
de  fonction  analytique  contigu  à  S. 

342.  Ces  préliminaires  posés,  tout  élément  de  fonction 
analytique  tel  que 

sert  de  point  de  départ,  comme  il  suit,  pour  la  définition 
d\ine  fonction  analytique /(z). 

Soit  L  une  ligne  continue  quelconque  partant  du  point  a 
pour  aboutir  à  un  autre  point  b. 

Admettons  qu'on  puisse  marquer  sur  cette  ligne  une  suite 
de  points  a,  ai,  . .  .,  a/,  . . .,  &  en  nombre  limité  et  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

Il  existe  une  suite  d'éléments  de  fonctions  analytiques  S, 
Sf,  .  . .,  S/,  ...  dont  chacun  est  contigu  au  suivant,  et  tels 
que  les  arcs  aai,  . . .,  a/a/^i,  . . .  soient  respectivement  con- 
tenus à  rintérieur  des  cercles  de  convergence  K,  .. .,  K,,  ... 
de  ces  éléments. 

Nous  définirons/(-3)  en  chaque  point  de  la  ligne  L  comme 
il  suit  : 
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De  aka^  nous  poserons 


/(s)  —  S,         ...  ; 

de  ai  à  a^i , 

/(^)=S,-,         — 

On  a  ainsi,  au  point  a,-, 

f(ai)=Si^^        et        /(a,)=S/; 

mais  comme  en  ce  point,  intérieur  à  K^.i  et  à  K,*,  on  a 

S/_i  =  S|, 

ces  deux  définitions  sont  concordantes. 

343.  Si  j?  =  cp(f),  y  =  ']^(^t)  sont  les  équations  de  la 
ligne  L,  la  fonction ^(5),  ainsi  définie  sur  cette  ligne,  est 
évidemment  une  fonction  continue  de  t.  Sa  valeur  en  chaque 
point  de  L  sera  déterminée  et  ne  dépendra  pas  de  la  ma- 
nière dont  on  aura  pu  choisir  les  points  ai ,  . . .,  a/,  ...  et  les 
éléments  S|,  . . .,  S/,  .... 

En  effet,  soit  a\,  a^,  . . .  et  S',,  SJ,,  . . .  un  second  système 
de  points  intermédiaires  et  d'éléments  correspondants.  Dé- 
signons par  ttf,  a2,  ...  les  points  des  deux  systèmes  ai, 
a2,  . . .  el  a', ,  a^,  ...  écrits  dans  l'ordre  où  on  les  rencontre 
en  cheminant  de  a  à  6. 

Dans  les  deux  modes  de  procéder,  on  a  sur  l'arc  aai 

/(^)=S. 

Admettons  plus  généralement  que,  jusqu'au  point  a/,  la 
valeur  de  /{z)  reste  la  même;  nous  allons  prouver  qu'il  en 
sera  encore  de  même  sur  l'arc  a/a/^i . 

Avec  le  premier  mode  de  division,  /(s)  sera  déterminé 
par  une  relation  de  la  forme 

S  «.étant  un  élément  dont  le  cercle  de  convergence  R<-  con- 
tient à  son  intérieur  l'arc  aia/^,,  et,  par  suite,  une  portion  de 
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Tare  a/«|  a/  avoisinant  a/.  Sur  celte  dernière,  on  aura  encore 

En  effet,  cela  a  lieu  par  définition  si  a/  n'appartient  pas  à 
la  suite  a^,  a2,  ....  Si  au  contraire  il  appartient  à  cette 
suite,  il  sera  égal  à  a^.  et  la  définition  donnera 

Mais  Se  et  S^_i  sont  deux  éléments  contigus;  donc,  dans 
toute  la  région  commune  à  leurs  cercles  de  convergence,  on 
aura 

et,  par  suite, 

Dans  le  second  mode  de  division,  on  aura  de  même,  sur 
l'arc  oLiOLi^i  et  sur  une  portion  de  l'arc  a,_ia„  voisine  de  a,, 

/(=)  =  S'„., 

S'^  étant  un  nouvel  élément,  dont  le  cercle  de  convergence  R^ 
contient  à  son  intérieur  l'arc  a/a/^i . 

Mais,  dans  les  deux  modes  de  procéder,  /{z)  a  la  même 
valeur  sur  l'arc  a/_4  a,*;  dont  les  deux  éléments  Sg  et  S^  ont 
la  même  valeur  sur  toute  la  portion  de  cet  arc  commune 
àK<.  etàK.',„.  Ils  sont  donc  contigus,  et  restent  encore  égaux 
sur  l'arc  a/a/^, . 

La  valeur  finale  de  /(^)  au  point  è,  extrémité  de  la 
ligne  L,  ne  dépend  donc  que  du  tracé  de  cette  ligne,  lequel 
définit  la  loi  de  variation  de  z. 

344.  Nous  avons  admis,  dans  tout  ce  qui  précède,  qu'on 
pouvait  passer  du  point  a  au  point  b  (et  afortiorik  un  point 
quelconque  de  L)  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'éléments  S, 
Sf ,  ....  Supposons  qu41  en  soit  autrement.  La  ligne  L  étant 
à  ses  débuts  intérieure  à  K,  il  y  aura  sur  cette  ligne  des  points 
que  l'on  peut  atteindre  de  la  manière  indiquée  et  d'autres 
plus  éloignés  qui  ne  jouissent  plus  de  cette  propriété.  Us 
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sont  séparés  les  uns  des  autres  par  un  point  frontière  c  que 
nous  appellerons  un  point  critique.  Notre  procédé  per- 
mettra de  définir  la  valeur  de  f{z)  pour  tous  les  points  de 
l'arc  ac  (le  point  c  excepté),  mais  on  ne  pourra  aller  plus 
loin. 

345.  Nous  avons  vu  que,  si  z  se  rend  de  a  à  6  suivant  une 
ligne  L  n'offrant  pas  de  point  critique,  on  peut  déterminer 
sans  ambiguïté  la  valeur  de  f{z)  en  chaque  point  de  cette 
ligne,  et  notamment  au  point  b  et  dans  ses  environs  où  elle 
sera  donnée  par  un  développement 

procédant  suivant  les  puissances  de  :;  —  b. 

Si  z  suivait  une  autre  ligne  L',  on  obtiendrait  de  même  sur 
la  partie  de  cette  ligne  avoisinant  le  point  b  un  nouveau  dé- 
veloppement 

Si  ces  deux  développements  sont  identiques,  nous  dirons 
que  les  lignes  L  et  U  donnent  à  leur  extrémité  des  valeurs 
concordantes  pour/(2).  Il  n'en  est  pas  nécessairementainsi. 
Les  fonctions  algébriques  et  les  transcendantes  élémentaires 
nous  en  ont  déjà  fourni  plusieurs  exemples. 

Tl  peut  même  arriver  que  le  point  b  soit  critique  sur  Tune 
des  lignes  L,  L',  sans  l'être  sur  l'autre. 

Il  est  donc,  en  général,  nécessaire,  pour  pouvoir  fixer  la 
valeur  de  f{z)  en  un  point  donné  b  ou  dans  ses  environs,  de 
définir  le  chemin  suivi  pour  y  parvenir. 

Il  existe  pourtant,  comme  nous  allons  le  voir,  certains  cas 
où  l'on  peut  s'affranchir,  au  moins  dans  une  certaine  mesure, 
de  cette  considération. 

346.  Théorème.  —  Supposons  z  assujetti  à  rester  con- 
stamment dans  l*  intérieur  d'un  contour  fermé  C^  si,  dans 
ces  conditions,  on  ne  rencontre  jamais  de  point  critique, 
quelle  que  soit  la  ligne  décrite  par  «,  la  fonction  f{z)  dé- 
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finie  par  le  moyen  de  ces  lignes  dans  l'intérieur  de  G  n'a 
qu'une  valeur  unique  pour  chaque  valeur  de  z,  et  c'est 
une  fonction  synectique. 

On  peut  tout  d^abord  se  borner  à  la  considération  des  li- 
gnes L  qui  sont  polygonales.  En  effet,  soit  L  une  ligne  quel- 
conque allant  de  a  à  6;  soient  a,  ai , ...,  a/, ...,  6,  et  S,  S^, ..., 
S|,  ...  les  points  de  division  et  les  éléments  successifs  qui 
servent  à  la  détermination  Aef{z)  le  long  de  cette  ligne;  K, 
Kl,  . . .,  K|,  ...  les  cercles  de  convergence  de  ces  éléments. 

Remplaçons  chacun  des  arcs  partiels  aia^.^  par  un  poly- 
gone inscrit  ayant  mômes  extrémités  et  qui  s'en  rapproche 
assez  pour  être  encore  contenu  en  entier  dans  l'intérieur 
de  G  et  de  K,-.  Pour  déterminer  la  valeur  àef^z)  en  chaque 
point  de  ce  polygone  P,  on  fera  usage  des  mêmes  éléments 
que  pour  la  ligne  L  ;  on  arrivera  donc  aux  extrémités  de  ces 
deux  lignes  à  des  valeurs  concordantes  Aef{z). 

347.  Gonsidérons  donc  un  polygone  P  et  un  autre  poly- 
gone P'  aboutissant  également  au  point  b.  La  valeur  finale 
f{b)  fournie  par  la  ligne  P'  est  évidemment  la  même  qu'on 
obtiendrait  en  suivant  la  ligne  P.P~*P'.  Tout  revient  donc  à 
montrer  que,  après  être  arrivé  en  un  point  quelconque  b  par 
une  ligne  P  avec  Ja  valeur  finale /( 6),  on  retrouve  la  même 
valeur  après  avoir  décrit  un  contour  polygonal  fermé  tel  que 

P"*  P'. 

F»g-  7- 


Gette  proposition  sera  évidemment  vraie  pour  un  contour 
polygonal  quelconque,  si  elle  l'est  pour  un  contour  II  sans 
point  multiple  (197).  On  voit  également  que  si  elle  est 
vraie  pour  deux  contours  bcdeb  et  befgb  ayant  un  côté 
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commun  be  {fig'  7),  elle  le  sera  pour  le  contour  bcdefgb 
formé  par  la  réunion  des  autres  côtés. 

Cela  posé,  soit  II  l'un  des  contours  considérés.  On  peut 
le  décomposer  par  des  diagonales  en  triangles,  ayant  chacun 
un  côté  commun  avec  le  suivant;  et  il  suffira  d'établir  le 
théorème  pour  un  de  ces  triangles  T. 

348.  Soit  z — 6  =  '^(^)-h  fJ;(i)  la  loi  de  variation  de  5 
le  long  du  pourtour  de  ce  triangle.  Réduisons  tous  les  rayons 
vecteurs  dans  un  même  rapport,  nous  obtiendrons  un  nou- 
veau triangle  T^,  semblable  à  T,  et  sur  le  pourtour  duquel 
on  aura 

u  étant  <;  1.  Le  triangle  T^  sera  contenu  en  entier  dans  T 
et,  par  suite,  sera  intérieur  à  C. 

Désignons  par  U  l'accroissement  que  prendy*(6)  lorsque 
z  revient  au  point  b  après  avoir  décrit  le  triangle  T„.  Si  u 
varie  de  o  à  i ,  U  sera  une  fonction  de  u;  il  nous  faut  mon- 
trer qu'elle  est  constamment  nulle. 

Tout  d'abord,  sa  dérivée  est  nulle.  En  effet,  pour  obtenir 
les  valeurs  de/{z)  sur  le  périmètre  de  T^,  nous  partageons 
ce  contour  en  arcs  partiels  è6|,  ...,  bibi^i,  ...  et  nous 
déterminons  une  suite  d'éléments  S,  . . .,  S/,  . . .  dont  les  cer- 
cles de  convergence  K,  ...,  K/  contiennent  ces  arcs  à  leur  in- 
térieur. Si  nous  changeons  u  en  u-\-du^  chaque  arc  bibi^% 
sera  remplacé  par  un  autre  arc  infiniment  voisin,  qui  sera  en- 
core intérieur  à  K/.  On  pourra  donc  utiliser  la  même  suite 
d'éléments  S,  . . .,  S/  que  précédemment;  on  obtiendra  donc 
pouT/(b)  la  même  valeur  finale. 

Donc  U  est  une  constante.  D'ailleurs  celte  constante  est 
nulle.  En  effet,  si  u  est  infiniment  petit,  tous  les  points  de  Tu 
se  rapprocheront  indéfiniment  de  b  et  finiront  par  être  con- 
tenus dans  K.  On  pourra  donc  dans  ce  cas  déterminer /(2) 
en  chaque  point  de  T^^  au  moyen  du  seul  élément  S,  lequel 
n'a  au  point  b  qu'une  valeur  unique  et  déterminée  égale  à  la 
valeur  initiale  /(b). 
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La  fonction  f{z)  n'a  donc  bien  qu'une  valeur  en  chaque 
point  intérieur  à  C.  Elle  est,  d'ailleurs,  synectique,  car  elle 
est  représentée  aux  environs  de  chacun  de  ces  points  par  un 
développement  en  série  qui  admet  une  dérivée  continue. 

349.  Corollaire.  —  La  fonction  f{z)^  déduite  d'un  élé- 
ment de  fonction  analytique  S,  admet  au  moins  un  point  cri- 
tique sur  la  circonférence  du  cercle  de  convergence  K  de 
cet  élément. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  en  soit  autrement.  Dans  tout  le 
cercle  K,  y  compris  sa  circonférence,  f{z)  n'aura  qu'une 
seule  valeur  en  chaque  point,  et,  aux  environs  d'un  point  b 
de  ce  domaine,  cette  fonction  sera  représentée  par  un  déve- 
loppement 

%  =  lkn{z-bY 

convergent  dans  un  cercle  K^,  de  rayon  R^  plus  grand  que 
zéro.  Ce  rayon  R^  est  une  fonction  continue  de  b.  Soient,  en 
effet,  b  -\-  db  un  point  voisin  de  A,  R*+rf*  le  rayon  corres- 
pondant. La  formule  de  Taylor  permet  de  développer  S5 
suivant  les  puissances  de  ^  —  (fr  -h  db)  en  une  série  sûrement 
convergente  dans  l'intérieur  de  tout  cercle  ayant  pour  centre 
b-^-db  et  un  rayon  moindre  que  R^ — |ûf6|;  car  ce  cercle 
sera  intérieur  à  K^.  Donc  Ki,^i,  ne  peut  être  moindre  que 
R4 —  \db\.  On  verra  de  même  que  R^  ne  peut  être  moindre 
que  Kb-^b —  \db\.  Donc  |  l^b^b —  R*I  sera  <  |  rfô  |  et  tendra 
vers  zéro  avec  db. 

D'ailleurs  le  domaine  R  (la  circonférence  comprise)  est 
parfait.  Donc  R^  admet  dans  ce  domaine  un  minimum  et 
l'atteint.  Comme  R^  n*est  jamais  nul,  ce  minimum  p  sera 

>o. 

Cela  posé,  considérons  un  cercle  K'  concentrique  à  K  et 
de  rayon  R  -f-  |  p.  Soit  L  une  ligne  quelconque  tracée  dans 
ce  cercle.  Partageons-la  en  arcs  aa<,  ...,  aiai^iy  ...  assez 
petits  pour  que  chacun  d'eux,  aiUi^t,  soit  contenu  en  entier 

à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  -  ayant  a,  pour  centre.  On 
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pourra  déterminer  un  point  bi  situé  dans  l'intérieur  de  K  ou 

sur  sa  circonférence  et  dont  la  distance  à  a/  soit  <^  -•  Le 

a 

cercle  K/  de  raj^on  p  ayant  son  centre  en  bi  contiendra  donc 
à  son  intérieur  l'arc  aiai^^  tout  entier.  Deux  cercles  consé- 
cutifs K/,  K|.|.i  et  le  cercle  K  auront  une  région  commune; 
car  la  droite  6|  &/4.1  est  contenue  dans  K,  et  sa  longueur  étant 
au  plus  égale  à  é|«|-h  a/««+<  -h  «/+i  &/+<  <  §  ??  ^^^  milieu  est 
intérieur  à  chacun  des  trois  cercles. 

Cela  posé,  on  peut  déterminer  un  élément 

contîgu  à  S  et  convergent  dans  le  cercle  K/  (ou  dans  un 
cercle  concentrique  plus  grand).  Les  éléments  S/,  Si^x  ainsi 
définis  seront  contigus,  car  l'égalité 


Sir=S  =  S 


/-M 


a  lieu  dans  toute  la  région  commune  à  K,  K/,  K/^.|.  La  suite 
des  éléments  S,  . . .,  S/,  ...  permettra  donc  de  déterminer  la 
valeur  àef{z)  tout  le  long  de  L. 

Donc  f{z)  n'a  aucun  point  critique  dans  l'intérieur  du 
cercle  K'  de  rayon  R-H^?.  Elle  sera  synectique  dans  ce 
cercle;  donc  le  développement  S  sera  convergent  dans  tout 
l'intérieur  de  ce  cercle,  et  le  rayon  de  convergence  ne  sera 
pas  R  comme  nous  l'avions  supposé,  mais  une  quantité  plus 
grande. 

350.  Si  les  lignes  L  tracées  dans  l'intérieur  d'un  contour 
fermé  C  et  aboutissant  au  même  point  b  donnent  toujours 
pour  chaque  position  de  b  une  valeur  finale  unique  f{b)^ 
on  dira  que/(;;)  est  monodrome  dans  l'intérieur  de  G. 

Si  f{z)  est  monodrome  dans  tout  le  plan,  nous  dirons 
qu'elle  est  uniforme, 

351.  Théorème.  —  Si  f{z)  est  monodrome  dans  V inté- 
rieur de  C,  un  point  intérieur  à  G,  critique  pour  Vune 
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des  lignes  L  {intérieures  à  C)  qui  y  passent,  le  sera  pour 
toutes  les  autres. 

Soient  en  effet  b  un  point  quelconque  intérieur  à  G;  L  et 
\J  deux  lignes  qui  le  joignent  au  point  de  départ  a  et  qui 
n^offrent  ni  Tune  ni  Fautre  de  point  critique  avant  b. 

Supposons  que  le  point  b  ne  soit  pas  critique  sur  L.  Sur 
la  dernière  partie  de  cette  ligne,  on  aura /(-s)  =  Sn»,  S,n  étant 
un  élément  tel  que  b  soit  dans  l'intérieur  de  son  cercle  de 
convergence  Km*  Soit  8  la  distance  de  6  à  la  circonférence 
de  ce  cercle.  Déterminons  sur  la  ligne  U  un  point  ^  assez 
voisin  de  b  pour  que  Tare  b^  soit  encore  contenu  dans  Km. 
Le  développement  Sm  pourra  encore  servir  à  déterminer  la 
valeur  de  f{z)  au  delà  du  point  b  sur  l'arc  6^.  La  fonction 
étant  monodrome,  cette  valeur  doit  coïncider  en  chaque 
point  de  cet  arc  avec  celle  qu'on  aurait  obtenue  en  suivant  la 
ligne  L'.  Dans  ce  dernier  cas,  on  aurait  au  point  ^  et  dans 
son  voisinage  f{z)  =  S^„',  S^,,'  étant  un  élément  tel  que  ^ 
soit  intérieur  a  son  cercle  de  convergence  K^'.  Les  deux 
cercles  Km,  K^„'  empiètent  l'un  sur  l'autre,  et  sur  la  portion 
de  l'arc  b  ^  voisine  de  ^  on  a  constamment  Sm  =  S^„'.  Donc 
rélément  Sm  est  contigu  à  S^'  et  peut  servir  à  définir /(;;) 
sur  la  portion  de  la  ligne  \J  située  au  delà  de  p,  y  compris 
le  point  extrême  è.  Donc  b  n'est  pas  critique  pour  L'. 

352.  Les  points  critiques  d'une  fonction  monodrome 
forment  un  ensemble  parfait.  Car  un  point  non  critique, 
étant  le  centre  d'un  élément  qui  définit  la  fonction  dans  son 
voisinage,  est  nécessairement  à  distance  finie  des  points  cri- 
tiques et  ne  peut  être  un  point  limite  pour  ceux-ci. 

353.  Les  détails  circonstanciés  que  nous  venons  de  donner 
sur  les  fonctions  analytiques  d'une  seule  variable  nous  per- 
mettront d'être  plus  bref  sur  les  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables. 

Soit 

S  =  2:A„„.(5-a)«(z'-a'r' 
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une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  z  —  a  et  z' — a'.  Si  elle  est  convergente  pour  des 
valeurs  5  =  JJ,  5'=  !J',  telles  que  |  s  —  a  |  et  1 1^' —  a'\  soient 
tous  deux  différents  de  zéro,  on  aura,  en  appelant  r  la  plus 
petite  de  ces  deux  quantités, 


(2) 

lim    |A,„r"*"'l      0 

n-i-n'=«» 

et,  par  suite, 

A       1=     M 

M  désignant  une  quantité  fixe. 

Si  cette  condition  est  remplie,  soit  p  une  quantité  quel- 
conque <^  /'  :  la  série  S  sera  absolument  et  uniformément 
convergente,  ainsi  que  les  séries  dérivées 

^  =  2A,„./i(;;  -  a)-'^ (z' -^  a' r , 


à 
d 
dz 


|^=SA„„X;;-«rn'(;5'-a'r-S 


pour  Fensemble  des  valeurs  de  2,  z'  qui  satisfont  aux  inéga- 
lités 

1-5  — «I  =  p,     l^'— a'|  =  p. 

En  effet,  considérons  -v—  par  exemple,  on  aura 
quantité  qui  est  Je  produit  des  deux  séries  convergentes 


dSUV  M/i  _j 


On  conclut  de  là  que  :  1**  si  pour  aucune  valeur  positive 
de  r  la  condition  (2)  n'est  satisfaite,  S  ne  peut  converger 
que  si  Tune  au  moins  des  deux  quantités  z — a,  z — a' 
s'annule  ; 
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2**  Si  elle  est  satisfaite  quel  que  soit  r,  S  sera  convergente 
dans  tout  le  plan  et  représente  une  fonction  synectique; 

3^  Enfin,  si  elle  est  satisfaite  seulement  pour  certaines  va- 
leurs de  r  sans  Tétre  pour  les  valeurs  plus  grandes,  soit  R  la 
frontière  entre  ces  deux  classes  de  valeurs  :  S  sera  conver- 
gente et  synectique  tant  que  z  et  z^  resteront  respectivement 
à  l'intérieur  de  cercles  K,  K'  de  rayon  R  décrits  autour  de  a 
et  de  a'.  Elle  sera  divergente  si  z  et  z'  sortent  tous  deux  de 
ces  cercles.  Il  y  aura  doute  dans  tous  les  autres  cas. 

Une  semblable  série  S,  considérée  dans  la  région  de  con- 
vergence certaine  définie  par  les  deux  cercles  ci-dessus, 
constituera  pour  nous  un  élément  de  fonction  analytique 
à  deux  variables. 

354.  La  série  S  sera  identiquement  nulle  si  Ton  peut  dé- 
terminer deux  séries  de  valeurs  Z\^  ...,  zij  ...  et  z\^  ..., 
Zf^j  ...  convergeant  respectivement  vers  a  et  a'  et  telles  qu'on 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  Xr, 

En  effet,   la  série  S  ordonnée  suivant  les  puissances  de 

Z  —  a  peut  s'écrire 

2:T,,(5-a)«, 

les  T  étant  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances 
de  z^  —  a'. 

Assignons  à  z'  la  valeur  constante  z'f^\  S  deviendra  une 
fonction  de  la  seule  variable  2,  admettant  une  infinité  de 
zéros  ayant  a  pour  limite  \  on  a  donc  nécessairement  Tq  =  o, 
T<  =  o,  ....  Or  chacune  des  quantités  T  est  une  série  pro- 
cédant suivant  les  puissances  de  z'  et  admettant  une  infinité 
de  zéros  qui  convergent  vers  a'.  Elle  est  donc  identiquement 
nulle.  Donc  tous  les  coefficients  A  seront  nuls,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

35S.  Théorème.  —  Soit  /(ZjZ^)  une  /onction  synec- 
tique, définie  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  z  et  z' 
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respectivement  compris  dans  l'intérieur  de  deux  contours 
fermés  G  et  C.  S'il  existe  deux  séries  de  valeurs  ^1,  - . ., 
5|,  . . .  et  5^ ,  . . .,  3]^,  .. .  rfe  ces  variables,  convergeant  res- 
pectivement vers  a  et  a',  a  étant  intérieur  à  C  et  a'  inté- 
rieur à  C  et  pour  lesquelles  on  ait  constamment 

y(5,  z')  sera  identiquement  nulle. 

Soient  en  effet  6,  6'  deux  points  quelconques  pris  dans 
l'intérieur  de  G  et  de  G';  joignons-les  aux  points  a,  a'  par 
des  lignes  polygonales  L,  U  intérieures  à  ces  contours.  Dé- 
signons par  €  une  quantité  moindre  que  les  plus  courtes  dis- 
tances de  L  à  G  et  de  L'a  G'.  Partageons  les  lignes  L,  U  en 
arcs  partiels  aa^  1  .  •  .7  aiai^\ ,  ...  et  a  a', ,  . . . ,  a'/^a^^^ ,  ...  de 
longueur  moindre  que  e. 

La  fonction  f{z^  z')  sera  développable  par  la  série  de 
Taylor  aux  environs  de  chacun  des  systèmes  de  valeurs  «r/, 
a^.,  et  le  développement,  étant  convergent  tant  que  \z  —  a/ 1, 
I  z' —  a\\  sont  <^  e,  s'appliquera  tant  que  z  et  z'  resteront  sur 
les  arcs  ataf^t^  a^a^-^,. 

En  vertu  des  hypothèses  faites,  le  premier  développement 
suivant  les  puissances  de  z  —  «,  z —  a'  aura  ses  coefficients 
identiquement  nuls. 

Les  points  a^,  a\  seront  à  leur  tour  des  limites  de  suites 
de  points  Zt,  z^,  ...  et  z\j  z[^,  ...  respectivement  situés  sur 
aat  et  a^a\  et  qui,  associés  deux  à  deux,  annuleront y(3,  3'). 
Donc  le  second  développement  suivant  les  puissances  de 
z  —  a«,  5' — a\  sera  aussi  identiquement  nul.  Gontinuant 
ainsi,  on  arrivera  jusqu'aux  points  b,  h\  où  l'on  aura  encore 
/(6,  V)  =  0. 

La  condition  exprimée  dans  l'énoncé  du  théorème  sera 
évidemment  satisfaite  si  l'on  peut  tracer  à  partir  des  points 
a,  a'  deux  arcs  de  courbe  \  V  (quelque  petits  qu'ils  puissent 
être)  tels  que/{z,  z')  s'annule  pour  tous  les  systèmes  de  va- 
leurs de  z  et  5'  respectivement  situés  surO.  et  )/. 

J.  -  I.  22 
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336.  Nous  dirons  que  deux  éléments  de  fonction  analy- 
tique S,  S|  dont  les  régions  de  convergence  certaine  sont 
respectivement  définies  par  les  couples  de  cercles  K,  K!  ayant 
pour  centres  a,  a'  et  K|,  K'^  ayant  pour  centres  ûTi,  a\  sont 
contigus  si  i"  K|  empiète  sur  K,  cl  K^  sur  Ki;  a®  S  et  S|  ont 
la  même  valeur  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  z^  z'  tels 
que  z  soit  dans  la  région  commune  à  K^  et  K,  et  z^  dans  la 
région  commune  à  K',  et  K'. 

Cette  condition  sera  évidemment  remplie  si  l'égalité  S  =  S| 
est  satisfaite  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  z  et  z' 
respectivement  situés  sur  deux  lignes  X,  V  tracées  dans  l'in- 
térieur des  régions  ci-dessus. 

Si  «1  est  intérieur  à  K  et  a\  intérieur  à  K',  la  fonction  S 
pourra  être  développée  par  la  série  de  Taylor  suivant  les 
puissances  de  z  —  «i  et  z[ — a\  en  une  série  convergente 
aux  environs  des  points  ai ,  a\ .  Ce  nouveau  développement  S| 
sera  un  élément  de  fonction  analytique  contigu  à  S. 

357.  Tout  élément 

S  =  vA„,.(3--«)«(3'-r/')'* 

peut  servir  de  point  de  départ,  comme  il  suit,  à  la  définition 
d'une  fonction  analytique /(g,  z'). 

Supposons  que  z^  z\  partant  des  valeurs  initiales  a,  a% 
varient  simultanément,  d'une  manière  continue,  suivant  une 
loi  exprimée  par  les  équations 

A  chaque  valeur  t  de  /  correspondront  pour  «  et  5'  deux 
valeurs  associées  Ç  et  Ç';  ces  deux  variables  décriront  ainsi 
deux  lignes  L,  L'  se  terminant  respectivement  en  des  points 
associés  6,  6'. 

Admettons  qu'on  puisse  décomposer  la  ligne  L  en  un 
nombre  fini  d'arcs  partiels  aa^^  ...,  aiai^xf  ...  et  déterminer 
une  suite  d'éléments  correspondants  S,  ...,  S|,  ...,  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes. 
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La  région  de  convergence  certaine  de  S/  étant  définie  par 
les  deux  cercles  K/,  K^.,  Tare  aiai^t  sera  contenu  en  entier 
dans  l'intérieur  de  K,-,  et  l'arc  associé  (l'^a^^^  de  la  ligne  U 
sera  contenu  dans  l'intérieur  de  Kj-. 

La  fonction  y(^,  z')  que  nous  nous  proposons  de  former 
sera  définie  pour  chaque  système  de  valeurs  associées  de  z^z' 
situées  sur  les  arcs  niai^s,  OL^di^^  par  la  relation 

En  utilisant  successivement  les  divers  développements 
S,  ...,  S/,  la  fonction  se  trouvera  définie  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  points  associés  situés  sur  L  et  L',  et  en  particu- 
lier pour  le  système  des  deux  valeurs  extrêmes  6,  V. 

On  démontrera  comme  au  n**  343  que  la  valeur  trouvée  ne 
dépend  que  de  la  loi  de  variation  simultanée  de  Zy  z'  et  nul- 
lement du  choix  des  points  de  division  6f|,  ...,  ai^  ...,  et 
des  éléments  S|,  . . .,  S/,  .... 

S'il  est  impossible  de  passer,  comme  on  l'a  supposé,  des 
points  initiaux  a,  a!  aux  points  6,  b'  au  moyen  d'un  nombre 
fini  d'éléments  S,  . . .,  S/,  . . .,  les  couples  de  points  associés 
a,  a'  des  lignes  L,  U  qui  pourront  être  atteints  par  ce  pro- 
cédé seront  séparés  des  suivants  par  un  couple  frontière  ^,  ^'  ; 
et  nous  dirons  que  ce  s^^stème  de  valeurs  ^  =  p,  ^=  P'  est 
critique. 

358.  On  peut  établir,  par  une  analyse  identique  à  celle 
des  n®'  346  à  349  les  propositions  suivantes  : 

Si^  lorsque  z  et  z^  se  déplacent  d'une  manière  quel- 
conque dans  V intérieur  de  contours  fermés  C  et  C,  on 
ne  rencontre  aucun  système  de  valeurs  critiques^  f{Zy  J) 
n'aura  qu'une  valeur  en  chaque  point  de  ce  domaine,  et 
sera  synec tique, 

La  fonction  analytique  fi^z^  z')  déduite  d'un  élément  S, 
aux  cercles  de  com^ergence  K,  K'  admet  au  moins  un 
système  de  valeurs  critiques  dans  le  domaine  constitué 
par  ces  cercles  {y  compris  les  circonférences  frontières). 
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La  définition  d^ine  fonction  monodrome  dans  le  domaine 
formé  par  deux  contours  C,  G'  sera  la  même  qu'au  n^  350. 
On  verra  aisément  que  pour  ces  fonctions  un  système  de 
valeurs  critiques  restera  toujours  tel,  quelle  que  soit  la  loi 
suivant  laquelle  z  et  z'  se  déplacent  pour  y  parvenir. 

Enfin  une  fonction  sera  uniforme  si  elle  est  monodrome 
dans  tout  le  plan. 

359.  Théorème.  —  Soit 

—  ^  A„^'...-*»   ^      ... 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  Zy  z\ 

Posons 

5' =£«;„,..  «»a'«'..., 


et  supposons:  i**  que  les  séries  ci-dessus  admettent  chacune 
un  rayon  de  cons?ergence ;  2"  que  les  termes  constants 
«ooj  •••1  ^io»  •■•?  ^^^  séries  en  u,  c/,  ...  soient  nuls.  La 
fonction  S,  exprimée  au  moyen  des  nouvelles  variables  Uy 
u'y  . . .,  sera  donnée  par  une  série 

S=2C„„^..««a"*^.. 

admettant  un  rayon  de  convergence . 

Substituons  en  effet  dans  S  les  valeurs  de  z,  ^',  . . .,  effec- 
tuons les  multiplications  et  groupons  les  termes  affectés  des 
mêmes  puissances  de  Uy  w',  ....  Nous  obtiendrons  pour  S  un 
développement  de  la  forme  demandée. 

Les  opérations  que  nous  indiquons  steront  licites  et  la 
série  obtenue  sera  convergente  si  la  série  intermédiaire  où 
tous  les  termes  étaient  encore  séparés  est  absolument  con- 
vergente. 

La  somme  des  modules  des  termes  de  celle-ci  est  égale  à 

=  -2|A,„,..|[2|«„„^..a«w'«'...|]''[S|a;,...w''M'»'...|]»'.... 
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Il  faut  prouver  que  cette  quantité  restera  finie  tant  que 
\u\j  |w'|,  ...  ne  surpasseront  pas  une  quantité  fixe  X  conve- 
nablement choisie. 

On  peut  déterminer,  par  hypothèse,  des  quantités  M,  R. 
/w,  r,  m',  r',  . . .  telles  que  l'on  ait 

I A  I  ^^  ri  ^ 

Posons,  pour  abréger, 

On  aura 


»<  M    >     r; j < 


{'-i){'-d 


Cette   quantité   restera    donc   finie    tant  que   v^    s>\    .  . . 
seront  <C  R. 
Or  on  a 


('  <  m 


<C  ni 


2 


u'^u^'' 


f.n-hfi'- 


{n  -h/i'-h.  .  .>o) 


[r-^)(--^)- 


ou,  si  tous  les  modules  |  w  |,  |  w'|,  ...  sont  <  X,  et  si  k  désigne 
le  nombre  des  variables  u,  a',  . . ., 


i^  <  m 


[R7~"]- 


Cette  quantité  sera  -<  R,  si  Ton  a 


m 


[Ff"t" 


d'où 


[•-v/^] 
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On  trouvera  de  même  pour  X  des  valeurs  au-dessous 
desquelles  chacune  des  quanlitës  (^',  ...  sera  <[  R.  En  pre- 
nant pour  X  le  plus  petit  des  nombres  ainsi  trouvés,  la  con- 
vergence sera  assurée. 

360.  Cas  particuliers,  —  Si  Ton  prend  pour  S,  au  lieu 
d'une  série  infinie,  un  des  polynômes  z-+-  z\  z  —  5',  zz'  on 
voit  que  l'addition,  la  soustraction  ou  la  multiplication  de 
séries  ayant  un  rayon  de  convergence  donne  une  série  de 
même  nature. 

Si  l'on  prend  pour  S  la  série 

I  I  z 


^00...  ~H --       ^'00...        ^00... 


on  voit  que  l'inverse  de  la  série 

est  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  u,  u\  . . . ,  en  une  série  admettant  un  rayon  de  conver- 
gence, pourvu  que  le  terme  constant  aoo-*-  ne  soit  pas  nul. 

361.  Théorème.  —  Soit  S(«,  -3|,  .  . .,  Zn")  un  élément  de 
fonction  analytique  à  n  -\-  i  variables.  Si  V équation 

S{u,  o,  . . . ,  o)  =  o 

a  n  racines  nulles,  lU^quation 

admettra,  si  Zi^  , , . ,  z,i  sont  infiniment  petits,  n  racines 
infiniment  petites. 

Nous  renverrons  à  plus  tard  la  démonstration  générale  de 
cette  proposition.  Pour  le  moment  nous  nous  bornerons  à 
traiter  le  cas  où  /j  =  1 .  Dans  ce  cas  particulier,  l'énoncé  pré- 
cédent peut  être  complété  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Si   C équation  S(//,o)=:o  a   n   racines 
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nulles^  Véquation  S(tt,  ;:)  =  o  admettra^  pour  z  infini- 
ment petit,  n  racines  infiniment  petites. 

Chacune  déciles  sera  représentée,  aux  environs  du 
point  z  =  o,  par  un  déi^eloppement  convergent,  de  la 
forme 

oik  [ji,  [X|, . . .  sont  des  fractions  positives  croissantes,  telles 
que  le  plus  petit  commun  multiple  m  de  leurs  dénomina- 
teurs soit  ^  n . 

Dans  certains  cas  particuliers,  plusieurs  de  ces  racines 
pourront  être  égales  et  seront  représentées  par  le  même  dé- 
veloppement. D^autrepart,  il  peut  arriver  que  quelques-unes 
des  séries  U  s'arrêtent  après  un  nombre  limité  de  termes  (ou 
même  se  réduisent  à  zéro  si  S(;/,:;)  contient  u  en  facteur 
commun). 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  supposerons  provisoi- 
rement que  les  racines  cherchées  existent  et  admettent  cha- 
cune un  développement  de  la  forme  U  ;  nous  déterminerons 
les  nombres  M,  [x,  M|,  [X|,  ...  par  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  au  moyen  de  l'équation 

/(U,;3)  =  0. 

Nous  verrons  qu'il  existe  n  développements  U  satisfaisant 
à  cette  condition  ;  et  nous  montrerons  qu'ils  sont  convergents 
aux  environs  de  ^  =  o. 

362.  Ordonnons  S  suivant  les  puissances  croissantes  de  u  ; 
en  remarquant  que  quelques-unes  des  puissances  de  u  peu- 
vent manquer  dans  cette  série,  nous  pourrons  écrire  généra- 
lement 

R  désignant  l'ensemble  des  termes  qui  contiennent  u  à  une 
puissance  supérieure  à  /i,  et  '^1,  ^2,  • . .,  ^n  étant  des  séries 
de  puissances  entières  de  z. 

Ordonnons  ces  séries  suivant  les  puissances  croissantes 
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de  .s;  en  vertu  des  b^'pothèses  faîtes  sur  S,  Ç/,  commencera 
par  un  terme  constant  A;,  ;  et  si  i<i  /i,  «,  commencera  par  un 
terme  A/;;«i,  ou  a,-  >  o. 

Mettant  ces  termes  en  évidence,  on  aura 

Substituons  dans  cette  expression  à  la  place  de  u  le  déve- 
loppement 

U  =  MzV-  -h  Mi5i*.  -h. .  .=  M^i*  4-  p. 

Le  résultat  S{u,  z)  de  la  substitution  sera  une  série  de 

I 

puissances  entières  de  z"'.  Pour  qu'il  soit  identiquement  nul, 
il  faudra  que  les  termes  d'un  même  degré,  et  en  particulier 
ceux  du  degré  minimum,  se  détruisent.  Il  faut  donc:  i®  qu'il 
y  ait  plusieurs  termes  de  degré  minimum;  2**  que  la  somme 
de  leurs  coefficients  soit  nulle. 

363.  Or  il  est  clair  que  les  termes  de  degré  minimum  ne 
peuvent  se  trouver  que  parmi  les  suivants 

A,x\lP.;;«.-^P.l*,     A,MP.-3«.-^f*.^     ...,     AnWz'^V'. 

Donc  la  suite  des  exposants 

doit  présenter  plusieurs  termes  minima. 

Pour  déterminer  |ji  par  cette  condition,  remarquons  que 
les  entiers  ^1,  ^27  •••)  '<  vont  en  croissant.  Si  donc  nous 
faisons  varier  {x  de  o  à  oo,  chacun  des  nombres  de  la  suite  (3) 
croîtra  plus  rapidement  que  les  précédents,  et  finira  par  les 
surpasser. 

Mais,  pour  [x  infiniment  petit,  /i[x  sera  évidemment  le  plus 
petit  nombre  de  la  suite.  Si  l'on  fait  croître  |jl,  il  arrivera  un 
moment  où  n|Ji  deviendra  pour  la  première  fois  égal  à  un  ou 
à  plusieurs  des  nombres  précédents.  Supposons  qu'on  ait  à 
cet  instant 

a^.  -f-  3,.  [x  —  2;.  -h  p,-.  (X  ~  .  .  .  ==  /i  |x  (*<«'<...<  /l). 
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Si  u.  conlinue  à  croître,  l'exposant  a^-  ■+-  p/jx,  qui,  à  cet  in- 
stant, n'est  supérieur  à  aucun  des  suivants,  et  croît  moins  vite 
qu'eux^  deviendra  à  son  tour  minimum,  jusqu'à  ce  qu'il  at- 
teigne un  ou  plusieurs  des  précédents.  Soit  à  cet  instant 

A  partir  de  là,  a^  +  ^au.  deviendra  à  son  tour  minimum,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  ai  +  ^1  pi  devienne,  et  reste  dé- 
finitivement minimum. 

Nous  obtenons  ainsi  un  certain  nombre  de  valeurs  de  \x, 
donnant  chacune  plusieurs  exposants  minima.  Considérons 
l'une  d'elles,  par  exemple  celle  qui  est  définie  par  les  équa- 
tions (4)*  Elle  sera  rationnelle,  car  on  a 

^k  —  ^f.'-  g<-  —  ^/ 

et  les  quantités  a,  ^  sont  des  entiers.  Soit  d'ailleurs  [x  =  - 
cette  fraction,  réduite  à  sa  plus  simple  expression  :  on  aura 

y',  .  •  . ,  y  étant  des  entiers. 

36i.  Les  valeurs  de  M  correspondant  à  cette  valeur  de 
[x  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  coefficients 
des  termes  de  degré  minimum.  On  obtient  ainsi  l'équation 

o  =:  i;(M )  =  Aa-MPi  -+-  Aa-'MPa'  -I- ? . .  -^  A,M?.- 

—  MP*[Aa.  -h  A^'MTW  -{-...+  A/MT'/]. 

Le  nombre  des  racines  non  nulles  de  celte  équation  est 
égal  à  Pi —  ^A-  Si  donc  on  considère  toutes  les  valeurs  ci- 
dessus  trouvées  pour  [x  avec  les  valeurs  correspondantes 
de  M,  on  trouve  un  nombre  total  de  systèmes  de  valeurs 
de  ([X,  M)  égal  à 

D'ailleurs  l'équation  /(w,5)=o,  admettant  w?i  comme 


1 
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facteur  commun  à  son  premier  membre,  a  ^i  racines  iden- 
tiquement nulles.  Nous  avons  donc  bien  trouvé  le  premier 
terme  du  développement  de  chacune  des  autres  racines. 

On  remarquera  toutefois  que,  Téquation  <J^(M)  =  o  pou- 
vant présenter  des  racines  multiples,  plusieurs  des  systèmes 
de  valeurs  ([x,  M)  peuvent  être  égaux. 

Soient  M  une  des  racines  non  nulles  de  Téquation  ^  (M)=  o, 
fil  son  ordre  de  multiplicité.  Le  premier  membre  de  cette 
équation  ne  contenant  (après  suppression  du  facteur  com- 
mun MPa)  que  des  puissances  de  M  multiples  de  9,  elle  ad- 
mettra évidemment  la  racine  8  M,  8  désignant  une  quelconque 
des  racines  y»^*"»*  de  l'unité,  et  avec  le  même  ordre  de  multi- 
plicité. Le  nombre  total  de  ces  racines  sera  donc  au  moins 
égal  k  fiiÇ]  d'où  l'inégalité 

et,  a  fortiori^ 

365.  Posons  maintenant 

i/i,  z^  étant  de  nouvelles  variables  :  il  viendra,  en  posant, 
pour  abréger,  a/-!-  P/|jl  =  X, 

Si  désignant  un  nouvel  élément  de  fonction  analytique  qui, 
pour  5  =  o,  se  réduit.à  '}(M  -}-  W|).  Or  l'équation 

admet  la  racine  U\  =  o,  avec  le  degré  de  multiplicité  /i|. 

L'équation  S|(e/|,  ^i)  =  o  admettra  donc,  pour  z  infiniment 
petit,  ni  racines  infiniment  petites;  nous  pourrons  calculer 
la  valeur  principale  de  chacune  d*elles,  laquelle  sera  de  la 
forme 

où  a'  est  une  fraction  de  la  forme  —  •  Si  n^  est  le  nombre 

7i 
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des  racines  qui  ont  celle  même  valeur  principale,  on  aura 


/l,7l  -  71,, 

el  en  posanl 


V-' 


on  aura  une  relation  de  la  forme 

82=0  admellanl,  pour;;  infiniment  petit,  /i2  racines  infi- 
niment petites. 

Substituant  la  valeur  ci-dessus  de  u^  dans  Téquation  (5), 
et  posant,  pour  abréger, 

a'  )/ 

[AH ~{Xi,  X-H  —  ~X,, 

il  viendra 

'    366.  Poursuivant  ainsi,  on  aura,  en  désignant  par  i  un 
entier  aussi  grand  qu'on  veut, 

S[M5t* 4- Ml x;5*. -h . . .  -H ( M,._, -h  Ui)zV':~t,  z]z=i  s^-.  S/( ///,  z,), 

[jL,  [JL,,  ...,  u/_i  étant  une  série  de  fractions  de  dénomina- 


teurs gr,  çr^i, qrji . .  .<//_i,  Zi  étant  égal  à  ^v/i-  '/«-i^  ^i  ^. 

une  série  de  puissances  telle,  que  pour  ^=0,  l'équation 
S/=o  admette  ni  racines  nulles.  Enfin,  on  aura  la  suitr 
d'inégalités 

et,  a  fortiori, 

(jfjx . . .  7/_,  5  /i. 

Les  entiers  positifs  n,  /i|,  /Ja»  ••  •  forment  une  suite  non 
croissante  qu'on  peut  prolonger  indéfiniment.  Comme  ils  ne 
peuvent  s'abaisser  au-dessous  de  i,   il  arrivera  nécessaire- 
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ment  un  moment  où  ils  cesseront  de  décroître;  à  partir  du 
même  instant,  les  q  deviendront  égaux  à  l'unité. 

On  aura  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  i  qui  surpassent 
un  nombre  fini, 


fit — V,  Zi' — ^     , 

V  et  m  étant  des  entiers  constants,  au  plus  égaux  à  n\  et[X4, 
1^2 î  •  •  •)  ^i-%  seront  des  multiples  de  —  • 

367.  Deux  cas  seront  à  distinguer  ici  : 
1  **  Si  V  =  I ,  la  série 

S/(W/,  5/)=:S/V//,  ^'"j 

s'annule  pour  W|=o,z=:o,  mais  sa  dérivée  partielle -p-' 
n'est  pas  nulle.  L'équation 

définit  donc  aux  environs  de  5=  o  une  fonction  synectique 

de  5'" ,  développable  suivant  les  puissances  de  cette  quan- 
tité. Substituant  ce  développement  à  la  place  de  ut  dans 
l'expression 

on  aura  un  développement  U  qui  satisfait  à  l'équation 

S(U,5)=:0. 

2°  Si  V  >•  1 ,  le  second  membre  de  l'équation 

contiendra  un  terme  de  la  forme  5^'«-tpw^,  ^  étant  une  con- 
stante. Mais,  au  premier  membre,  ui  ne  figure  que  multiplié 
par  z^i-i\  on  aura  donc  nécessairement 
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Cela  posé,  soit   p  un  entier  quelconque  <v.    Prenons 
la  p**"*  dérivée  par  rapport  à  u  de  Téquation  (6);  il  viendra 

* "-UA 


S(w,5)=:^V-,-PK-.  f-  S, 


Cette  équation  montre  qu'en  partant  de  la  série  -r— ^  S(tt,  z) 

on  obtiendrait  un  développement  qui  coïncide  dans  ses  e  pre 
miers  termes  M;5i*-|-. . .+ M|_i;;i*»-i   avec  celui   déduit   de 
S(a,^).  Le  nombre  <  étant  quelconque,  la  coïncidence  sera 
complète. 

Ce  développement  est  convergent;  car  si  Ton  pose  en 

particulier   p  =  v  —  1 ,   la   fonction     >  ^_[   s'annulera   pour 
W|==o,  5  =  0,  mais  non  sa  dérivée  partielle  -r-^*  L'équa- 

^v-l§. 

tion        ^^_[  =  o  définira   donc  une   fonction  w/  synectique 

en  5*"  et  dont  le  développement  est  convergent 

Le  développement  U  =  M^f*-!- M|5l*»-f-. . .  ainsi  obtenu, 
substitué  dans  les  équations 

S(m,5)=:0, 

—  S(i/,;5)  =  o, 


du?       -""^ 


y  satisfait  identiquement.  En  effet,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion de  U  dans  l'un  des  premiers  membres  sera  une  série 
convergente  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  po- 

sitives  de  z"*]  mais  cette  série  contient  en  facteur  commun  z 
avec  une  puissance  au  moins  égale  à 

et  cela  quel  que   soit  1.  Or  les.  quantités  [jI|,  [h^j  ...  sont 
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des  multiples  de  —  dont  chacun  est  plus  grand  que  le  précé- 
dent. Donc  [JL/_|  croît  indéfiniment  avec  i.  Toutes  les  puis- 

sauces  de  -3"*,  quel  que  soit  leur  degré,  disparaîtront  donc  de 
la  série,  qui  devra  se  réduire  identiquement  à  zéro. 

368.  Soit  U  un  des  développements  dont  l'existence  vient 
d'être  établie,  et  qui  satisfont  à  S{u,z)=  o.  Posons 

w  =  U  4-  (•; 

S(U-t-i^,  5)  sera  une  série  de  puissances  entières  de  z'^  et 
de  p,  qui  s'annule  pour  ^  =:  o  et  qui,  par  suite,  contient  v  en 

facteur.  Donc   en   remettant    pour  i^  sa   valeur    u  —  U,    et 

1 

remarquant  que  U  est   une  série  de  puissances  de  z'^  ^  il 
viendra 

T  désignant  une  nouvelle  série  de  puissances. 

Si  V  est  >  I ,  on  sait  en  outre  que  U  doit  satisfaire  aux 
équations 

OU  ôuy-^ 

Or  pour  M  =  U,  ^  se  réduit  à  t(u,  z"").  Donc  T,  s'annu- 
lant  pour  a  =  U,  pourra  être  mis  sous  la  forme 

T,  désignant  une  autre  série  de  puissances.  On  aura  donc 

L'équation  — -  =  o  montre  de  même  que  T,  contient  a  —  U 
en  facteur  et  ainsi  de  suite  :  donc  S(«,  5)  pourra  se  mettre 
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sous  la  forme 

(7)  S{u,z)  =  {u^VyT{u,z^). 

Sî  m>i,  z  admet  m  racines  /n'*™**  distinctes;  z"^  dé- 
signant Tune    d*elleSy    elles    auront   pour  forme    générale 

e  "*  -"*,  où  r  prend  les  valeurs  o,  i,  ...,  m  —  i.  En  sub- 
stituant successivement  ces  racines  dans  U,  on  obtiendra 
une  suite  de  développements  U|,  ...,  U^,  tous  diflférents  les 
uns  des  autres.    Cela   posé,  changeons  dans   Fidentité  (7) 

z"*en  e"*  z"*.  Le  premier  membre  restant  inaltéré,  il  viendra 

S(w,  «)  =  (m  —  U,)^t(w,  e~^z^). 
Donc 

(8)  {u---VyT{u,z^)  —  (u  —  V,yT{u,e^z^). 

Le  second  membre  s^annulant  pour  u=:U|,  il  en  est  de 
même    du    premier;    mais    U|  —  U  n'est   pas    nul.    Donc 

T\u,  z'")  s'annule  pour  a  =  U|,  et  pourra  être  mis  sous  la 

forme  (m  —  U^Ti  U,  5'^). 

Substituons  cette  valeur  de  T  dans  Fidentité  (8)  et,  suppri- 
mant le  facteur  u  —  U|  commun  aux  deux  membres,  on  voit 
que,  sî  V  >  I,  Tf  s'annulera  encore  pour  w  =  U|  et  pourra 
être  mis  sous  la  forme  {u  —  U|)T2.  Continuant  ainsi,  on 
voit  que  S{uj  z)  peut  être  mis  sous  la  forme 


(  u  —  U)^(a  —  Ui)^e(«,  ;;'"). 


Par  une  suite  de  raisonnements  semblables,  on  voit  que 
S(;/,  ;;)  peut  être  mis  sous  la  forme 

S(a,i;)  =  (a-u)>'(a-u,r...(«~u,„-,r4,^ 

1 

^  étant  une  nouvelle  série  de  puissances  de  u  et  5'".  D'ail- 
leurs,  en  remplaçant;;'^  par  une  autre  détermination  e  '^  z^ 
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du  même  radical,  S  (m,  z)  ne  change  pas,  et  les  facteurs 
u  —  U,  u  —  U| ,  ...  se  permutent  entre  eux.  Donc 
(u  —  U)...(«  —  U„i_i)  d'une  part,  et  ^  d'autre  part,   ne 

contiendront  que  des  puissances  de  z*^  dont  l'ordre  est  mul- 
tiple de  /n;  ce  seront  donc  des  séries  de  puissances  entières 
de  u  et  de  z. 

Nous  dirons  que  les  développements  U,  U| , . . .,  Um_i >  qui 
se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  changeant  la  détermination 

du  radical  z"*^  forment  un  cycle  de  racines  de  l'équation 
S(^^,  ^)  =  o.  Ces  racines  se  permutent  circulairement  les 
unes  dans  les  autres  si  z  décrit  un  contour  fermé  autour  de 
l'origine.  Le  nombre  v  sera  l'ordre  de  multiplicité  des  ra- 
cines du  cycle. 

Si  n>m^^  il  y  aura  d'autres  racines.  Soient  {]'  l'une 
d'elles,  m',  v'  les  nombres  analogues  à  /n,  v  qui  lui  cor- 
respondent. Un  raisonnement  tout  semblable  au  précédent 
montre  que  ^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Continuant  ainsi,  on  mettra  finalement  S(e/,  z)  sous  la  forme 

[(a-U')...(«-U;,._,)]>''...ir(w,-), 

W  désignant  une  nouvelle  série,  qui  ne  s*annule  pas  pour 
M  =  o,  :5  =  o. 

369.  Soit  u  une  fonction  de  z  définie  par  l'équation 

les  Z  étant  des  séries  de  puissances  entières  et  positives  de  z 
convergentes  aux  environs  du  point  <s  =  o.  Les  n  racines  de 
cette  équation  seront  représentées  aux  environs  de  ce  point 
par  des  séries  convergentes,  procédant  chacune  suivant  les 

puissances  entières  et  croissantes  de  z"^^  m  étant  un  entier 
</i.  Toutefois,  si  les  i  premiers  coefficients  Z©,  ...,   Z/.i 
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contiennent  z  en  facteur,  i  de  ces  développements  contien- 
dront au  début  des  puissances  négatives. 

En  effet,  en  posant  ^  =  o,  on  aura,  pour  déterminer  les 
valeurs  correspondantes  de  u,  une  équation  de  degré  n  —  i. 
Soient  a  Tune  de  ses  racines,  a  son  ordre  de  multiplicité. 
Posons  w  =  a  -+-  W| .  L'équation  transformée  en  U\  aura,  pour 
z  =  o,  a  racines  nulles,  et  d'après  l'analyse  précédente,  pour 
z  infiniment  petit,  a  racines  infiniment  petites,  dont  cha- 
cune sera  développable  suivant  les  puissances  positives  et 

croissantes  de  2'",  m  étant  <  a. 

Pour  développer  les  i  autres  racines,  qui  cessent  d'exister 

pour  x;  =  o,  posons  w=  ;^y:J^>  z^  étant  la  plus  haute  puis- 
sance de  z  qui  divise  Z^.  L'équation  transformée 

aura  n  racines  nulles  pour  >?  =  o,  et  pour  z  infiniment 
petit  n  racines  infiniment  petites,  développables  suivant  les 

puissances  entières  et  positives  de  z'".  En  les  divisant  par 
5^+*,  on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  u\  ceux  de 
ces  n  développements  qui  commencent  par  des  exposants 
négatifs  donneront  les  racines  cherchées. 

370.  Tous  les  raisonnements  ci-dessus  subsistent  si  les 
coefficients  Z  ne  sont  plus  des  séries  infinies,  mais  des  poly- 
nômes en  z.  Dans  ce  cas,  u  sera  une  fonction  algébrique 
de  w. 

Si  d'ailleurs  on  pose  5  =  a-|-Z|,  a  désignant  une  con- 
stante, ou  ^  =  —  >  u  sera  une  fonction  algébrique  de  Z|.  Les 

racines  de  l'équation  en  u  seront  donc  développables  suivant 
les  puissances    croissantes   (en  général   fractionnaires)    de 

z  —  a  ou  de  -  • 

371.  La  théorie  précédente  est  susceptible  de  nombreuses 

J.  —  I.  23 


354  PREMIÈRE   PARTIE.  —    CHAPITRE   III. 

applications.  Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  la  sui- 
vante : 

i"  Soient 

f{^yy)  =  Mj'"  -h  M,7'«.  4- . . .  =  o, 

deux  équations  algébriques.  On  demande  de  former  Iné- 
quation finale  en  X  résultant  de  V élimination  de  y  entre 
ces  équations. 

Soient  yi,j^2, . . . ,  y  m  les  valeurs  dey  en  x,  déduites  de 
la  première  équation,  t^i,  . . . ,  Tin  les  valeurs  déduites  de  la 
seconde.  La  variable  x^  devant  évidemment  être  choisie  de 
telle  sorte  que  Tune  des  valeurs j^ i, ^''j,  . .  . ,  ym  soit  égale  à 
Tune  des  valeurs  -rji,  . . . ,  7|„,  satisfera  à  Téquation 

Or  on  a  d'une  part 


et  d'autre  part 

M(7i  —  Ta  )(y,—  7),  ).  ,,{y,„  —  T),  ) 

=  (-  0 V(^»  ^1  )  =  (-  i)'"(M7iJ*  +  M,7iî«t  +...), 
> 

=  (-  ir/{x,  T,„)  z=  (-  i)«(Mt,;'  -h  Miïi7.  -+-. . .). 

L'équation  (9)  pourra  donc  se  mettre  sous  les  deux  formes 
suivantes  : 

(__  i)m/i 

i\l«     /(^>^i)--/(^>  T^/i)  =  0. 
Multipliant  par  N"*M''  pour  chasser  les  dénominateurs,  il 
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viendra 

On  voit,  par  cette  double  forme  donnée  au  premier  membre 
de  l'équation  finale  (lo),  que  son  premier  membre  est  une 
fonction  entière,  d^une  part  par  rapport  aux  coefficients  N^ 
Ni,  ...  de  la  fonction  tp,  d'autre  part  par  rapport  aux  coeffi- 
cients M,  M|,  ...  de  la  fonction  f.  C'est  donc  une  fonction 
entière  de  :r. 

Pour  obtenir  sous  forme  explicite  le  premier  membre  de 
cette  équation,  il  suffira  de  calculer  son  développement  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x,  par  les  règles  qui  ont 
été  exposées.  Pour  cela,  on  calculera  d'abord  les  développe- 
ments des  racines  ^1,  ...»  ym^  puis  ceux  des  fonctions  en- 
tières M",  f(^,  J^i),  •  • .  >  ?  (^>  ym)i  et  enfin  celui  de  leur 
produit.  Comme  d'ailleurs  on  sait  d'avance  que  ce  produit 
est  un  polynôme  entier  en  :r,  on  arrêtera  le  développement 
aux  termes  de  degré  zéro. 

Ce  procédé  de  formation  de  l'équation  finale  serait  assez 
compliqué,  mais  il  permet  de  reconnaître  facilement  son  de- 
gré. Il  suffira  pour  cela  de  calculer  le  premier  terme  de  l'é- 
quation. 

On  peut  reconnaître,  par  un  procédé  analogue,  si  l'équa- 
tion finale  a  une  racine  nulle,  et  assigner  son  degré  de  multi- 
plicité. Il  faudra  pour  cela  chercher  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement de  son  premier  membre  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x. 

VI.  —  Applications. 

372.  Nouveaux  développements  des  fonctions  trigowo- 
MÉTRiQUES.  —  Nous  avous  trouvé  (243),  m  désignant  un  en- 
tier impair,  la  formule 


r 

i 
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Cherchons  quelle  est  la  limite  de  cette  expression,  lorsque 
m  croît  indéfiniment. 

Le  premier  facteur  m  sin—  tend  évidemment  vers  7:5. 

^  ni 

sin'  — 

Soit  I un  des  autres  facteurs;  nous  suppose- 

sm'  - — 
m 

rons  d'abord  p^k^  k  étant  un  entier  arbitraire  que  nous 

fixerons  ultérieurement. 

TT  ^  Fi  TT 

Les  quantités  sin*—  et  sin*  - —  sont  des  infiniment  petits 

dont  les  valeurs  principales  sont  — ^  et  ^  ^  ;  leur  rapport 

tend  donc  vers  ^  •  Le  produit  des  k  -f- 1  premiers  facteurs 
du  second  membre  tendra  donc  vers 

''-'('-t)('-Ï)---('-f)- 

Nous  allons  voir  que,  en  prenant  k  assez  grand,  le  produit 
des  facteurs  suivants  différera  de  l'unité  aussi  peu  qu'on 
voudra. 

Considérons,  en  effet,  un  de  ces  facteurs,  où  p  soit  >  k, 

sans  pouvoir  surpasser La  quantité  sin*  - —  sera  de  la 

TZ^  Z' 

forme  -^-^(i-he),  e  étant   infiniment  petit.  D'autre  part, 
on  a,  par  la  formule  de  Maclaurin, 


sin 


piz 

\  m  , 

A     P"^- 

,  COSÔ^— 

^'            m 

m 

J        I .2.3 

9  étant  compris  entre  o  et  1 .  D'ailleurs,  —  est  compris  entre 


O  et  -•  Donc 


2 

07  ces 


_  pit  _ 

7cos0  ^-—z  i; 
^  m  ^ 
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d'où 

sin  ' —  =z  - — A», 
m         m      ^ 

A^  étant  compris  entre  1  et  i 7» 

On  aura,  par  suite, 

m  5'(i-f-e)*  B,, 

•    «  P"^  P  ^p  P' 

m 

B^  ayant  son  module  compris  entre  des  limites  fixes  (en  sup- 
posant que  z  soit  fixe,  ou  tout  au  moins  renfermé  dans  un 
domaine  borné). 

Or  on  a  vu  qu'un  produit  infini,  dont  le  facteur  général 
est  de  la  forme  ci-dessus,  est  absolument  convergent  (324). 
Donc  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  consé- 
cutifs 


sera  aussi  voisin  qu'on  voudra  de  l'unité,  si  k  est  assez  grand. 
On  aura  donc 

s  i  n  Tc  j  =  t:  5  (  I  —  Y  j  .  .  .  f  I  —  ^  j  K , 

K  tendant  vers  1  à  mesure  que  k  augmente.  En  le  faisant 
tendre  vers  00,  on  aura  à  la  limite 

(i)  sinirs  ='^^n('—  ^)- 

1 

373.   On  a  identiquement 

z 


1—  —,  ==(»-+-  -  )( '  + 
on  pourrait  donc  être  tenté  d'écrire 


n 


sinTT^  :=:  ir^  I  I  I  I  -h  —  |> 
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le  produit  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives de  l'entier  n.  Mais  le  produit  ainsi  obtenu  ne  serait  plus 
absolument  convergent. 

On  peut  remédier  à  cet  inconvénient  en  posant 

d'où 


(2)  siuirc  i^TTsI  I  (i-H  — 


IH ]e 


tt 


Ce  nouveau  produit  est  absolument  convergent.  On  a,  en 
effet,  pour  le  logarithme  du  terme  général, 


log     IH- ==  -— 

\        nj       n         n- 


0„  tendant  vers  -    -  pour  n  infini;  et  la   série  qui  a  pour 

0  z^ 

terme  général  -^  est  absolument  convergente  pour  toute 

valeur  de  z\  elle  le  sera  même  uniformément  dans  tout  do- 
maine borné. 

374.  Posons  z^=  \  dans  la  formule  (i),  il  viendra 

d'où 

^       TT  ^''' — '       TT  (^'^  —  i)(îî/i-hi) 


n  ^  ,ïï  - =n 


t         2         JLJL        4//'  JLM.  ^11,111 

1  1 

formule  découverte  par  Wallis. 

375.  Pour  obtenir  Texpression  de  cosir^  par  un  produit 
infini,  le  plus  simple  est  de  partir  de  la  formule 


sin  2?:^ 

COSTTS   =   : 4- 

2  SI  lire 


"=n('+^)''  " 


n( 
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Supprimant  les  facteurs  communs,  qui  correspondent  aux 
valeurs  paires  données  à  n  dans  le  numérateur,  il  vient 

(3)  «=— nf'^ïTTTr)^"'^- 


A  chaque  valeur  négative  n!  de  l'indice  de  sommation  cor- 
respond une  autre  valeur  n,  positive  ou  nulle,  telle  que  Ton 
ait 

2/l'-|-  I  =:  —  (2«  -h  l). 

Faisant  le  produit  des  deux  facteurs  associés  correspondant 
à  ces  deux  valeurs  n  et  /i',  il  vient 


CCS 


^==tl['-  (érT)] 


376.  Prenons  la  dérivée  logarithmique  de  la  formule  (2); 
il  viendra 


(4) 


1t  COtltS  =--{->    ( ) 

z      ^  \  G  -h  /i        n  J 


la  somme  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n,  zéro 
excepté. 

Développons  chaque  terme  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  Zy  il  viendra 


«  m 


—  •  — •  — ae 

__  I         V  ^        -jV  ' 

—  ■-   """  2  3     y    — ;    ^■"  2  Xr      ^     ""?   ""~  .  .  .  ■ 
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Mais  on  a,  d'autre  part, 

COS1C5              .  g/W^ -j- e-'«5 
ir  COllZZ  =  1C  — : =  Ttl  -r-- r~ 

I     2  71^5    e*'«-+  1 

5  L  1.2  1.2.3.4  J 

B|,  B2,  . . .  désignant  les  nombres  bernoulliens  (269). 

Égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  z  dans 
ces  développements,  il  viendra 


B 


2  71*  _Y'    I 

*  1  . 2      ^  n* 


"*  I  .  2  .  .  .  2  m        ^  Al'^ 


377.  On  peut  mettre  aisément  en  évidence  sur  les  for- 
mules qui  précèdent  la  périodicité  des  fonctions  trigonomé- 
triques. 

Considérons  par  exemple  le  développement  (4)  decotir^. 

Ajoutons  ensemble  les  termes  qui  correspondent  à  deux 
valeurs  égales  et  contraires  de  n;  il  viendra 

TTCOlTUS^i: h\    ( 1 I 

Z      ^  \z  -\-  n       z  —  nj 
1 

N 


=  i  4-  lira  \  (  — î 1 î —  ) 

-s      îi=m^j\z  -i-  n       z  —  nJ 


N 

lim  \  • 

7n=m^z  -h  n 


Changeons  ^  en  z  -f-  i .  La  somme  précédente  se  repro- 


(5) 
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duira,  accrue  de  la  quantité 


I 


:7> 


5  -h  I  -h  N  5  —  N 

qui  tend  vers  zéro  pour  N  =  oo.  Donc  cotiez  a  la  période  i . 

378.  Pour  le  sinus,  nous  aurons 

N 

sin  Tzz  =:  Tzz  lim  1  1  (n--jfi  —  -j 
*  ~      1 

N 
N 

=  Tc lim  ■  \rM  TT (-5  -H  « ). 

-N 

Si  Ton  change  z  en  ^  + 1,  ce  dernier  produit  se  reproduira 

s    I    I  -4—  N 

multiplié  par ^r- ,  facteur  qui  tend  vers  —  i  quand  N 

tend  vers  oo.  Donc 

sin'7r(^  -h  i)  =1 —  sinTT^, 

et  simzz  admet  2  pour  période. 

379.  Série  hypergéométrioue.  —  Considérons  la  série 
hyper  géométrique 

\  F(a,p,Y,a:)=i-h-^j;-h... 

a(a-r-i)...fa-+-/j  — i)?(p-M)...(p-+-/i— i)     ^ 
i.2...«.Y(Y-f-i)...(Y-f-/i  —  I) 

Cette  expression  est  symétrique  en  a  et  [i.  Elle  se  réduira 
à  un  polynôme  entier  si  a  ou  ^  est  entier  et  négatif;  car  tous 
ses  termes,  à  partir  d'un  certain  rang,  s'annuleront.  Elle  n'a 
d^ailleurs  aucun  sens  si  y  est  entier  et  négatif,  car  ses  termes 
deviendraient  infinis  à  partir  d'un  certain  rang. 

Excluons  donc  le  cas  011  l'un  des  paramètres  a,  ^,  y  serait 
entier  et  négatif;  nous  obtiendrons  une  série  infinie,  dont 
nous  allons  étudier  tout  d'abord  la  convergence. 
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Soil  Un  le  terme  général;  on  aura 

W/i         {i -i-  n) (^ -h  n)    I 


—  y 


expression  qui  tend  vers  —  quand  n  augmente  indéfiniment. 

La  série  sera  donc  absolument  convergente  si  |  a:  |  <;  i ,  diver- 
gente si  I  ^  I  >•  i . 

Soit  enfin  |j?|  =  i.  Admettons,  pour  plus  de  généralité, 
que   a,    p,   y   soient    imaginaires,    et   posons   a  =  a' -+- a"^ /, 

p  =  p'-+-  p^\  Y  ==  y' 4-  y"/.  On  aura 

««   Il  (i-hn)(y-k-n) 


"/I4-1  I       |(a  +  'ï)(?-»-/i) 


V 


[(/i  H-  a')«-h  a''][(/i  4-  ?')'+  P] 


_     /  /i*  4-  2  (  1  H-  y'  )  ^'  4-T77 

—  y  ,i4-|_a(a'4-p'),i3 


=  ^i4-2(i+T'-a'-p')^+-.- 

=  H-(i  +  y'-«'-P')^  -+-.••• 

La  série  des  modules  sera  donc  convergente,  et  la  série 
F(a,  p,  Yî^)  absolument  convergente,  si  y' —  a' —  P'>-  o.  Au 
contraire,  si  y' —  a' —  ?'<o,  la  série  des  modules  sera  diver- 
gente. 

380.  On  peut  former  aisément  une  équation  difTérentielle 
à  laquelle  satisfasse  la  série  F(a,  p,  Y)  ^)*  En  effet,  considé- 
rons Texpression 

4»  =  AF  +  B^F'-+-  Cx*F"-f-  DF'4-  E^F% 

où  A,  B,  G,  D,  E  sont  des  constantes  arbitraires.  Le  terme 
en  x"  aura  pour  coefficient 

rA(Y4-/i)-f-B/i(Y4-/i)  +C/i(/i  — i)(y-4-/i)1 
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CD  posant,  pour  abréger,  ^ 

a(a-hi)...(a-f-/?— I)P(p■^-I)...(p-^-/^  — i)       i 


9 


1 .2. .  ./tY(Y -H  0- • -(ï  ■^- '^  —  0  ^ '\- n 


La  quantité  qui  multiplie  q  est  un  polynôme  en  n  du  troi- 
sième degré,  et  l'on  pourra  évidemment  disposer  des  rap- 
ports des  cinq  constantes  A,  B,  G,  D,  E,  de  manière  à  an- 
nuler ses  quatre  coefficients  ;  on  aura  alors  identiquement 

*  =  0. 

On  trouvera  ainsi 

(6)       (a?  — or'jF'^-hCY  — (a-t-p-^i)^]F'— a3F  =  o. 

381.  En  faisant  varier  les  paramètres  a,  j3,  y  de  la  série  F^ 
on  obtiendra  une  infinité  de  fonctions  distinctes.  Deux  de 
ces  fonctions  seront  dites  contiguës  si  deux  de  leurs  para- 
mètres ont  la  même  valeur,  leurs  troisièmes  paramètres  dif- 
férant d'une  unité. 

Théorème.  —  La  fonction  F  et  deux  quelconques  de 
ses  contiguës  sont  liées  par  une  équation  linéaire  ayant 
pour  coefficients  des  polynômes  du  premier  degré  en  x. 

La  fonction  F  ayant  six  contiguës  différentes,  on  aura  ainsi 

6.5 

— ^  :=  i5  équations  différentes.  Nous  allons  indiquer  com- 
ment on  peut  les  établir. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  fonctions 

F(a,p,Y,x),     F(«,?,Y-i,^),     F(a,  p,Y,  +  i,a:), 

que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par 

F,     F_„     F,. 

Soit  N  le  coefficient  de  a:"  dans  F,  formons  son  coefficient 
dans  les  fonctions  F,  ^F,  F_,,  j?F_,,  F|,  a;F,.  On  trouvera 
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immédiatement  les  valeurs  suivantes  : 
Pour  F N 

^F N, "^K!","'^ — ^ 

(a-t-/»  — i)  (P-h  n  — I) 

F_. Nl±^L^ 

ï  — ' 

:.F_. ^j  +  n-^n^h+^^z^) 

Y  — I       (a+ /i  — i)  (P-f-/i  — i) 

Fi N— !^ 

Y-f-n 

^F. N-ï-^ ^îil:+ZL» ^^ 

^  -^  n  {ot  -h  n  —  i)  (^  -^  n  ~-  i) 

On  en  déduit  immédiatement  que  le  coefficient  de  a;"  dans 
l'expression 

(A  -hBx)  F  4-  (C  -H  Do:)  F_i-|-  Ej?  F^ 

N 
sera  égal  au  produit  de  r -r^ :  par  une  fonc- 

^  ^  (a-h/l  —  l)(P -h /l  — I)  ^ 

tion  entière  du  troisième  degré  en  N.  On  pourra  déterminer 
les  rapports  des  constantes  Â,  B,  G,  D,  E  de  manière  à  annu- 
ler cette  fonction.  On  trouvera  ainsi 

(7)     *  ir[ï--»  — (2ir-2c  — P  — i)^]F  — y(y  — i)(i  — .r)F_i 

/  ^    (Y-a)(Y-P).rF,=:o. 

Les  quatorze  autres  équations  peuvent  s'obtenir  par  un 
procédé  identique.  On  simplifiera  les  calculs,  soit  en  per- 
mutant les  paramètres  a  et  ^  par  rapport  auxquels  F  est  sy- 
métrique, soit  en  profitant  des  équations  déjà  trouvées  pour 
en  obtenir  d'autres,  par  l'élimination  d'une  des  fonctions  qui 
y  figurent. 

Trois  fonctions 

F(a,?,Y,^),     F(a',p',Y'.^),     F(a^?^Y^x), 
dont  les  paramètres  diffèrent  de  nombres  entiers,  sont  liées 
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par  une  équation  linéaire,  dont  les  coefficients  sont  des  po- 
lynômes en  X,  En  effet,  ces  trois  fonctions  se  rattachent  les 
unes  aux  autres  par  une  suite  de  fonctions  contiguës.  For- 
mant les  relations  qui  existent  entre  ces  fonctions,  et  éli- 
minant les  fonctions  intermédiaires,  on  obtiendra  Téqualion 
cherchée. 

382.  Il  est  intéressant  de  déterminer  la  valeur  de  la  fonc- 
tion F(a,  p,  Y,  x)  pour  a:  =  I ,  lorsque  celte  série  est  conver- 
gente. 

Posons  X  =  I  dans  l'équation  (7)  ;  il  viendra 

^(a+p-Y)F(a,p,Y,i)4-(Y~-a)(Y-P)F(a,?,Y-hi,i):=o, 
d'où 

F(a,p,Y,i)  (Y-.a)(Y-p) 


Changeant,  dans  cette  équation,  y  en  y-h  1 ,  y-h  2 , . . . ,  y-+-  n  —  ï 
et  multipliant  ensemble  les  équations  obtenues,  il  viendra 

F(a,p,T,i) 


__  (t— «)(ï— «-h')»-»(t— g-H/i— i)       (y--P)---(t— P+^— 0 

"~  y(y-hO---(T  +  'i~0  (y  — a  — P)...(Y  — a  — P-+-/Î  — 1) 

_  n(/2,Y)n(/i,Y  — «  — ?) 

-  n(n,Y-a)Il(/i,Y-P)' 

en  posant,  comme  au  §  III, 

1.2. ..(/i  —  i)/i- 


Faisons  tendre  n  vers  00;   F(a,  j3,  y  +  n,  i)  tendra  évi 
demment  vers  l'unité  ;  on  aura  donc,  en  posant  encore 

(9)  \imU{n,z)^T{z), 


n  =  « 


V,      fl         ^       r(7)r(Y-a-P) 


366  PREMIÈRE   PARTIE.  —    CHAPITRE   III. 

383.  Fonction  F.  —  La  fonction  r(x?),  définie  par  les 
équations  (8)  et  (9),  jouit  de  propriétés  nombreuses  et 
importantes.  Nous  allons  en  établir  quelques-unes. 

On  a  évidemment 

n(/i,  5-hi)~  ^:-^n(/i,5), 


d'où,  en  posant /i  =:  00, 
(10)  T{z  +  \)  =  zV{z) 

et,  par  suite,  k  étant  un  entier  positif  quelconque, 
T{z->r  k)  —  z{z  4-1).  ..(5  +  A-  — i)r(5). 
On  a  d'ailleurs,  identiquement, 

n(/l,l)zz:l, 

d'où 

r(i)-=i, 

et,  par  suite, 

r(i-H  Ar)  =  i.a..,/r. 

38i.  On  a,  en  second  lieu, 

IC  I 

z 


et,  à  la  limite, 

r(^)r(— 5)= ^ —    (372). 

On  en  déduit 

(II)  Yi^z)\\i-z)=-zT{z)V{^z)z=.-^. 

Posons,  en  particulier,  z^^;  il  viendra 

r(i)'  =  «, 
d'où 


m 
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385.  Formons  encore  le  produit 

'^  n  ( n,  5)  n  T/i,  5  -4-  ij y . .  n  T/i,  5  -4-  ^^^j 

n(m/i,  mz) 
On  vérifie  aisément  qu'il  a  pour  valeur 

m— I 

1 .2. .  ,{mn  —  i)  ' 

quantité  indépendante  de  z. 

On  aura  donc,  en  posant  n  =  00, 

m'^^T (z)t( z  -^  ^] . ,  .T ( z  -^  ^-Zi) 

^      n'^M    ^ '^=Umk  =  C, 

C  désignant  une  constante  indépendante  de  z. 
Pour  la  déterminer,  posons  5  =  —  •  Il  viendra 


"<i)-<=^)=<^- 


jc«m 


Multiplions  cette  équation  par  elle-même,  en  renversant 
Tordre  des  termes  du  premier  membre.  Il  viendra,  en  tenant 
compte  de  Péquation  (11), 

ni* •  •  • =  KjT. 

.     n     .    211         .    (m  —  i)ir 

sm  —  sin  —       sm 

m         m  m 

Or  on  a 

0  0 

/    •        x/   •  27C  \        r    •  2(/n  — 1)7:        "I 

=  (a?* —  1)1  j?' —  2  ces J7  H-  I  ). . .    X* —  2  ces — h  I 

^  '\  2m  J       l  2/n  J 

Posons  j:  =  I  -h  A,  et  égalons  les  termes  du  premier  degré 
en  h  dans  les  deux  membres  ;  il  viendra 


2m 


=r  2 1  2  sin 1  . . .    2  sin ' 

\  2mJ         L  2m      ] 
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Posant  X  =  —  I  -h  A,  on  trouverait  de  même 


2  m  =  2  (  2  cos 


^   \î        r  (m  — 1)7:1» 

...      2  cos  -^^ —       ' 

m]         L  ini      \ 


Multiplions  ces  deux  égalités  et  extrayons  la  racine  carrée  ; 
I  viendra 


,    .     Tt  ,    m  —  iir 

m  zzz  2'""'  sin  —  ...  sin 

m  m 

et,  par  suite, 

m  — 1       I 


C=(2ir)   *    m*. 


VU.  —  Fractions  continues. 


386.  Soit  A  une  quantité  réelle  et  positive  quelconque; 
on  pourra  évidemment  poser 

I 


A  =  «0  ~H  -r-'i 


a^  étant  un  entier,  et  A|  une  quantité  >  i . 
On  pourra  poser  de  même 

Ai=:ûr,-|-  -^, 

a«  étant  un  entier  au  moins  égal  à  i,  et  A2  une  quantité  >  i . 
Continuant  ainsi,  on  obtiendra  pour  A  un  développement 
en  fraction  continue,  tel  que 

A  =  ao  H 


«1 


a. 


Ce  développement  sera  évidemment  limité  si  A  est  com- 
mensurable,  illimité  dans  le  cas  contraire. 

On  nomme  réduites  de  la  fraction  continue  les  fractions 

Po        «0  Pi  _        ,     '    _  flo^i-Hl 

Qo  I  Qi  CIa  «1 

P,  _  I        ^a^a^a^-\'a^-^a^ 

Ml  -t-    


♦ 
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387.  Théorème.  —  On  a  généralement 

(1)  < 

(  Q«=«/*Q/i-i-i-Q«-i. 

Cette  formule  est  vérifiée  pour  /i  =  2  par  les  valeurs  ci- 
dessus  de  P2  et  de  Q2.  Nous  allons  d'ailleurs  montrer  que  si 

elle  est  vraie  pour  un  nombre  /i,  elle  le  sera  pour  /i  -+-  i . 

P  P 

En  effet,  ^""^'  se  déduit  de  —î-  par  le  changement  de  a„ 

en  an  H •  On  aura  donc 


a 


rt-Hl 


'«4-1 


(a„-H-^)P/i-i-HP«-ï 

(  ««  H-  — ^  )  Q;i-1  -H  Qn-ï 
\  ««4-1  / 

"■  a„+i(a„Q„._t-4-Q„-,)-+-Q„_i  ~  ««+iQ/t-h  Q«-i* 

On  voit  par  les  formules  (i)  que  les  quantités  Q;,  croissent 
au  delà  de  toute  limite  quand  n  augmente.  En  effet,  an  étant 
au  moins  égal  à  i ,  on  aura 

On  déduit  encore  des  formules  (i)  la  relation 

P«Q«-i-  P«-iQ«=-  (P«-iQ»-«-  P«-tQa-i), 

et,  comme  Pi  Qo  —  Po Qi  =  i ,  on  aura 

(2)  P„Q,_j-P,_iQ„=  (-!)«->. 

On  voit  par  là  que  P^  et  Q^  n'ont  aucun  diviseur  commun. 
Les  réduites  sont  donc  des  fractions  irréductibles. 
On  a  enfin 

^^       Q«      Q«-i~         Q«-i(^«         ~Q«-iQ/ 

P 

388.  Les  quantités  -p  convergent  vers  A.  En  effet,  si  dans 

V'» 

J.  —  I.  34 
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I^identité  (3),  qui  peut  s'écrire  ainsi 

P.        P«-,  (-1)'-» 


Qn         Qn-X         Qn-t  (  ««  ^n^i  -h  Q«-î  )  ' 

I         P 

on  change  an   en   ûn-h -r-y  -rr-  étant  évidemment  changé 
en  A,  il  viendra 

(4)  A-     ''''-*-  (-O**-^ 


^»- 


«     Q-(Q«^tQ-) 


Les  quantités  Q  croissant  indéfiniment  quand  n  augmente, 

cette  différence  décroîtra  indéfiniment.  D'ailleurs,  -7—  étant 

A^ 

compris  entre  o  et  1,  cette  différence  sera  comprise  entre  les 

deux  limites  suivantes  : 

et 


p 

Changeant  /i  en  /i  -h  i ,  on  trouvera  de  même  que  A  —  p^ 
est  compris  entre 

Ces  deux  quantités  sont  de  signe  contraire  aux  précédentes 
et  moindres  en  valeur  absolue  ;  car  on  a 

d'où 

Q«Q«^,>Qa-i(Q«-4-Q«-i). 

Donc  A  est  compris  entre  deux  réduites  consécutives 
quelconques  et  plus  rapproché  de  la  dernière. 

p 
389.   Une   réduite  quelconque  -r-r  ^st  plus  rapprochée 

p 
de  A  qu^une  fraction  quelconque  ^r  dont  le  dénominateur 

est  moindre  que  Q,,. 
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P        .  P 

Supposons,  en  effet,  que  ^r  soit  plus  voisin  de  A  que  ~^; 

P  P  _        P 

jT  tombera  nécessairement  entre     "  ^  et  -y^'  On  aura  donc 


Q     Q-. 


< 


Q»      Q«-i 


ou 


PQ„_,-IV.Q 


< 


Q«-iQ- 


Mais  PQn_i  —  Pn_)  Q  est  un  entier  qui  ne  peut  s'annuler;  car 

on  aurait 

P  _  P„-, 


aura 


et  cette  fraction  est  moins  approchée  de  A  que  j^-  On 

donc 

IPQ,,_,-P„_,Q|  =  i, 

et  rinégalité  ne  pourra  avoir  lieu  que  si 


Q>Qn, 

contrairement  à  Thypothèse  faite. 

390.  Considérons  maintenant  une  fonction  A  développable 
en  série  suivant  les  puissances  entières  et  décroissantes  d^une 
variable  x.  On  pourra  poser 

A  —  CIq  ~r^         ~T"      m     1"  •  •  •  j 

a:       x^ 


a^  désignant  un  polynôme  en  x,  et  ai ,  a^,  ...  des  constantes. 
Posons 

••-r/ 


a-        x^ 


Si  a|jL^  est  le  premier  coefficient  qui  ne  s'annule  pas,  A|  de- 
viendra infini  d'ordre  (Ai  avec  x.  En  le  développant  suivant 
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les  puissances  décroissantes  de  j:  ,  il  viendra  donc 

A,  =  ai-h  —  +  ^4-..., 

Ui  étanl  un  polynôme  de  degré  |jL|. 
Posons  de  même 

h  +  h+     __L. 

on  en  déduira 

Aj— rtjH-  -^-  -t-  -^  H-..., 
X         x^ 

a%  étant  un  polynôme  en  x  du  premier  degré  au  moins. 
Continuant  ainsi,  on  obtiendra  un  développement 

A  =  «0  H 


a, 


a, 


limité  si  A  est  une  fraction  rationnelle,  illimité  dans  le  cas 
contraire,  ^1,  a^,  •  •  •  étant  des  polynômes  dont  les  degrés 
en  Xy  que  nous  désignerons  par  |ji|y  [Xj,  . . .,  sont  au  moins 
égaux  à  Tunité. 

391.  Considérons  les  réduites 
\\       n^  P,        ^    ,     I  _qoat-+-f  P« .         1 

<>o      I         Qi  «1         «1  Q«  ^  .   * 


ajH 


Les  relations  (1)  subsisteront  avec  toutes  leurs  consé- 
quences. 

On  en  déduit  tout  d'abord  que  le  degré  V/,  du  polynôme  Q« 
est  égal  à  [jl,  -h  1x2  + . . .  H-  [x„. 

La  relation  (2)  montre   ensuite  que   la  fraction  algé- 

P 

brique  j^  est  irréductible. 

On  voit  enfin,   par  la  relation   (4)}    que   la   différence 

p 

A —     ""*  est  d'ordre  —  v„_i  —  v^  par  rapport  à  x.  Car Q«.i 
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est  dWdre  V/,_i,  et  Q^H-  -t-Q"-*  est  évidemment  d'ordre  v^, 

comme  son  premier  terme  Q,i. 

P  _ 

D'ailleurs,  V/i>V/i_i;    donc  l'ordre   de   A —     "       sera 

392.  Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement,  toute 

P  P      . 

fraction  ^  telle  que  la  différence  A —  ^  soit  d'ordre  <  —  2V, 

V  étant  le  degré  du   dénominateur  Q,    est  nécessairement 
égale  à  Tune  des  réduites  précédentes. 

En  effet,  considérons  la  série  des  nombres  V|,  V2,  ••••; 
soit  V/2_i  le  dernier  nombre  de  cette  suite  qui  ne  surpasse 
pas  y.  On  aura,  par  hypothèse, 

A  -  Q  =  {^)> 

en   désignant,  pour  abréger,   par  f     ^^^ ■  j   une  expression 

d'ordre  —  (2v  -h  i)  au  plus  par  rapport  à  x. 
On  a,  d'autre  part. 


d'où 


P^  _  P  _  P.-,Q-PQ.-t  _  /    1    \      /      1     \ 

Or  on  a 

Donc  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  sera  d'ordre 
inférieur  à  — (v  4-Vy,_<).  Donc  il  doit  en  être  de  même  du 
premier.  Mais  le  dénominateur  Q«_i  Q  est  d'ordre  v  -+•  v,i_i . 
Donc  le  numérateur  doit  être  d'ordre  <Co.  Mais  c'est  un 
polynôme,  et  son  ordre  ne  peut  être  <  o  que  s'il  s'annule 
identiquement. 
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On  aura  donc 


d'où 


et,  par  suite, 

(5) 


P=A:P„_„ 


k  étant  un  polynôme  d'ordre  v  —  v„   i . 

P  .  . 

On  voit  par  là  que  jr  ne  sera  irréductible  que  si  v  =  v„_i, 

auquel  cas  le  facteur  k  se  réduit  à  une  constante. 

393.  Proposons-nous  de  déterminer  directement  une  frac- 

P 

tion  jT  dont  le  dénominateur  Q  soit  de  degré  v,  et  telle  que 

l'on  ait 


On  en  déduit,  en  chassant  le  dénominateur, 


AQ  = 


=-(5^) 


Il  faut  donc  que,  dans  le  produit  AQ,  les  termes  en  —  j  •  •  •>  — 

disparaissent. 

Soit,  comme  précédemment, 

et  posons 

Q  =  Bo-h  BiJ?-»-. .  .-h  Bv^r'. 

Le  coefficient  Cx  du  terme  en  — ^j  dans  le  produit  AQ,  sera 
évidemment  donné  par  la  formule 

Cx  — axBo-haX-HiBi-h..  .-h  ax_,-vBv. 
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Nous  aurons  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 


(6)                        C- 

0, 

•  •  •  > 

Cv       0. 

i^  Si  le  déterminant 

«i 

«î 

Oy+l 

Av 

•   • 

*3 

•     ■ 

.  .  .       9tv-|-s 

•    •    •               «    •    • 

3Kv-»-l 

*v+î 

«jV 

n'est  pas  nul^  ces  équations  détermineront,  sans  ambiguïté, 
les  rapports  des  inconnues  B;  la  fonction  Q  sera  déterminée 
à  un  facteur  constant  près;  on  obtiendra  la  valeur  corres- 
pondante de  P  en  calculant  la  partie  entière  du  produit  AQ. 
2®  Si  Ay  est  nul,  les  équations  (6)  ne  détermineront  pas 
complètement  les  rapports  des  coefficients  B,  et  le  poly- 
nôme Q  contiendra  plusieurs  constantes  arbitraires. 

Dans  tous  les  cas,  les  constantes  arbitraires  disparaîtront 
p 
du  rapport  ^,  en  vertu  de  la  relation 

Q  ""  Q«-i 

que  nous  avons  trouvée  plus  haut. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  condition  Ay^o  exprime 
qu'il  existe  une  réduite  de  degré  y.  Si  donc  tous  les  déter- 
minants A|,  A21  .. .  sont  différents  de  zéro,  ce  qui  aura  lieu 
en  général,  les  nombres  v^,  Vj,  . . . ,  v„,  ...  formeront  la  série 
complète  des  nombres  entiers,  et,  par  suite,  les  degrés  [i.|, 
[^2}  •••7  [^//i  •••  des  polynômes  ai,  027  •••)  ^/d  •••  seront 
égaux  à  l'unité. 

VIII.  —  Maxima  et  minima. 

394.  Soity(:r)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x. 
On  dit  que /(x)  est  maximum  pour  x  ^-z  Oy  si  l'on  peut 
déterminer  une  quantité  e  telle  que  l'on  ait 
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pour  toute  valeur  réelle  de  h  moindre  que  s  en  valeur  ab- 
solue. 

Elle  sera  minimum,  si  Ton  a  toujours 

f{a  +  h)^/{a)>o 

dans  ces  mêmes  conditions. 

Si,  au  point  a,  /(a^)  admet  une  dérivée /*( a)  différente  de 
zéro,  nous  avons  vu  que,  pour  h  suffisamment  petit, 

a  le  signe  de  hf\a).  Son  signe  changera  donc  avec  celui 
de  A,  et  il  ne  pourra  y  avoir  ni  maximum  ni  minimum. 

Pour  trouver  les  maxima  et  minima  de  /(^),  il  faudra 
donc  tout  d'abord  chercher  les  valeurs  de  la  variable  pour 
lesquelles  f'{x)  s'annule  ou  cesse  d'exister.  Soit  a  l'une  de 
ces  valeurs.  Pour  s'assurer  si  elle  donne  effectivement  un 
maximum  ou  un  minimum,  on  calculera  la  valeur  principale 
de  la  différence  f[a  +  A)  — /(«)  ;  car  c'est  évidemment  de 
son  signe  que  dépend  celui  de  cette  différence  pour  les  pe- 
tites valeurs  de  A.  Si  ce  terme  principal  est  constamment 
négatif,  on  aura  un  maximum  ;  s'il  est  constamment  positi£, 
un  minimum.  Sinon,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

Si/(.r)  est  développable  aux  environs  du  point  a  parla 
série  de  Taylor,  la  réponse  à  cette  question  sera  immédiate. 

En  effet,  dans  ce  cas,  /'(ci)  s'annule  nécessairement.  D'au- 
tres dérivées  pourront  s'annuler  également.  Soit /"(a)  la 
première  de  celles  qui  ne  s'annulent  pas  :  on  aura 

/(a  +  A) -/(«)  = —^'--/'' (a -H  6/0. 

Ija  dérivée  /"(x)  étant  supposée  continue  au  point  a, 
/"(a  +  hh)  aura  pour  limite /"(a)  quand  h  tend  vers  zéro. 
Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  suffisamment  petites, 
elle  aura  le  signe  de /"(a).  D'autre  part.  A"  sera  toujours 
positif  si  n  est  pair  ;  au  contraire,  si  n  est  impair,  son  signe 
cliange  avec  le  signe  de  A.  Donc  : 

Jly  a  maximum,  si  n  est  pair,  etf"(a)  <  o  ;  minimum, 


SfiRlBS.  377 

si  n  est  pair,  et  /"(«)  >  o.  //  ny  a  ni  maximum  ni  mi- 
nimum  si  n  est  impair. 

395.  Une  fonclîon  réelle  f{Xjj\  . . .)  de  plusieurs  varia- 
bles réelles  x^  y^  ...  sera  maximum  au  poinl  a,  6,  ...  si 
Ton  peut  déterminer  une  quantité  e  telle  que  Ton  ait 

f{a-^  h,  h  -h-  k,  . . .)  —/{a,  b,  . . .)  <o 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A,  A",  ...  de  module  -<  e  ; 
elle  sera  minimum,  si,  dans  les  mêmes  conditions,  on  a 
constamment 

/{a  -h  A,  h  -h  /.  .  .  .)  — /(a,  bj  . .  .)  >  O- 

Une  première  condition  pour  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum  est  qu'au  point  a,  b,  ,. ,  chacune  des  déri- 
vées partielles  -r-y  -f^>  •  •  •  s'annule  ou  cesse  d'exister. 

'^  ôx    ay 

En  effet,  si  l'on  pose  en  particulier  Xr=r...=  o,  la  dif- 
férence 

f{a-^h,  b,  ...)—/(«>  ^»  •  ••) 

devra  conserver  un  signe  constant,  tant  que  [  h  |  sera  <  e. 

Donc  -^  s'annule  ou  cesse  d'exister  au  point  a,  i, De 

ox  ^  '     ' 

même  pour  les  autres  dérivées  partielles. 

396.  Supposons  la  fonction /(^,j^,  . . .)  développable  par 
la  série  de  Taylor  aux  environs  du  point  a,  6, Ses  déri- 
vées premières  devront  s'y  annuler.  Admettons  qu'il  en  soit 
Je  même  pour  toutes  les  dérivées  suivantes  jusqu'à  celles  de 
l'ordre  n  exclusivement.  On  aura 

J\a  -^  /ly  b  -h  /.*,  .  . .)  —/{a,  6,  . .  .) 

I  .  2  ...  M 
d  .    d 


+ 


"Ta  +  ^  Tb 


J{a  4-0/i,  ^4-6Â',  .  .  .) 


1 . 2 . .  .  (  /e  -h  I  ; 
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Posons  . 

p  =  \Jh*  _|-  A'2  4- .  . . ,         h  —  ph'j         k:=:pk\  ..., 

d'où 

L'expression  précédente  prendra  la  forme 

'   ni' ,      '   /Ml  f^ 

i  ,'.>...  ,n        1 . 2 ...(//  -h  I ) 

P/i  et  P;,^!  élant  des  polynômes  homogènes  en  h\  k',  . . . ,  de 
degré  n  et  n  -{- 1  respectivement. 

Les  coefficients  de  P,i+i  sont,  à  des  facteurs  binômiels 
près,  les  valeurs  des  dérivées  d'ordre  /i  H-  1  au  point  a4-8A, 
è-h  6  A", . . . ,  lesquelles  ont  pour  limites  les  valeurs  des  mêmes 
dérivées  au  point  t/,  b,  ...  lorsque  A,  k,  ...  tendent  vers 
zéro.  D'autre  part,  |  A'|,  |  /r'  |,  ...  ne  peuvent  surpasser  l'unité. 
On  pourra  donc  assigner  un  nombre  fixe  M  tel  que  l'on  ait 


■  /i-»-ir 
I  .  3  .  .  .  (  /l  -h  I  ) 


<Mp'»-^» 


dès  que  A,  k,  . , .  seront  suffisamment  petits. 

Quant  au  premier  terme,  divers  cas  seront  à  distinguer  : 

I®  Le  polynôme  P^  reste  constamment  positif,  pour  tous 

les  systèmes  de  valeurs  réelles   de   A',   k',   ...  (sauf  pour 

h'=  k^= . . .  =  o,  auquel  cas  il  s'annule).  Dans  ce  cas,  pour 

les  systèmes  de  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  à  la 

condition 

V«+ A-'» -+-...  =  !, 

P;2  sera  positif,  et,  comme  c'est  une  fonction  continue,  sa 
valeur  ne  pourra  s'abaisser  au-dessous  d'un  minimum  fixe  m. 
On  aura  donc 

fil  M** 

/(a  -h  h,b-{-  X-,  .  . .)  — /(nr,  b,  . .  .)  > Mp«+». 


I 
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Celte  quantilé  sera  positive  dès  que  p  sera  devenu 

m 


< 


1 . 2 . . .  /i .  M 


Il  y  aura  donc  minimum. 

2**  Si  Pn  reste  constamment  négatif,  le  même  raisonne- 
ment montre  qu'il  y  a  un  maximum. 

3**  Si  P/i  peut  prendre  des  valeurs  positives  et  des  valeurs 
négatives,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

Supposons,  en  effet,  que  P«  soit  égal  à  -h  m<  pour  le  sys- 
tème de  valeurs  h\,  k\,  ...  et  égal  à  — /Wa  pour  un  autre 
système  de  valeurs  A^,  k[^^ Soient 


Posons 


/(i  j  -\-  A'j  •+  .  . .  —  À I , 

il  a     '~T~   A  »     ~T~  •   •    ■  ^  t  • 


/i'=:i-A;,  A:'=lÂr;, 


d'où 


on  aura 


/t'l_HA-'»4-...-i; 


PJJiVk'.  ...)p''  _       mr/ 


I  .a. .  ./i  1 .2. .  ./iXj 


et 


/{a  +  h',b  +  k',...)-/(a,b,...)>         '\„-Mp"^', 

quantité  positive  pour  p  infiniment  petit. 

Au  contraire,  si  l'on  déterminait  h\  Xr',  ...  par  les  rela- 
tions 

il  —  >~  "  j  »         '*  —  ^~  "  1  >  •  •  •  > 

Aj  Aj 

on  aurait 

f(a^h,b-¥'k....)-/{a,  b,  ...)< '^'^\„  +  Mp"-^S 

quantité  négative  pour  p  infiniment  petit. 

Ce  cas  se  présentera  nécessairement  si  n  est  impair,  car 


'n. 
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on  changera  le  signe  de  P«  en  changeant  celui  des  varia- 
bles. 

4**  Enfin,  si  P„  ne  peut  pas  changer  de  signe,  mais  peut 
s'annuler  pour  quelque  système  de  valeurs  autre  que 

il  y  aura  doute. 

397.  La  distinction  des  quatre  cas  ci-dessus  est  aisée  à 
faire  dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  où  /i  =  2.  On  n'aura 
qu'à  mettre,  par  un  procédé  d'Algèbre  connu,  le  polynôme 
du  second  degré  P2  sous  la  forme 

Pj—  a,XJ  -f.  a,X*  -h.  .  .-h  flT/X?         («5  m), 
les  X  étant  des  fonctions  linéaires  distinctes  des  m  variables 

Supposons  d'abord  que  les  coefficients  a  ne  soient  pas 
tous  de  même  signe  et  qu'on  ait,  par  exemple,  a^  >  o, 
<72<  o.  Si  l'on  détermine  A',  A*',  ...  de  telle  sorte  qu'on  ait 

X,  ^  o,  Xjriz.  .  .r=  X,'=0, 

P2  sera  positif.  Si  l'on  pose,  au  contraire, 

Aj  ;-  o,  A j  1=:  Xj  i^ .  .  .  n^  jLf'^z  O, 

il  sera  négatif.  Il  n'y  a  donc  ni  maximum  ni  minimum. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  a  soient  tous  de  même 
signe,  P2  aura  toujours  le  signe  des  a,  à  moins  qu'on  n'ait 

A I  —  ...  —  A/  —  O, 

auquel  cas  il  s'annule. 

Si  /  <;  /n,  on  peut  satisfaire  à  ces  conditions  par  une  infi- 
nité de  valeurs  de  A',  Xr',  ....  On  sera  donc  dans  le  cas  dou- 
teux. 

Si  /r=://i,  ces  conditions  ne  seront  satisfaites  que  pour 
h'=  k':-^. .  .=  o.  11  y  aura  donc  minimum  si  les  a  sont  po- 
sitifs, maximum  s'ils  sont  négatifs. 
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398.  Considérons,  en  parliculier,  le  cas  de  deux  variables. 
Posant,  pour  abréger, 

da^"     '  Ôadb'^     '  db^"     ' 

nous  aurons 

Si  A^o,  cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Donc 

Si  AC  —  B'<:o  ni  maximum  ni  minimum, 

AG  — B*=o  doute, 

AC  —  B*>o,  A  >■  o  minimum, 

AC  —  B'>o,  A<o  maximum. 

Si  A=o,  on  trouve  les  mêmes  caractères.  En  effet,  soit 
d'abord  B^o,  d*oii  AC  —  B^<o.  Il  n'y  aura  ni  maximum 
ni  minimum,  car  Pi=  aBA'^-h  Ck'^  aura  à  volonté  le  signe 
de  k!  ou  le  signe  contraire,  suivant  qu^on  prendra  K  plus 

grand  ou   plus    petit  que U^-   Enfin,   si   B  =  o,  d'où 

AC  —  B2  =  o,  Pa  se  réduit  à  CA*'*  et  s'annule  pour  A*'=o, 
quel  que  soit  h'.  Il  y  a  donc  doute. 

399.  La  discussion  des  cas  douteux  peut  se  faire  d'une 
manière  à  peu  près  complète  pour  les  fonctions  de  deux  va- 
riables. En  effet,  dans  ce  cas, 

/{a-^h,  b -Y- k) -^ /{a,  b) 

est  une  série  de  puissances  entières  de  h  et  de  k. 

Si  cette  série  contient  en  facteur  une  puissance  de  A,  telle 

que  h^y  mettons-la  en  évidence  ;  nous  aurons  une  expression 

de  la  forme 

h^S{k,h). 

Soit  AAr"  le  terme  de  degré  le  moins  élevé  en  k  dans 
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8(^,0).  Pour  h  infiniment  petit,  Téquation  S(/r,  A)  =  o 
donnera,  pour  ky  n  racines  infiniment  petites,  dont  on 
pourra  calculer  les  développements  suivant  les  puissances 
croissantes  (entières  ou  fractionnaires)  de  h  par  la  méthode 
des  n*'*  361  à  368.  Soient  K,  K',  . . .  ces  développements  ; 
V,  v',  . . .  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs.  Nous  pour- 
rons écrire 

A*  S(^,  h)  —  h^(A  —  Ky  {k  —  Yjy ., .  ^"(A-,  h), 

W  étant  une  série  de  puissances  entières,  qui,  pour  A  =  o, 
A-  =  o,  ne  s'annule  plus  et  se  réduit  évidemment  à  A. 

Pour  les  valeurs  réelles  et  suffisamment  petites  de  h  et 
de  A",  W  aura  évidemment  le  signe  de  A. 

Considérons  les  autres  facteurs  du  produit.  Si  Tun  des 
développements  K  est  compliqué  d'imaginaires,  il  sera  évi- 
demment accompagné  du  développement  conjugué  K|,  qui 
sera  du  même  ordre  v  de  multiplicité.  Le  produit 

(A^~K)v(/r_K,)^ 

sera  toujours  positif;  et  ces  facteurs  n'entreront  pas  en  ligne 
de  compte  dans  le  signe  du  produit. 

La  même  chose  a  lieu  si  K  est  réel,  mais  v  pair;  car  le 
facteur  (A*  —  K)^  ne  peut  être  négatif;  la  seule  nuance  est 
qu'il  est  susceptible  de  s'annuler. 

De  même,  si  a  est  pair,  h^  ne  pourra  être  négatif. 

Si  donc  il  n'existe  que  des  facteurs  de  l'espèce  considérée 
jusqu'à  présent,  la  différence  f{a  -^  h^b  '\-  k)  — /(a,  6J) 
aura  toujours  le  signe  de  A^  tout  au  plus  sera-t-elle  suscep- 
tible de  s'annuler.  Il  y  aura  maximum  ou  minimum,  suivant 
que  A  est  négatif  ou  positif. 

Mais  si,  cette  suppression  faite,  il  reste  encore  des  fac- 
teurs, il  n'y  aura  ni  maximum,  ni  minimum. 

En  effet,  supposons  par  exemple  qu'il  nous  reste  les  fac- 
teurs 

/i«(A:-K)^(A-  — K')^', 

K  et  K'  étant  réels,  et  a,  v,  v'  impairs. 
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Faisons  tendre  h  vers  zéro  plus  rapidement  que  A",  de  telle 
sorte  que  K  et  K'  soient  très  petits  par  rapport  à  A*;  k  —  K 
et  k  —  K'  conserveront  leur  signe  si  l'on  change  le  signe 
de  A,  tandis  que  h^  changera  de  signe.  Donc  la  diflférence 
/(a  -h  A,  6  -h  A)  — /(«,  b)  ne  garde  pas  un  signe  constant. 

Supposons  maintenant  qu'il  ne  reste  pas  de  facteur  h^^ 
mais  seulement  les  facteurs 

Posons  A'  =  K  -h  zh^j  t  étant  égal  à  dz  i ,  et  A^  étant  d'un 
ordre  plus  élevé  par  rapport  à  h  que  la  différence  K —  K'.  Ou 

aura 

(A— Kr(A-K'r'  =  £A^''(K-~K'H-£A>)>''. 

Pour  h  infiniment  petit,  le  signe  du  dernier  facteur  sera 
le  même  que  celui  de  (K  —  K.')^',  quel  que  soit  le  signe  de  e  ; 
donc  le  produit  changera  de  signe  avec  s  et  il  n'y  aura  ni 
maximum  ni  minimum. 

400.  Nous  aurons  d'après  cela,  pour  décider  de  l'existence 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  à  effectuer  les  opérations 
suivantes  : 

Nous  déterminerons  d'abord  le  facteur  h^  commun  à  tous 
les  termes  de /{a  -+-  A,  6  -+-  A)  — /(^/,  b).  Si  a  est  impair,  il 
n'v  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Si  a  est  pair  ou  nul,  nous  chercherons  le  premier  terme 
Mhv-  de  chacun  des  développements  K,  K', Nous  obtien- 
drons, par  la  méthode  du  n^  361,  un  certain  nombre  de  va- 
leurs de  (X,  et,  pour  chacune  d'elles,  une  équation 

qui  déterminera  les  M  correspondants. 

Nous  chercherons  les  racines  réelles  de  cette  équation 
(les  racines  imaginaires  peuvent  être  écartées,  car  les  déve- 
loppements qui  s'en  déduisent  n'influent  pas  sur  le  signe  du 
produit). 
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Si  l'une  de  ces  racines  est  d'un  ordre  de  multiplicité  im- 
pair ^1,  il  n'y  a  ni  maximum,  ni  minimum;  car,  parmi  les 
développements  en  nombre  /i|  qui  s'en  déduisent,  ceux  qui 
sont  imaginaires,  étant  conjugués  deux  à  deux,  sont  en 
nombre  pair;  il  reste  donc  un  nombre  impair  de  développe- 
ments réels  égaux  ou  inégaux;  l'un  au  moins  d'entre  eux 
sera  doncrun  ordre  de  multiplicité  impair. 

Si  rii  est  pair,  il  faudra  calculer  le  second  terme  M|  h^*  des 
/Il  développements  qui  ont  pour  premier  terme  MAh^.  Dans 
les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  de  M|,  on  négli- 
gera encore  les  racines  imaginaires  et  s'il  existe  une  racine 
réelle  d'ordre  impair,  on  affirmera  qu'il  n'y  a  ni  maximum 
ni  minimum. 

Si  Ton  arrive  à  n'avoir  plus  que  des  équations  privées  de 
racines  réelles,  il  y  aura  maximum  ou  minimum. 

On  arrivera  ainsi  à  trancher  la  question. 

1°  S'il  existe  des  développements  réels  d'ordre  de  multi- 
plicité impair  ; 

2°  S'il  n'existe  pas  de  développement  réel  d'ordre  de  mul- 
tiplicité pair,  et  dont  le  nombre  des  termes  soit  illimité. 

Mais  si  aucune  de  ces  deux  conditions  n'est  satisfaite, 
on  ne  pourra  jamais  arriver  à  la  certitude.  En  effet,  on 
pourra,  en  poussant  assez  loin  les  calculs,  éliminer  les  déve- 
loppements imaginaires,  et  ceux  des  développements  réels 
d'ordre  de  multiplicité  pair  qui  s'arrêteraient  d'eux-mêmes 
après  un  nombre  limité  de  termes;  mais  les  autres  resteront 
toujours,  sans  qu'on  puisse  assurer  que  la  prolongation  des 
opérations  ne  permettrait  pas  de  les  dédoubler. 

401.  Maxima  et  mininia  relatifs.  —  Soit  à  trouver  les 
maxima  et  minima  d'une  fonction /(^,  y^  z,  w),  les  variables 
étant  liées  par  deux  relations 

(i)  f^{a:,y,z,u)  =  o, 

(a)  ^(J?, /,  5,  f/)=io. 

Imaginons  qu'on  ait  tiré  de  ces  relations  les  valeurs  de  z, 
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u  en  x,^,  pour  les  substituer  dans/*;  il  viendra 

et,  pour  qu^il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il  faudra  que 

d¥       (?F      .  „  .  1,     • 

T-  et  -r-  soient  nulles  ou  cessent  d  exister. 
ôx      ôy 

Bornons-nous  encore  au  cas  ou  1  on  aura  -3—  =  o,  -r-  =  o, 

ôx  ôy 

ou  plus  simplement  d¥  =  o.  On  a 

(3)  ^F  =  f/  dx  -^  ^-  dy  -f  %  dz  -+-  y  du  =  o, 
^  OX  ÔY    "^         ôz  du 

et  cette  équation  devra  être  identiquement  satisfaite  pour 
toute  valeur  de  dx  et  de  dy  après  qu^on  y  aura  remplacé  dz 
et  du  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

/  /  N  ôo    ,  ôo    .  ô^    .         ô^    . 

(4)  -^  dx  ^  -^  dv  -^  -r^  dz  -^  -^  du  —  o, 
^     ^          ôx  ôy    "         ôz  ou 

(5)  -^  dx  -^  ~  dy  -^  -~  dz  H-  -r-  du  =:  o, 
^  ôx  ôy    '         ôz  ou 

qu^on  obtient  en  difTérentiant  les  équations  y  =  o,  ^  =  0, 
Il  faudra  donc  éliminer  rfs,  du  entre  ces  équations  (3),  (4)? 
(5)  et  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  dx  et  de  dy  dans 
Téquation  résultante. 

Pour  effectuer  cette  élimination,  multiplions  les  équa- 
tions (4)  et  (5)  par  des  facteurs  indéterminés  X,  ijl,  puis 
ajoutons-les  à  l'équation  (3);  il  viendra 

fâf       .  â^  ô^\   ,         [àf.  f}?  ô^\  , 

\ôx  ôx  ôx)  \ôy  ôy  ôy  J    " 

(ôf       .  0-:^  ô^\   ,  (ôf       .  ô'^  ô^\   , 

\ôz  ôz         '    ôz  ]  \ôu  ou  ou  j 

et  Télimination  sera  effectuée  si  nous  déterminons  X  et  |x  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

iCLK       ôf  .    ()o  à^  ôf  .    ^Î5  ô^ 

ôz  ôz  ôz  ou  ou  ou 

J.  —  I.  iS 
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Égalant  alors  à  zéro  les  coefficients  de  dx  el  de  dy^  nous 
aurons 

Les  équations  (6)  el  (7),  jointes  aux  équations  (i)  et  (2), 
détermineront  les  six  quantités  jr,  y,  j,  1/,  X,  jjl. 

On  remarquera  que  les  équations  (6)  et  (7)  s^obtiendraient 
immédiatement  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la 

fonction 

^  -h  X©  4-  \>Af, 

402.  Soît  à  déterminer  la  plus  grande  (ou  la  plus  petite) 
valeur  que  prend  la  fonction  f{x)  lorsque  x  varie  de  Xq  à  .ri . 
Cette  valeur  peut  correspondre  à  l'une  des  limites  ou  à  un 
point  intermédiaire  a.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  clair  que 
f{a)  sera  un  maximum  (un  minimum)  de  la  fonction  f{x). 

Pour  résoudre  la  question,  il  faudra  donc  calculer  les 
maxima  (ou  minima)  f{(t)^  f{^)'>  •••  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  de  Xq  à  ^i,  ainsi  que  ses  valeurs  extrêmes /(^Tq). 
/(jCi),  et  prendre  la  plus  grande  (ou  la  plus  petite)  de  ces 
quantités. 

On  agirait  d'une  manière  analogue  pour  déterminer  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  valeur  d'une  fonction  de  plusieurs 
quantités  lorsque  le  champ  de  leurs  variations  est  assujetti  à 
certaines  limitations. 

403.  Appliquons  les  méthodes  précédentes  à  quelques 
problèmes. 

Problème  I.  —  Trouver  la  plus  courte  dislance  d^un 
point  P  à  une  droite  D. 

Soient  a,  ai,  a2  les  coordonnées  du  point;  a,  a,,  ^2  celles 
d'un  point  fixe  pris  arbitrairement  sur  la  droite;  6,  61,  b^  ses 
cosinus  directeurs,  c'est-à-dire  les  cosinus  des  angles  qu'elle 
fait  avec  les  axes.  Les  coordonnées  x^y,  z  d'un  point  situé 
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sur  la  droite  à  la  distance  t  du  point  a^  a^,  a^  seront  évidem- 
ment 

et  sa  distance  8  au  point  P  sera  donnée  par  la  formule 

0*  zr  (  a  4-  ^»/  —  a  )'  -h  ( a  1  -4-  ^»i  «  —  a,  )«  4-  (  a,  -h  ft,  «  —  a,  )■ 

Il  s'agit  de  déterminer  la  distance  variable  t^  de  telle  sorte 
que  cette  expression  soit  minimum. 

Elle  a  pour  dérivée  22  6(a  +  6^  —  a),  quantité  toujours 
continue.  H  faudra  donc  égaler  cette  dérivée  à  zéro,  ce  qui 
donnera 

d'où 

2A(a  — a) 

'  = sT» 

Substituons  cette  valeur  dans  l'expression 

S«=  S(a  4- ^»^  —  a)*=  2(a  —  a)»-h  2«  2  A(rt  —  a) -h  r*2  6*, 
il  viendra 

Cette  expression  représente  bien  un  minimum,  car  la  dé- 
rivée seconde 


est  positive 


404.  Problème  II.  —  Trousser  la  plus  courte  distance 
de  deux  droites. 

Soient 
(8)         x-=za-\-  bt^        y=:ai-h  b^ty         5=z:a,H-ft,f 
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les  coordonnées  d'un  point  de  la  première  droite, 

celles  d'un  poinl  de  la  seconde  droite. 

La  distance  o  de  ces  points  sera  donnée  par  la  formule 

=  («  —  a -h  6^  —  pT)«H- («1  — a, -h  6,^  —  p,'c)2 

11  s'agit  de  déterminer  les  variables  /  et  t  de  telle  sorte  que 
celle  expression  soit  minimum. 

Les  dérivées  partielles  de  cette  expression  par  rapport  à  / 
el  à  T  sont  toujours  continues.  En  les  égalant  à  zéro,  on  aura 
les  deux  équations  de  condition 

H-  Pî(«j— «i-+-*î^  — Pî'c)  =  o. 

Éliminant  successivement  entre  ces  équations  chacune  des 
(|uantités  entre  parenthèses,  et  posant,  pour  abréger, 

on  en  déduit 

a  —  n  -\-  bt  —  [ix  r?,  —  a,  -f-  ^1  ^  —  ?i  x  ffi  —  a^  -h  b^  f  —  %f 

A  -  \,  -  T, 

SoitX  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  on  aura,  pour 
déterminer  t,  t  et  X,  les  trois  équations  linéaires 

AX  -+- i^T    — bt   ^=z  a  — a, 
AjX  -+-  ?iT  —  bitzLzoï  —  a,, 
A^X  -h  Pi'z  —  b^t  z=z  a^ —  aj, 


d'où  l'on  déduit 
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D' 
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N 


L,  M,  N,  D  désignant  les 'déterminants  suivants  : 


L  = 


a  —a      p 

a,— a,     p, 

«ï—  «1     Pî 


M=: 


a  —  a 


A|     a. 


-h, 


=  A(a  — a)4-Ai(a|  — ai)4-Aj(aj— Xî), 


N  = 


A,  a,— a,     —  6i 

A  p      a  —a 

A,  p,     a,  — «1 

Aj  P,     a,  —  «j 


=  A«-hA;+AJ. 


A      p      ~6 
D.=    A,     p,     -^ 
A,     p,     -6, 

Enfin,  l'on  a 


ihL 


y/Â^ 


AJ 


Aï 


Il  est  évident,  d'après  la  nature  du  problème,  que  cette  va- 
leur de  8^  est  un  minimum.  Pour  le  vérifier,  formons  les  dé- 
rivées secondes 


1  d»o' 


2    dt^ 

1  ^^ 
1  dt&z 

2     dT« 


=  b^-^b\-hbl 


=  P'-+-P?-hPÎ. 


La    quantité    représentée   dans   la  théorie    générale   par 
AC  —  B>  est  égale  à 

4(6'+  6»  +  fej)  (p'+  p;  +  p«)  -  4(6?  +  6.P.+  6.?.)» 
=  4(A»-hAî-hAî). 
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Elle  est  positive.  Donc,  il  y  a  bien  maximum  ou  minimum. 
D'ailleurs 

ce  sera  donc  un  minimum. 

405.  Remarque  /.  —  Les  quantités  é,  6|,  b<i  et  p,  pi,  p2, 
étant  les  cosinus  directeurs  des  deux  droites  données,  satis- 
feront aux  équations 

Mais  nous  n'avons  pas  fait  usage  de  ces  équations.  Les  for- 
mules trouvées  subsisteraient  donc  en  donnant  à  6,  ft<,  6^, 
p,  p,,  ^a  des  valeurs  quelconques.  D'ailleursy  le»  équations 
(8)  et  (9),  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

■r  —  a  _  y  —  ai  __  s  —  a,  _ 
6      ~~      6,      ~      6,      ~"  ' 


l 


P  P. 

ne  cesseraient  pas  de  représenter  des  lignes  droites. 
Remarque  IL  —  Si  nous  posons 

a  =:  dP  -h  A<z,  «j  z=  «i  -|—  Laf^ y         a,. zn  «j  -h  Aa», 

p  =  6  H-  Aô,  61  m  ^1  H-  A^i,  Pj  =  è, -h  ^bty 

les  formules  précédentes  deviendront 

kz=b^  A6,—  ^,  A6,,      Al  =r  6,  A^»  —  6  A6„     a,  ^  6  A6,  —  6,  A6, 

Aa      A6      b 

L  =:  —  (  A  A^  -h  A,  Aa,  -h  A,  Aa, )  = 


M  = 


A  Aa  ^ 
Al  Aai  bi 
As     AiZ]     ^1 


N  = 


AéB]       A6]       61 
A^s     A^2      6| 

A       I»  H-  A6       —  Aa 
Al      ^1  -H  A^      —  A^i 

Aj     ôj-+-  Aôj     —  Aa^ 


d  =  a*4-aî4-a;, 
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et  Ton  aura  encore 

D  D  D  ^A»-hA;  +  AÎ 

Nous  ferons  un  fréquent  emploi  de  ces  formules. 

406.  Problème  III.  —  Trouver  la  plus  courte  distance 
d'un  point  à  un  plan. 

Soient  a,  b,  c  le>  coordonnées  du  point  et 
(10)  mx  -^  ny  -\-pz  -^g  =:o 

Inéquation  du  plan.  Nous  aurons  à  rendre  minimum  l'expres- 
sion 

8*  =  (:r  —  a)»-h  (j  —  6)«H- (5  —  c)», 

où  Xj  y^  z  sont  liés  par  Téquation  précédente.  D'après  la 
règle  générale  donnée  pour  la  recherche  des  min ima  relatifs, 
nous  aurons  à  égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  l'expres- 
sion 

ce  qui  donnera  les  équations 

2{x  —  ût)  -i-  Xm  =  o, 
2{y —  6)  -f-  X/i  =  o, 
2(5  —  c)4-X/>  =0, 

auxquelles  on  joindra  la  suivante 

o  1=  mx  ■+-  ny  -y-  pz  -\-  q 

z=:im{x  —  a)  -h  n{y  —  b)  -h  p(s  -^  c)  -{-  ma  4-  nb  -^pc  -h  q. 

On  en  déduit 

X  —  a  =  —  iXm,        y — 6= — ^X/i,         z  —  c  =z — {X/?, 

^  .  ma  -h  nb  -\-  pc  -\-  q 

*  m*  -h  /i*  -h  p* 

M       /,.,,,     ,         ,         ,,       {ma-h  nb  -\- pc-^qy 
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Pour  vérifier  que  cette  expression  représente  bien  un  mi- 
nimum, cherchons  les  dérivées  secondes  de  S^  considéré 
comme  fonction  des  variables  indépendantes  x^  y^  et  d'une 
fonction  z  de  ces  variables,  définie  par  Téquation  (lo).  On 
aura  successivement 

^  ô*  ^dz       ,  .2m,  . 

-^—  =2(X  —  û)4-2(-3— C)^i—  =  (2J7  —  a)—  - — -{z  —  C), 
OJC  ^  ÔJC  P 

<^*  0*  im  dz  im} 

rm  2 r-  =1  2 


dx^  p    dx       "        p 

d*  §*  im  dz       imn 


dx  ây  P    àf  '       /;* 

On  trouvera  de  même 


d^  a»  2  /i» 

=  2  4- 


ày^  p 


t 


Les  expressions   désignées  dans  la  théorie  générale  par 
AC  —  lî^  et  A  seront  ici 

et 

2  m* 


2 


Toutes  deux  étant  positives,  on  aura  un  minimum. 

407.   Problème  IV.  —  Trouver  les  maxima  et  mînima 

f 
de  la  fraction -^ 

1 

/=«, i. r* H- a„r* 4-^33  5*4-  'la^^xy  -^  î^^iaV-s  -h  2 a, ,5^ 

et 

o  =  a,,a™--h  ^iiY^-\-  ajaS^H-  2a,, a:^' -h  l'^t^yz  4-  I9.x%^^ 

étant  deux  Jonctions  homogènes  du  second  degré  en  x, 
La  valeur  de  cette  fraction  ne  dépendant  que  des  rapports 
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des  variables  x^y^  5,  il  est  permis  de  supposer  leurs  valeurs 
absolues  choisies  de  telle  sorte  qu'on  ait  (p  =  i . 

On  aura  donc  à  trouver  les  maxima  et  minima  de/,  étant 
donnée  Téquation  de  condition 


c5  — 1  =  0. 


On  devra,  comme  on  sait,  déterminer  :r,  y^  z,  \  par  les 
équations 

?  —  '» 

(M)      f  ^x|î=o,         ;^4-X^=:o,         ^-^X^  =  o, 
'      ox         àx  dy         dy  dz         àz 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

(a„-h  Xa„)^  +  (ajj4-  Xa„)/  +  («„-+-  X«i3)s  =  o, 
(a,, -h  Xa,s)  J7  -h  (««-H  Xajs)/  -H  («33+  X^as)^  =  o. 

Or  Téquation  cp  =  1  montre  que  x^y^  z  ne  peuvent  être 
nuls  à  la  fois.  Donc  le  déterminant  des  équations  (12)  doit 
être  nul,  ce  qui  donnera  une  équation  du  troisième  degré 
en  "k. 

Soit  À  une  des  racines  de  cette  équation;  en  la  substituant 
dans  les  équations  (12),  elles  se  réduiront  à  deux  équations 
distinctes,  qui  fourniront  les  rapports  de  x,y^  z.  L'équation 
p=  I  achèvera  de  déterminer  ces  quantités. 

La  valeur  correspondante  de  —  sera  —  X.  En  effet,  /  et  <p 

étant  des  fonctions  homogènes  du  second  degré,  l'on  aura 

à/  àf  âf 

ôjc      *   Or         ôz        -^ 


do  do         do 

dx      -^  dv         dz 


^--^  ^J.iT:-^-:Tt  =  2cp, 


Les  équations  (1 1),  respectivement  multipliées  par  x^y^  z 

et  ajoutées  ensemble,  donneront  donc 

f 
2/4-25).  =  0,  d'où  i^=:  — X. 
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Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  que  la  fonc- 
tion  'f  peut  se  mettre  sous  la  forme 


«11(^1-+-  — /-+--^^)   -H?!, 
\  «Il  «Il     / 


f  I  étant  une  fonction  de  y  et  de  z,  telle  que 
On  pourra  de  même  mettre  f  1  sous  la  forme 


^■■(-fcO' 


La  fonction  ^  sera  ainsi  décomposée  en  une  somme  de  trois 
carrés,  respectivement  multipliés  par  an,  ^n,  r. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  ces  trois 
coefficients  sont  positifs.  Il  est  clair  que  cette  condition  est 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  ç  prenne  une  valeur  posi- 
tive et  différente  de  zéro  pour  tout  système  de  valeurs  de 
•^jJKî  5  autre  que  o,  o,  o.  Cette  condition  étant  remplie,  les 
valeurs  de  x,  y,  z  pour  lesquelles  on  a  çp  =  i  auront  néces- 
sairement un  module  borné  ;  car  il  faudra  que  chacun  des 
trois  termes  positifs  dont  f  se  compose,  pris  isolément, 
soit  ^  I .  Les  valeurs  de  /  correspondant  à  ces  divers  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x^  y^  z  seront  donc  bornées,  «l,  par  suite, 
f  présentera  nécessairement  au  moios  un  maximum  et  un 
minimum  réels,  correspondant  à  des  valeurs  réelles  des  va- 
riables. Soient  x^^  y^^  z^  les  valeurs  qui  correspondent  au 
maximum,  par  exemple;  \\  la  valeur  correspondante  de  X. 

Posons 

^,  7^,  ^  étant  de  nouvelles  variables,  et  m,  n,  mi,  /E|,  m^^  n^ 
des  quantités  quelconques  telles  que  le  déterminant  de  la 
substitution  ne  soit  pas  nul.  Aux  valeurs  X'=^Xs^  y^^y^i 
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z  =  Zij  qui  donnent  le  maximum,  correspondront  les  valeurs 
Ç  =  i,  T,  =  0,  Ç  =  o.  D'ailleurs,  après  la  transformation, 
y*et  ç  deviendront  des  fonctions  des  nouvelles  coordonnées, 
homogènes  et  du  second  degré,  comme  auparavant. 

La  transformation  une  fois  exécutée,  appelons  ^,  .y,  z  nos 
nouvelles  variables  primitivement  désignées  par  ^,  7,,  s*  Appe- 
lons également  ai  1^..  .,  ai,i^ .  ..les coefficients  des  fonctions/ 

f 
et  ç  rapportés  à  ces  nowveBes  variables;  —  sera  maximum 

et  (f  égal  à  Funité  pour  x  =  i^  y  =  o^  z  =  o,  )^  =  "Xj .  On 
aura,  par  suite,  a^  t  =  i ,  et  les  équations  (12)  étant  satisfaites 
pour  le  maximum,  on  aura,  d'autre  part, 

(i3)       a|,-hX,==:o,     ai,-hXjaiji=o,     «1,4- X|a,3=:  o. 

Posant  maintenant,  pour  abréger, 

on  aura 

'fi  et /i  éiant  des  fonctions  de^,  z,  dont  la  première  sera 
positive  pour  tout  système  de  valeurs  de  y,  z  autre  que 
y  =  o,  z  =  o. 

Opérant  maintenant  sur  les  fonctions  ç^,  /^  de  la  même 
manière  que  nous  l'avons  fait  sur  <p  et  /,  nous  pourrons  les 
mettre  sous  la  forme 

?2  ety2  ne  contenant  plus  que  z,  et  par  suite  étant  respecli- 
vement  de  la  forme  ^z^,  -^^z^. 
Posant 

on  aura 
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et,  par  suite, 

d'où  ce  théorème  : 

Etant  donné  un  système  de  deux  fonctions  quadra- 
tiques f  et  ^  dont  Vune  est  toujours  positive,  on  pourra, 
par  un  changement  de  variables  réel,  en  faire  disparaître 
les  rectangles  des  variables. 

Les  deux  fonctions  étant  ainsi  préparées,  Téquation  en  \ 
deviendra 


o  = 


>.,4-X 

0 

0 

0 

X,4-X 

0 

0 

0 

-X,4-X 

=  a-XO(X-XO(X~X,), 


Cette  équation  a  pour  racines  les  trois  quantités  réelles).,, 

X.2y  )^3-  Donc,  Inéquation  en  \  a  toujours  ses  racines  réelles. 

On  voit  immédiatement  sur  les  équations  (i4)  que  la  plus 

grande  de  ces  racines  rendra  -  minimum;  la  plus  petite  le 

rendra  maximum,  la  troisième  ne  donnera  ni  maximum  ni 
minimum. 
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CHAPITRE  lY. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES   DE  LA  SÉRIE 

DE  TAYLOR. 


I.  —  Points  ordinaires  et  points  singuliers. 

408.  Soient  F(X,  Y)  =  o  Téqualion  d'une  courbe  plane; 
(jo^y)  l'un  de  ses  points,  aux  environs  duquel  nous  suppo- 
sons F  développable  par  la  série  de  Taylor 

ôF  ôF  i(^'F 

0=:F(X,Y)=:^-(X_x)4-^(Y-.r)^-g^(X-.)«  +  .... 

Coupons  la  courbe  par  une  droite 

et  supposons  que  cette  sécante  se  rapproche  indéfîniment  du 
point  (x,  j^)  en  conservant  une  direction  constante  et  d'ail- 
leurs arbitraire. 

Si  IL  de  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe  se  rappro- 
chent indéfiniment  de  (x,y)^  on  dira  que  ce  point  est  de 
Tordre  [jl  de  multiplicité.  Si  [x  =  i ,  ce  sera  un  point  simple 
ou  ordinaire;  si  jjl  >-  i,  ce  sera  un  point  multiple  ou  sin- 
iiulier. 

Comme  à  chaque  valeur  de  t  correspond  un  seul  point  jc, 
y  de  la  sécante,  l'ordre  de  multiplicité  cherché  sera  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  racines  infiniment  petites  de  l'é- 
quation 

âF  àF  I  ^*F 
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OU,  ce  qui  revient  au  même;  à  celui  des  racines  nulles  de 
Téquation  limite 


\    âx       ^  dy)  2  \ 


Le  nombre  [x  sera  donc  égal  à  l'unité,  toutes  les  fois  que 

-5— >  -y-  ne  sont  pas  nuls  simultanément;  il  sera  égal  à  n,  si 

âF    ^F   c^*F 
les  dérivées  -^r-  ^  -^y  -î— i->  •  •  •  d'ordre  -<  n  s^annulent  toutes, 
ox    dy   dx^  ' 

l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  n  étant  ^o. 

Le  nombre  des  racines  nulles,  étant  supposé  égal  à  n  pour 

.une  direction  arbitraire  de  la  sécante,  se  trouvera  accru  si  a, 

^  sont  déterminés  de  manière  à  annuler  le  coefficient 

„^«F  „   ,.       r^«F 

dx^  ^  ^  dx'^-'Oy    '  '" 

du  terme  en  /",  c'est-à-dire  si  la  sécante  est  parallèle  à  l'une 
des  droites  du  faisceau 

Ces  droites  se  nomment  les  tangentes  au  point  {xy  y). 
En  un  point  simple,  on  aura  une  seule  tangente 

^(X-x)+^(Y-y)  =  o. 

409.  A  une  valeur  infiniment  petite  de  X  —  x  correspon- 
dent une  ou  plusieurs  valeurs  infiniment  petites  de  Y  — v. 
Proposons-nous  de  les  développer  en  série. 

Supposons  d'abord  que  {^^y)  soit  un  point  simple.  Si  l'axe 

^F 
des  Y  n'est  pas  parallèle  à  la  tangente,  y  n'étant  pas  nul,  on 

n'aura  qu'une  valeur  infiniment  petite  de  Y  — y,  dévelop- 
pable  comme  on  l'a  vu,  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  X  —  X. 
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âF 
Si  Taxe  des  Y  est  parallèle  à  la  tangente,  -r-  est  nul,  mais 

àF       „  „ 

-r-  ne  1  est  pas,  et  1  on  aura 

dF 

o  =  ^(X-j?)  +  ...A(Y-v)^  +  ..., 

en  mettant  en  évidence^  parmi  les  termes  qui  ne  contiennent 
pas  X  —  Xj  celui  dont  le  degré  en  Y  — y  est  le  moindre.  Cette 
équation  admet/*  racines  infiniment  petites  données  par  l'ex- 
pression 

où  Ton  prendra  successivement  les  diverses  déterminations 

du  radical  (X —  xf.  On  obtient  ainsi  un  cycle  de  r  branches. 
Supposons  au  contraire  (^,^)  multiple  d'ordre  n,  et  ad- 
mettons, pour  plus  de  simplicité,  que  l'axe  des  Y  ne  soit  pa- 
rallèle à  aucune  des  tangentes  en  ce  point.  On  aura 

oi=F(X,Y)  =  Ao(X-a?)»-f.Ai(X-a?)«-»(Y-7)-h... 

+  A„(Y  -  j)«+  Bo(X  -  .r )«^» 4-. . . 

le  coefficient  Â^  n'étant  pas  nul.  L'équation  admet  donc  n 
racines  infiniment  petites,  données  par  des  séries 

Y  — y  =  M,(X  — a:)+...,       ...,       Y  — ^=:  M„(X  —  ^)  H-..., 

où  M|,  . .  . ,  M/i  sont  les  racines  de  l'équation 

Ao  + AjM-H.  -  .•+•  A^M^rzio, 

qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes. 

Si  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes  inégales,  les /i 
développements  seront  séparés  dès  le  début,  et  ne  contien-  * 
drontque  des  puissances  entières.  Si,  au  contraire,  plusieurs 
tangentes  coïncident,  la  singularité  sera  plus  complexe,  et  les 
développements  contiendront  le  plus  souvent  des  puissances 
fractionnaires  de  X —  x.  Mais  on  sait  que  dans  tous  les  cas 
ils  peuvent  être  associés  en  cjcles  en  réunissant  ceux  qui 


4oo 
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s*obtiennent  par  les  diverses  déterminations  d'un  même  ra- 
dical. 

En  posant  (X  —  xy=  t,  l'ensemble  des   branches  d'un 

même  cycle  pourra  être  représenté  par  le  système  des  deux 

équations 

X  —  x^fj 

Y  —  y  :=^  af  -+-  Oq  t'o  4- . . . , 

où  /',  To,  sont  des  entiers  croissants  sans  diviseur  commun. 

Si  les  coefficients  a,  ao,  . . .  sont  réels,  le  cycle  admettra 
des  points  réels  aux.  environs  de  l'origine.  Pour  discuter  la 
forme  de  cette  portion  de  courbe,  il  est  permis  d'admettre 
qu'on  ait  pris  la  tangente  pour  axe  des  x,  auquel  cas  a  =  o, 
et  qu'on  ait  déterminé  le  sens  desj'  de  telle  sorte  que  a^  soit 
positif. 

i"*  Si  rest  impair,  /'o  pair,  y  est  toujours  positif,  et  jc  a  le 
signe  de  t.  La  courbe  a  donc  la  forme  de  la  /?^.  8. 

Fig.  8. 


a"  Si  r  et  ro  sont  impairs,  x  et  y  ont  le  signe  de  t:  et  la 

Fie  9- 


courbe  présente  l'inflexion  représentée  /ig ,  g. 
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3**  Si  r  est  pair,  r©  impair,  x  est  positif,^  change  de  signe 
avec  ^  ;  on  a  un  rebroussement  de  première  espèce  {Jig-  lo). 

Fig.  10. 


\^  Si  r  et  To  sont  pairs,  ^  et^  sont  toujours  positifs  :  on 
a  un  rebroussement  de  deuxième  espèce  (Jig*  1 1). 

Fig.  II. 


410.  Supposons  maintenant  la  courbe  définie  par  deux 

t'ouations 

X=/(0,         Y  =  cp(0. 

Soit  t^  la  valeur  de  t  pour  laquelle  on  a  X  =  j?,  Y  =  j^  et 
admettons  qu^aux  environs  de  cette  valeur,  les  fonctions/et 
c0  soient  développables  par  la  série  de  Tajlor.  On  aura  aux 
environs  de  ce  point,  en  posant,  pour  abréger, /'(^o)  =  x\ 

f{t^)  =  x\ ...,  'y(^o)=/, .-., 


^^  X  =  x\t  —  t^)  -\'  x" 


it-t,y 


Y-y=/('-^o)  +  7 


.  (^-«o)* 


2 


J.  —  I. 


a6 
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Coupons  la  courbe  par  une  droite 

«(X-^)  +  ?(Y-j)  =  A 

infiniment  voisine  du  point  x^  y. 

Les  t  des  points  dMntersection  seront  donnés  par  Téqua- 
tion 

Cette  équation  en  /  —  t^  n'a,  en  général,  qu'une  racine 
infiniment  petite  si  x^  et  y  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  Le 
point  (^9^)  sera  donc  simple.  Mais  on  aura  une  seconde 
racine  infiniment  petite  si  l'on  a 

auquel  cas  la  sécante  sera  parallèle  à  la  droite 

X— ^_ Y— X 

X'      ~     /'   * 

Telle  est  donc  l'équation  de  la  tangente. 

Supposons,  au  contraire,  que  a?',  y  s'annulent  à  la  fois, 
ainsi  que  ^^y,  . . .,  ^"~S^"~S  mais  que  x^  etjK"  ne  soient 
pas  nuls  tous  deux.  L'équation  en  t  —  t^  aura  n  racines 
infiniment  petites  ;  le  point  (^,  y')  sera  donc  multiple 
d'ordre  n  (pourvu  qu'à  ces  n  valeurs  de  t  —  /©  correspon- 
dent autant  de  systèmes  de  valeurs  différentes  pour  X  —  x, 
Y  — ^).  Le  nombre  des  racines  infiniment  petites  deviendra 
d'ailleurs  >  /i,  si  l'on  a 

'   On  a  donc,  ici  encore,  une  tangente  ayant  pour  équation 

X  —  a:       Y  —  r 

Ces  résultats  supposent,  comme  on  vient  de  le  voir,  que 
deux  valeurs  différentes  de  t,  assez  voisines  de  t^^  corresponr 
dent  toujours  à  des  points  {x,y)  différents,  ce  que  nous 
exprimerons  d'une  manière  abrégée  en  disant  que  /  corres- 
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pond  uniformément  aux  points  du  cycle.  On  peut  toujours 
reconnaître  si  cette  condition  est  satisfaite,  et  si  elle  ne  Test 
pas,  faire  en  sorte  qu'elle  le  devienne,  par  un  changement  de 
paramètre. 

Soit,  en  effet,  en  ne  conservant  dans  Técrilure  que  les 
termes  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul, 

A  —  X  :=.  JT"* ; h  X"** ; h 


m\  m,! 


»    •    •    « 


n\  "  /i,  I 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  m-^n\  et  posons 

m\  T»!  I 

u  étant  un  nouveau  paramètre.  On  sait  qu'il  existe  m  déve- 
loppements suivant  les  puissances  entières  de  f/,  qui,  mis  à 
la  place  de  t  —  /q)  satisfont  identiquement  à  cette  équation. 
Soit 

(i)  t —  ^0  :=  Xi/  -h. . . 

l'un  d'eux.  Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
X,  Y,  elles  prendront  la  forme  plus  simple 

X  —  ar  =  ii*^,         Y  —  y  =  cu'^'i'C'  u"'-^ 

Soit  8  le  plus  grand  commun  diviseur  des  exposants  m  =  8r, 
n  =z  85,  /i'=  85^,  ....  Posant  u^  =  i',  il  viendra 

X  —  j7  =  r'*,         Y-— j  =  ct'*-f-c'r*'-4- 

Ces  deux  équations  représentent  un  cjcle  de  r  bran- 
ches, et  comme  r,  s,  s'j  ...  n'ont  pas  de  facteur  commun, 
deux  valeurs  infiniment  petites  de  v^  distinctes  entre  elles, 
ne  pourront  répondre  à  un  même  point.  En  effet,  v  dési- 
gnant l'une  d'elles,  l'autre  devrait  être  égale  à  0(^,  0  étant 
une  raison  r*^"^  de  l'unité,  pour  que  X  eût  la  même  valeur. 
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Pour  que  Y  eût  également  la  même  valeur,  on  devrait  avoir 

ou 

Or,  les  exposants  r,  5,  5',  . . . ,  n'ayant  pas  de  facteur  com- 
mun, quelle  que  soit  la  racine  choisie  pour  0,  la  série  S  du 
premier  membre  ne  sera  pas  identiquement  nulle  et  Ton 
pourra  assigner  un  nombre  fixe  L  tel  que,  si  o  <  |  ^  [<  L, 
S  soit  différent  de  zéro. 

Si  8  est  égal  à  T  uni  té,  u  correspondra  uniformément  aux 
points  du  cycle  ;  et  il  en  sera  de  même  pour  /,  car  la  rela- 
tion (i)  fait  correspondre  à  chaque  valeur  de  u  une  seule 
valeur  de  ^,  et  réciproquement. 

411.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  appelé  t^  la  valeur 
de  t  pour  laquelle  on  a  X  =  j;,  Y  =y.  Il  peut  évidemment 
exister  plusieurs  valeurs  /q;  ^n  •••  ^®  ce  paramètre  qui  sa- 
tisfassent à  cette  condition.  Chacune  d'elles  donnera  nais- 
sance à  un  cycle,  suivant  l'analyse  précédente,  et  l'ordre 
total  de  multiplicité  du  point  ( j?,  y)  sera  la  somme  des  ordres 
de  multiplicité  partiels  ainsi  calculés. 

412.  Soient  F(X,  Y,  Z)  =  o  l'équation  d'une  surface; 
(^7  y-i  ^)  ^^  ^^  ^^^  points,  aux  environs  duquel  F  soit  déve- 
loppable  par  la  série  de  Taylor 

d¥  ô¥  ôF 

o=:F(X,Y,Z)  =  £(X_..)  +  ^(Y-.y)  +  g(Z-.) 


^KS(^-->*-^-] 


Coupons  par  une  droite 

X^a:  =  oLt-^h,         Y— 7  =  p/4-A:,         Z  — 5  =  ^/4-/ 
de  direction  fixe,  et  infiniment  voisine  du  point  (^,^,  z). 
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Les  points  d'intersection  seront  donnés  par  l'équation 


,  ^.  âF^       ÔF    1         I  rd^F   ,  1„  „ 


H  étant  infiniment  petit. 

S.  dF    c)F    ^F  1    i  1    r  •  ï  X 

i  -T-y  -T-9  -T-  ne  sont  pas  nuls  a  la  fois,  on  n  aura,  en  gé- 
£rJ7    oy    0*i 

néral,  qu'une  racine  infiniment  petite.  Le  point  (:r,j',  5) 

sera  simple. 

On  aura  toutefois  deux  racines  infiniment  petites,  si 

ÔF         dF .       <^F 

c'est-à-dire  si  la  sécante  est  parallèle  dLuplan  tangent 
àF  ^  âF  àF .„        . 

Si  l'axe  des  X,  par  exemple,  n'est  pas  parallèle   au  plan 

dF  ^  rr  •  1  • 

tangent,  on  aura  -p  ^  o,  et  Z. —  z  sera,  aux  environs  du  poinl 

(j?,^,  z),  une  fonction  synectique  de  X  —  :r,  Y  — y. 

c  •   •         •  <^F    (JF    ()F    ,  1     .     .      »i 

supposons  maintenant  que  -r-^  -r—j  -r^  s  annulent,  et  qu  il 

en  soit  de  même  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  exclusive- 
ment. L'équation  en  t  se  réduira  à 

-T— -  a"  4-  .  . .   N  .  .  .  —  n 

1 .2. .  .«   [^OJC"  J 

et  admettra,  en  général,  n  racines  infiniment  petites.  Le 
point  (Xyy^z)  sera  multiple  d'ordre  n.  Le  nombre  des 
racines  infiniment  petites  sera  augmenté  si 

d'^F 

-r-—  a«  -f  .  .  .  =z  o, 

(7.F'* 

autrement  dit  si  la  sécante  est  parallèle  au  cône  tangent 

-r (X  —  J7  )'*  +  ...==:  O. 


/JoÔ  PREMIÈKE   PARTIE.    —    CHAPITRE  IV. 

413.  Si,  par  le  point  {x^y^  z)^  nous  faisons  passer  un  plan 
arbitraire 

P  =  A(X  -  a:) -h  B(Y  -  j) -h  C(Z  -  5)  =  o, 

il  est  évident  que  l'intersection  C  du  plan  avec  la  sur- 
face aura  en  {x,y^  z)  un  point  multiple,  dont  les  tangentes 
seront  les  génératrices  suivant  lesquelles  le  plan  coupe  le 
cône  tangent. 

Si  toutefois  P  entre  en  facteur  dans  Téquation  du  cône 
tangent,  l'ordre  de  multiplicité  du  point  (^»^,  z)  sur  la 
courbe  C  se  trouvera  accru. 

En  particulier,  le  plan  tangent  en  un  point  ordinaire  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  sur  laquelle  ce  point  sera  mul- 
tiple. 

Si  Ton  coupe  le  cône  tangent  par  un  plan  arbitraire  ne 
passant  plus  par  son  sommet,  on  obtiendra  une  section 
plane  algébrique  et  de  degré  n.  Cette  courbe  peut  présenter 
des  points  singuliers,  ou  se  décomposer  en  courbes  de  degré 
moindre.  Toutes  ces  circonstances  devront  être  notées  comme 
entrant  dans  la  définition  de  la  singularité. 

Une  surface  peut  présenter,  non  seulement  des  points  sin- 
guliers isolés,  mais  des  lignes  singulières  dont  tous  les 
points  sont  singuliers.  Considérons,  par  exemple,  un  cône 
dont  la  base  ait  un  point  double.  La  génératrice  correspon- 
dante sera  une  ligne  double,  en  chaque  point  de  laquelle 
on  a  un  cône  tangent,  dégénérant  en  un  système  de  deux 
plans. 

414.  Une  surface  est  souvent  représentée  par  un  système 
de  trois  équations 

X=:cp,(/,l/),  Y  =  <p,(/,  W),  Z  =  (p,(^,  II), 

/,   u  étant  deux   paramètres  dont  l'élimination   donnerait 
léquation  de  la  surface  sous  la  forme  ordinaire 

F(X,Y,  Z)  =  o. 
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Soit  ^0,  Wo  un  système  de  valeurs  des  paramètres  pour 
lequel  on  aitX  =  x,  Y  =y,  Z  =  z.  La  formule  de  Taylor 
étant  supposée  applicable,  on  aura,  en  posant,  pour  abréger, 

IX  — j:^a,(/  — /o)  +  ^i("  — "o)  4-. .  ., 
Y  — /=:a,(^— /o)  +  ^j(«  — "o)-+--  •  •' 
Z  —  5  =aj(/  —  ^o)  +  ^s(«  —  "o)-H- 

Si  Tun  des  déterminants  {a^b^ — «2^0»  (^2^3 — ^2^»)» 
(aj6i  —  «463)  est  différent  de  zéro,  (j?,  ^,  .s)  sera  un  point 
simple  (pourvu  toutefois  que  t^^  Uq  soit  le  seul  système  de 
valeurs  des  paramètres  qui  donne  ce  point).  En  effet,  si 
«4^2 — ûtaii,  par  exemple,  n'est  pas  nul,  les  deux  premières 
équations  (2)  permettront  de  déterminer  t  —  t^,  u  —  Uo  ^n 
fonction  synectique  de  X  —  x,  Y — y.  Ces  valeurs,  substi- 
tuées dans  la  dernière  équation,  donneront  une  expression 
analogue  pour  Z  —  3. 

Réciproquement,  si  x,y^  z  est  un  point  simple,  on  pourra 
mettre  Téquation  de  la  surface  aux  environs  de  ce  point  sous 
la  forme 

Z  -^  z  =::  a(X  —  x)  -\-  b{Y  —  y)  -h  c{X  —  ûcy  -^ . . . , 

équivalente  au  système  des  trois  équations 

X  —  a:=:  t,         Y  —  yz=u,         Z  —  z  =  at  -{-  bu  ~\-  ct^  -\-  -  .  ■ , 

où  le  déterminant  «i  62 —  ^2^1  a  pour  valeur  Tunité. 

Lorsque  nous  voudrons  étudier  une  surface  aux  environs 
d'un  point  simple,  nous  pourrons  donc  toujours  admettre 
que  l'un  au  moins  des  déterminants  ^i  62  —  «2  6i  »  •  •  •  est  ^  o, 

415.  Une  courbe  gauche,  définie  comme  trajectoire  d'un 
point  mobile,  sera  représentée  par  un  système  de  trois  équa- 
tions 
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Un  point  (x,y,  z)  de  la  courbe  sera  de  Tordre  [x  de  mul- 
tiplicité, si  un  plan  de  direction  fixe 

infiniment  voisin  de  {x^y^z)^  coupe  la  courbe  en  [jl  points 
infiniment  voisins  de  ce  point. 

Soit  ^0  la  valeur  de  t  correspondant  à  (a?,  y^  z).  Les  fonc- 
tions /,  cp,  i^  étant  supposées  développables  par  la  série  de 
Tajlor,   on   aura,    en    posant,   pour  abréger,  /'(tQ)  =  x\ 

2 

a 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  du  plan,  nous  au- 
rons, pour  déterminer  les  t  des  points  d^intersection,  l'équa- 
tion 

Si  x^j  y  y  z^  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  cette  équation  en 
t  —  ùq  n'aura,  en  général,  qu'une  racine  infiniment  petite  : 
le  point  est  simple. 

Mais  on  aura  plusieurs  racines  infiniment  petites  dans   le 

cas  où  l'on  aurait 

aa?'4-  py-hYs'  =  o, 

c'est-à-dire  si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  tangente 

X  —  a: Y  —  y Z  —  z 

Si  ^, 7',  y,  . . .,  x""*,^''"*, -3""'  s'annulent  à  la  fois,  sans 
qu'il  en  soit  de  même  pour  x^^y"^  z"^  on  aura  n  valeurs  infi- 
niment petites  de  t,  et  ce  nombre  sera  accru  si  le  plan  sécant 
est  parallèle  à  la  tangente 

X  — a?_  Y  — j       Z  — ^ 

j^n  y/»  j^n 
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Donc  {^^y^z)  sera  multiple  d'ordre  /i,  si  à  chaque  valeur 
de  t  voisine  de  to  correspond  un  point  différent  de  la  courbe. 

416.  On  peut  toujours  satisfaire  à  cette  condition  en 
changeant  au  besoin  de  paramètre.  Soit,  en  effet,  en  ne  con- 
servant que  les  termes  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul, 

I  .  2  .  .  .  /?l  I  .  2  ...  771 , 

1 .2. , , p 

et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  m^n^p.  Posons 

.       ^(m)  (^  -  ^o)"^  ^  ^SmO  (^-  ^o)"»  _^^     ^^^ 
I  .2.  .  ./n  I  .2.  .  ./Tli 

Prenons,  pour  t  —  /q?  l'un  des  développements  qui  satis- 
font à  cette  équation,  et  substituons-le  dans  les  équations 
précédentes;  elles  prendront  la  forme 

Soit  S  le  plus  grand  commun  diviseur  des  exposants 
m  =  8r,  /i  =  8v,  . . .,  j^  =  Stc,  ....  Posant  m^==  i^,  il  viendra 

(3)     X  — aJ^K^'-,     Y  '-x  =  dnV''-^"'y     Z  — <c=z:e„P«-h.... 

Ces  trois  équations  représentent  un  cycle  de  r  branches, 
et  il  est  clair  qu'à  deux  valeurs  infiniment  petites  de  p,  dif- 
férentes l'une  de  l'autre,  répondent  deux  points  distincts. 

On  doit  remarquer  ici,  comme  pour  les  courbes  planes, 
que  s'il  existe  plusieurs  valeurs  Cq,  tt,  ...  du  paramètre  qui 
correspondent  au  point  (^,^,  z),  chacune  d'elles  donne  nais- 
sance à  un  cycle  analogue  à  celui  que  nous  avons  déterminé 
et  Tordre  total  de  multiplicité  de  ce  point  sera  la  somme  des 
ordres  de  multiplicité  partiels  ainsi  calculés. 

Si  le  point  (a:,  ^,  z)  est  simple,  il  ne  correspondra  donc 
qu'à  une  seule  valeur  de  t.  Il  faut,  en  outre,  que  dans  les 


(-1) 
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expressions  (3)  des  coordonnées  en  fonction  de  p  figure  un 
terme  du  premier  degré  en  ç».  Comme  on  a  r^v^ic,  on 
aura  r  =  iy  x  =zv  ely  par  suite, 

La  courbe  aux  environs  du  point  (^,  j^,  z)  est  donc  l'inter- 
section de  ces  deux  cylindres,  dont  les  plans  tangents  sont 
différents. 

417.  Réciproquement,  la  courbe  dMntersection  de  deux 
surfaces  quelconques  a  un  point  simple,  partout  où  les  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  sont  différents. 

Soient,  en  effet,  {Xj  y^  z)  un  point  de  l'intersection,  et 

d¥  dY  ôF 

o  =  F(X,Y)  =  ^(X-a:)4-g(Y-y)-hg(Z-.-)  +  .... 

les  équations  des  deux  surfaces.  Les  plans  tangents  étant 
supposés  distincts,  l'un  au  moins  des  trois  déterminants 

àF  d^       d^  dF 
Ov  Oz       ôy  dz 

par  exemple  le  premier,  sera  ^o.  Donc,  aux  environs  du 
point  (^,  y^  z),  Y — y  et  Z  — z  seront  synectiques  en  X  —  x, 
et  admettront  des  développements  de  la  forme 

Y— j=  6i(X  —  a?)  -H  6,(X  — a:)»H-.  .  ., 
Z  —  z  =zc,  (X  — a:)-+-c,  (X  —  j?)- -+-.... 

En  joignant  à  ces  équations  l'identité 

X  —  J?  :=  X  —  JTj 

on  a  les  trois  coordonnées  exprimées  en  fonction  du  mémo 
paramètre  X  —  x.  Le  point  est  simple  et  a  pour  tangente 

X  —  X       Y  —  V       Z  —  z 


ôi  c, 
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Pour  déterminer  les  coefficients  b^  et  Ci,  substituons  les 
valeurs  de  Y  — y  et  Z  —  z  dans  les  équations  (4)-  L'identi- 
fication des  deux  membres  donnera 

<^F       âF  ^       ÔF 

ôi-f-  ;n:C,  =  o, 


âx       dy 

àx       dy    ^      âz    ^ 

On  voit  par  là  que  la  tangente  cherchée  est  l'intersection 
des  deux  plans  tangents 

àF  ,^         .       ôF  ^^         .       ôF  ^„        . 

et  a  pour  équations 

X  —  a:  Y  —  y  Z  —  z 


àF  d^  ^â^ôF       ÔF  â^       d^  ôF       àFd^^d^âF 
dy  âz       dy  dz       dz  dx       dz  dx       dx  dy       dx  dy 

Lorsque  nous  voudrons  étudier  une  courbe  gauche  aux 
environs  d'un  point  simple,  en  la  considérant  comme  inter- 
section de  deux  surfaces,  il  sera  permis,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, d'admettre  que  les  deux  surfaces  qui  la  déterminent 
n'ont  pas  le  même  plan  tangent. 

Nous  nous  bornerons  exclusivement,  dans  ce  Chapitre,  à 
la  considération  des  points  simples  des  courbes  et  des  sur- 
faces. 

IL  —  Théorie  du  contact. 

418.  Nous  appellerons  écart  Aq  deux  points  P  :=  {^^y^  -)> 
Q  =  {x^yy^^  5|),  et  nous  représenterons  par  [PQ]  la  somme 

I  «^1  —  ^  I  "«- |yi— 7 1 -^- 1 -1  — - 1- 

L'écart  ainsi  défini  n'est  nul  que  si  P  et  Q  coïncident.  La 

distance  y/(X|  —  xY-\-  {y^  — y)'^-^  {^^  —  2)*  ne  jouirait  pas 
de  cette  propriété  pour  des  points  imaginaires.  Mais,  si  l'on 
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se  bornait  aux  points  réels,  on  pourrait,  sans  rien  changer 
aux  théories  qui  suivent,  la  substituer  à  l'écart  dans  les  dé- 
finitions. 

419.  Soient  F,  F«  deux  figures  (lignes  ou  surfaces)  ayant 
un  point  commun  P.  Nous  dirons  que  F  a  en  ce  point  un 
contact  d^ ordre  n  avec  F| ,  si  à  chaque  point  Qi  pris  sur 
cette  dernière  figure  dans  le  voisinage  de  P  on  peut  associer 
un  point  Q  de  F,  de  telle  sorte  que  lorsque  Q<  tend  vers  P, 
[QQi]  soit  infiniment  petit  d'ordre   n-\-\    par  rapport  à 

[PQ.]- 

420.  Contact  des  courbes  planes.  Soient 

F(j^>7)  =  o 

Téquation  de  la  courbe  F;  {x^y)  les  coordonnées  de  P; 
(^1  j  J'i  )  et  {x^  +  a,  J^i  -+-  (3)  celles  de  Qi  et  de  Q.  On  aura 

(I)  o  =  F(^,  +  a,y,+  p)  =  F(a:„yi)4-Aa  +  Bp, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  ^i,  J^i,  a,  P  qui  tendent  res- 

pectivement  vers  -t— >  -r—  lorsque  Xi,  y^,  ql,  p  tendent  vers 

x,y,  o,  o. 

S'il  y  a  contact  d'ordre  /i,  I  a  |  +  |  p  |,  et  a  fortiori  |  a  |  et 
I  P  I  seront  d'ordre  /i  +  i,  et  l'équation  (i)  montrera  qu'il  en 
est  de  même  pour  F(d7|,^i).  Réciproquement,  siF(j:i,yi) 
est  d'ordre  /i  -+-  i,  il  y  aura  contact  d'ordre  n.  En  effet,  pour 
Xi  =  x^  y  s  =  j^,  a  =  p  =  o,  la  fonction  ¥{Xi  +  a,  jk<  -|-  ?) 
s'annule,  et  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  a,  ^  se  ré- 

duiseut  à  -T— >  —  •  Le  point  (a:,  y)  étant  simple  sur  F,  l'une 

^      ^  .  d¥ 

au  moins  de  ces  deux  quantités,  par  exemple  —  sera  ^o. 

L'équation  (i)  définit  donc  une  fonction  implicite  a  des 
variables  x^^  y^^  p,  laquelle  s'annule  pour  x^  =  x^  y  s  =  JS 
P  ==  o  et  admet  des  dérivées  partielles;  elle  sera  donc  infi- 
niment petite  lorsque  Xs  —  x^  y\ — j^,  p  seront  infiniment 
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petits.  Si  a  est  défini  de  la  sorte,  le  point  Q=  (a:«-+-a,^, -h  fi) 
s  era  sur  la  courbe  F  de  quelque  manière  qu^on  ait  choisi  p, 
et  pourra  être  associé  au  point  Qi . 

Prenons  pour  j3  un  infiniment  petit  quelconque  d^ordre 
n  4-  I  par  rapport  à  |  :r«  —  a?  |  H-  |  j^,  —y  |  ;  F(a7, ,  ^,  )  est  du 
même  ordre,  par  hypothèse  ;  enfin  Xt  —  x,  yt  — ^,  a,  P  étant 

infiniment  petits,  A  et  B  tendront  vers  les  limites  fixes  -r— > 

âF 

-r-  )  dont  la  première  n'est  pas  nulle.  La  quantité 


sera  donc  un  infiniment  petit  d'ordre  /i-f-i  au  moins,  et 
I  a  I  -h  I  p  I  sera  d'ordre  n  -+-  i .  Il  y  a  donc  bien  contact 
d'ordre  n. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour,  un 
contact  d'ordre  n  est  que  ¥{x^^y^)  soit  d'ordre  n-\-i 
par  rapport  à  [PQ]  =  \x^-— x\-h\yi  —y  |. 

421.  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  la  seconde  courbe 
F|  soit  définie  par  les  équations 

Soient  t  et  t  -h  dt  les  valeurs  du  paramètre  qui  correspon- 
dent respectivement  aux  points  P  =  (a:,^)  et  Q,  =  (x^ ,  J'i  ). 
On  aura  en  désignant  par  x',  xf' ^  ...,  et^,  ^',  ...  les  déri- 
vées successives  de  ç(^)  et  de  cpi  (f) 

2 


.  « .  • 

a 


Donc  Xi  —  ^^yi  — y  sont  du  premier  ordre  au  moins  par 
rapport  à  dt.  D'ailleurs,  Tune  au  moins  de  ces  quantités  sera 
eflTectivement  du  premier  ordre;  car,  P  étant  un  point  simple 
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sur  Fi,  x^  et  y  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  Donc  [PQi] 
sera  du  même  ordre  que  dt. 
Posons  d'autre  part 

F[f(0,?i(0]==^-(0; 

on  aura 


=  v(0 -+- ^'(0 û?^ -+-•••  4- ^"(0 


I  .  2.  .  ./l 


Cette  quantité  devant  être  d'ordre  /i  + 1  »  on  aura,  pour 
conditions  du  contact  demandé,  les  relations 

(2)  V(0  =  0,  ^'(0  =  0,  ...,  y«(0  =  O. 

42S.  Ces  conditions  prennent  une  forme  plus  symétrique 
si  Ton  suppose  les  deux  courbes  données  sous  la  forme 

y—f{x)         et        y—f^{x), 

lesquelles  équivalent,  pour  la  première,  à 

/— /(X)=:0 

et  pour  la  seconde,  à 

x  —  t,  y=f,{t). 

On  aura  alors 

^(0=/i(0-/(0==/i(^)-/(^) 

et  les  équations  (2)  deviendront 

(3)    A{x)=f(x),    fAx)=f{x),     ...,     f1{x)=f-{x). 

Enfin,  si  les  deux  courbes  sont  données  sous  la  forme 

implicite 

^{x,y)z=zo        et        Fi(x,y)=o, 

on  n'aura  qu'à  déterminer  l'ordonnée  y  et  ses  n  premières 
dérivées  dans  la  première  courbe,  au  moyen  des  équations 

d¥       d¥    , 
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et,  dans  la  seconde,  par  les  équatîoDs 

F,  =  o,       ^ — h  -r-  y = O,        

dj:         ày' 

Les  valeurs  de  ces  quantités  devant,  comme  on  vient  de 
te  voir,  être  les  mêmes  dans  les  deux  courbes,  on  n'aura  qu'à 
les  égaler  pour  obtenir  les  équations  de  condition  cherchées. 

423.  Contact  d'une  surface  S  avec  une  courbe  C,.  — 
Soient  F(x,_)', 3)  =  o  l'équation  de  S;  x,y,  z  les  coordon- 
nées du  point  P;  x,,  yt,  z,  celles  de  Q,  ;  j:,  +  a,  j,  +  p, 
Si  H- 1  celles  de  Q.  On  aura 

lo  =  F<^,  +  «,j,+  p,=.  +  Y) 

'  dy'  as  — ""^ —  -')  ^  iT  ^t)  «,  pi  Y 
tendent  vers  a;,  y,  z,  o,  o,  o. 

S'il  y  a  contact  d'ordre  n,a,  |5,  Yet,parsuile,F(j:|,_y,,  3,) 
seront  d'ordre  n  +  i  au  moins.  Réciproquement,  supposons 
que  F(;r,,^,,  j,)  soit  d'ordre  n  +  i,  il  y  aura  contact  d'or- 
dre n.  En  effet,  pour  X|=^,  yt^y,  z,^:z,  a=:p  =  Y^o, 
la  fonction  F{x,  +a,  yi-\-  P,  3,  + y)  s'annule  et  ses  dé- 
rivées partielles,   par  rapport   à  a,  ^,  •;,   se  réduisent   à 

tJF    t>F    (JF    ,  ■   .  D  X.     .     ■      1  c 

-T— I  -i— .  -;-■  Le  point  Fêtant  simple  suri',  une  au  moins 

âj;    ar    as  '^  '^ 

àF 
de  ces  dernières  quantités,  telle  que  -j— >  sera  ^o.  L'équa- 
tion (4)  définira  donc  a  en  fonction  implicite  de  x,,  y,,  3,, 

Associons  à  Qi  le  point  Q  =  (a:i  +  a,  y,  +  p,  3,  +  y)i 
P,  Y  étant  deux  infiniment  petits  quelconques  d'ordre  n  +  1; 


F(:r.,7„3,)+_Bp  +  CY 


sera  du  même  ordre  au  moins, 
ifinimenl  petit.   Donc 
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DoDC,  ici  encore,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
le  contact  est  que  F(xi ,  j^« ,  2|  )  soit  d'ordre  /i  -h- 1 . 

424.  Cela  posé,  soient  x  =  <f(t), y  =  <f^{t)^  z  =  o^Çt)  les 
équations  de  la  courbe  d . 

Soient  /,  t  -\-  dt  les  valeurs  du  paramètre  aux  n  points  P 
et  Qi ,  on  aura 

Xx  —  x-=.  x'dt  -f-  x" h  . . . , 

2 
ir  Û^^* 

Zi  —  zz=  z'  dt-}-  z" h 

2 

Donc  Xi  —  ^j  yt  — y,  z^  —  z  seront  du  premier  ordre  au 
moins  en  dt,  et  Tun  d'eux  sera  effectivement  du  premier 
ordre,  car  le  point  P  étant  simple  sur  C<,  x\  y,  z'  ne  s'an- 
nulent pas  à  la  fois.  Donc  [PQi]  est  de  l'ordre  de  dt. 

D'autre  part,  en  posant 

on  aura 

F{x^,yx,z,)=:W{t-^dt)  =  ^{t)-^W'{t)dt-h.... 
Les  conditions  du  contact  seront  donc 

V(f)=:o,        ^'(0  =  0,         ...,         V»(0  =  o. 

425.  Si  C|  était  définie  comme  intersection  des  surfaces 

il  faudrait,  pour  appliquer  ces  formules,  concevoir  qu'on 
prenne  ^  =  ^;  ^  et  5  seraient  alors  des  fonctions  implicites 
de  ce  paramètre,  définies  par  les  équations  4»  =  o,  4^4  =  o. 
On  calculera  alors  par  les  méthodes  connues,  pour  les  égaler 
à  zéro,  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

W(ù)^W(x)z=F{x,y,z) 

par  rapport  à  la  variable  indépendante  x. 
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426.    Contact  de  deux  courbes  gauches  C  e/  C|.  — 
Soient  ¥{x^y^z)=^o,  :f(x^y^z)=-.  o  les  équations  de  G; 

{^,y,  -))  i^i  »r«  >  -0»  (-^i  +  «j  r*  -+-  ?»  -<  +  ï)  l^s  coordon- 
nées des  points  P,  Qi,  Q;  on  aura 

(  o  — F(:ri4-a,7,-t-p,  x;,-4-y) 

(5)  i  ^ 

o  1=  J  ( Xi  4-  «,  ^^'i  -h  ?,  5,  +  y) 

S'il  y  a  contact  d'ordre /i,  a,  p,  y  et,  par  suite,  F(ri,  >'i,  S|), 
.T(x,,j^i,  2|)  seront  d'ordre  /i  4-  i  au  moins. 
Réciproquement,  supposons  que 

F(.ri,v,,-i)     et     -'^(■/'i,/,, -i) 

soient  d'ordre  n  -\-i. 

Pour  Xi  =  X,  ^'i  =  J',  5,  ^^  5,  a  =  jj  =  Y  =  o  les  fonctions 

J(.r,4-a,  r,4-  %  c,H-v) 

s'annulent,  et  leurs  dérivées  partielles,  par  rapport  à  a,  [ï,  v, 

se  réduisent  à 

ÔF       ÔF       ()l\ 

ôx       Or  '      ôz  ' 

c?,f       d^       ô^ 
ôx        ÔY        Oz 

Le  point  P  étant  simple  sur  C,  l'un  des  trois  déterminants 

-        ^  , ,  .    ,  .    ÔV  Ori      â^  ÔF 

formés  avec  ces  dcrivees,  par  exemple  -j — ; , »  serarTo. 

^  '^      Ox  Ov       Oju  oy  ^ 

Les  équations  (5)  détermineront  donc  a,  [3  en  fonction  im- 
plicite de  a:, ,  j^< ,  >3| ,  y. 

Associons  à  Qi  le  point  Q  obtenu  en  prenant  pour  y  un 
infiniment  petit  quelconque  d'ordre  /i  +  i;  a  et  p  seront  du 
même  ordre  au  moins;  car  la  résolution  des  équations  (5) 
les  donne  sous  forme  de  fractions,  dont  le  numérateur  est 
d'ordre  /i  -f-  i ,  tandis  que  le  dénominateur  Aill»  —  HX^  ayant 
J.  —  I.  27 
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pour  limite 

dx  ôy       dx  ôy 

n'est  pas  infiniment  petit.  Donc  |  a|  +  |  p  |  4-  |  y  |  sera  d'or- 
dre 71  -h  I,  et  il  j  aura  contact  d'ordre  /i. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  un  contact 
d'ordre  n  est  ainsi  que  ¥{xs^ys^  z^)  et  ^(^i, J'i,  >5i)  soient 
d'ordre  /i  h-  i. 

Soient  maintenant 

les  équations  de  la  courbe  C|.  On  verra,  comme  précédem- 
ment, que  [PQi]  est  de  l'ordre  de  rf/,  et  qu'en  posant 

F[?(0,?i(0,?2(/)]  =  ^"(0, 

les  conditions  du  contact  seront 

427.  Si  les  deux  courbes  étaient  données  par  les  équations 

et 

en  prenant  j?  pour  variable  indépendante,  ces  équations  pren- 
draient la  forme  symétrique 

^^M  ?(^)  =  ?,(^),     cp'(^)"--(p;(.r),      ...,      ^-(x)^.o'l{x), 

428.  Enfin,  si  elles  étaient  définies  par  les  équations 

F  (x,yyZ)  —  Oy  *  (JT,  K,5)=:0 

et 

Fi(-2:*,  J>  -)  --  o»         'ï»i(-^»r»  -)  =  o, 

on  n'aurait,  pour  obtenir  les  conditions  du  contact,   qu*à 
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égaler  les  valeurs  de  y,  z  et  de  leurs  n  premières  dérivées 
dans  les  deux  courbes. 

429.  Contact  de  deux  sur/aces  S  et  S|.  —  Soient 
F(a:,j^,  5)  =  o  Téquation  de  S;  {x,y^z)  ei  (^^o^o^i)  les 
coordonnées  de  P  et  de  Q< .  On  voit  aisément  que  la  condi- 
tion d*un  contact  d'ordre  n  est  que  F  (a:i ,  y< ,  5|  )  soi t  d'ordre  n 
par  rapport  à  [PQi]. 

Cela  posé,  soient 

les  équations  de  S|  ;  (^,  u)  et  (^  4-  dt,  u  -h  du)  les  valeurs 
des  paramètres  aux  points  P  et  Qi;  on  aura 

[  Xx  —  X  zzi  K  dt  -\-^  du, 

(8)  )   Y,-y    :=:k,dt^B,du, 

\  Zx  —  z  -=  K^dt  -h  Bj<iw, 
A,  B,  . . .  étant  des  quantités  variables  qui  ont  pour  limites 

Ot    au 

On  voit  aisément  que  [PQi]  est  de  l'ordre  de  1 1/^  |  +  |  du  |. 
Soit,  en  efTety  M  une  quantité  positive  plus  grande  que 


ai 


du 


;  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  suffisamment 
petites  de  t  et  de  Uy 

A  |<  M,        I  B  I  <  M, 


•  •  •  > 


donc   |wC|  —  ^  I,    |j^i— y!,    I  5| — -3  I    seront   moindres    que 
M  I  rf/ 1  -H  M  I  du  I  ;  et,  en  les  ajoutant,  il  viendra 

[PQ,]<3M{\dl\-h\du\). 

Mais,  d'autre  part,  P  étant  un  point  simple  de  S| ,  le  déter- 
minant 

Ot  du        ôt   du 


/ 
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(ou,  à  son  défaut,  Tun  de  ses  deux  homologues)  sera  ^o.  Or 
les  deux  premières  équations  (8),  résolues  par  rapport  à  dt 
et  du,  donneront 

(AB,-BA,)rf^  =      B,(a?,-j;)-B(7,-y), 
(ABj— BA,)c?w=:  — Ai(^i  — .2?)  + A(/i— j); 

d^où 

|AB,-BAJ(|rf^|4-|e/w|)<M(|^i-^|4-|j,-j|) 

<M[PQ,]. 

D'ailleurs  AB|  —  BA  a  pour  limite  le  déterminant  D  ;  donc 
en  désignant  par  A  une  quantité  quelconque  un  peu  plus 
petite  que  {  D  |,  on  aura  pour  toutes  les  valeurs  suffisamment 
petites  de  <i/  et  du 

Le  rapport  de  [PQi]  à  |  rf/ 1  +  |  rfa  |  étant  ainsi  compris 
entre  deux  limites  fixes  différentes  de  zéro,  ces  deux  quan- 
tités sont  du  même  ordre. 

Si  donc  nous  posons 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  le  contact  d'ordre 
n  sera  que  l'expression 

^'(•^ii.>i»-i)==^(^-Ht/f,  u-hdu) 

=  ^(^")  +  ^,  dl-^^du^.., 

at  ou 

suit  d'ordre  n  +  i  par  rapport  k\dl\-\-\du\, 

430.  Cela  revient  à  dire  que  la  fonction  W  et  ses  déri- 
vées  partielles  jusqiC à  V ordre  n  inclusivement  sont  toutes 
nulles. 

En  effet,  si  ces  dérivées  sont  nulles,  ^\t  -h  dty  u  -t- du) 
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se  réduira  au  reste  de  la  série  de  Taylor 
I     /•*  f      d  à  \'*+* 

Soit  N  une  constante  plus  grande  que  les  modules  des  déri- 
vées  partielles  d'ordre  n-\-i,    ^      ^  >  •••>   t^^Tm  •  Lorsque 

dl  et  fi?M  seront  assez  petits,  le  module  de  l'expression  pré- 
cédente sera  moindre  que 

J_   r   {\dt\-h\  du\)''^'  ^d^-^^^[\dt\-h\  du  I]"-'. 

L'ordre  du  contact  sera  donc  au  moins  égal  à  n. 
Il  ne  pourra  d'ailleurs  surpasser  /i,  si  les  dérivées  d'ordre 
/i  4-  I  ne  s'annulent  pas  simultanément.  En  effet,  si  dans  l'ex- 
pression de  W(t  -^  dt,  u  +  du)  nous  négligeons  les  termes 
dépendant  des  dérivées  d'ordre  >  /i  +  i ,  et  qui  représentent, 
comme  on  vient  de  le  voir,  un  infiniment  petit  d'ordre 
>  n  -4-  I ,  on  aura  approximativement 

W{t-hdt,  u-\-du)=  ^^-^ ^ ^ , 

quantité  dont  Tordre  ne  peut  être  supérieur  à  /i  -f- 1  pour 
toutes  les  valeurs  du  rapport  de  du  à  dt.  Supposons  en  effet 

du=:X  dt, 
7x  étant  réel  et  positif.  On  aura 


^{t-\-dt,u~hdu)    _ 
{\dt\-h\du\)''^^     ■"    i.2...(/t-hi)(i-f-X)'»+i  ' 

quantité  dont  le  numérateur  ne  s'annule  pas  en  général,  mais 
seulement  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  X. 

431.  Si  les   deux  surfaces   étaient  représentées  par  les 
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équations 

z—f{x,y)     et    z—f^{x,y), 

ces  équations  de  conditions  deviendraient  (en  prenant  x,  y 
pour  variables  indépendantes) 

vy;       J—Ju     ^^  — ^^'     ôy~~  dy'     '*''      ôy^  ~  ôy''  ' 
432.  Enfin,   si  elles  sont  représentées  par  des  équations 

Fi(^sr,  5)  =  o, 

on  exprimera  que  le  contact  a  lieu  en  égalant  les  valeurs 
de  z  et  de  ses  dérivées  partielles  jusqu^à  l'ordre  /i,  respecti- 
vement calculées  dans  les  deux  surfaces. 

•433.   Pour  le  contact  du  premier  ordre,  par  exemple,  il 
faudra  exprimer  d'abord  que  {x^y^  z)  est  un  point  commun 

dz    dz 
aux  deux  surfaces,  puis  égaler  les  dérivées  -y-  >  t~  *  Elles  sont 

déterminées  dans  la  première  surface  par  les  équations 

dF       dFdz_         ÔF       àF  âz^  _ 
âx       dz  âx        '     dy       âz  ôy  ~~ 

et  dans  la  seconde  par  les  équations 

d¥,       dF,  dz  dF,       dF,  dz 

O,  -T 1 r-    -r-    =  O. 


dx        dz  dx  dy        dz   dy 

T  j-  .        ,  ,  dF    dF    dF      , 

JLa  condition  de  contact  est  donc  Que-r—j  -r-»  -r  soient 

^      dx    dy    dz 

proportionnels  à  -r-^j  -r— S  -t-*>   ou    que  le    déterminant 

dx      dy      dz  ^ 

dFdF,       dFdF,        .  ,  A       .  A        •     .      1 

'T'~f: T^~Â^  =  A  et  ses  analogues  A|  et  Aa  soient  nuls. 

Ces  conditions  expriment  que  {x^  /,  z)  est  un  point  sin- 
gulier sur  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  F  et  F<. 
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434.  Remarques.  —  i®  Si  deux  surfaces  S  et  S'  ont  un 
contact  d'ordre  n  en  un  point,  leurs  intersections  avec  une 
troisième  surf  ace  S"  passant  en  ce  point  sans  les  y  toucher 
auront  un  contact  d'ordre  n. 

Car  les  coordonnées  d'un  point  Q  infiniment  voisin  de  P 
pris  sur  la  courbe  S  =  o,  S'^  =  o  satisfont  par  hypothèse  à 
Téquation  S'  =  o  aux  infiniment  petits  près  d'ordre  /i  -|-  i. 
D'autre  part,  elles  satisfont  rigoureusement  à  l'équation 
S"=o,  qui,  jointe  à  celle-ci,  caractérise  la  courbe  S' =  o, 
S'^^r  o.  Il  y  a  donc  contact  d'ordre  n  entre  les  deux  courbes. 

2®  Deux  lignes  (ou  deux  surfaces)  ayant  un  contact 
d'ordre  n  avec  une  troisième  ont  entre  elles  un  contact  de 
même  ordre. 

Cela  devient  évident  si  l'on  écrit  les  conditions  du  contact 
sous  les  formes  (3)  (7)  et  (9). 

435.  Osculation,  —  Soit  C  une  courbe  (ou  surface) 
quelconque,  K  une  autre  courbe  ou  surface  dont  l'équation 
(ou  les  équations)  contienne  un  nombre  de  paramètres  égal  à 
celui  des  conditions  trouvées  ci-dessus  pour  que  K  ait  avec 
C  un  contact  d'ordre  n  en  un  point  donné. 

Si  l'on  donne  successivement  à  ces  paramètres  différentes 
valeurs,  on  odtiendra  une  famille  de  courbes  (ou  surfaces)  R. 
Celles  de  ces  courbes  (ou  surfaces)  où  ces  paramètres  sont 
déterminés  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  du  contact 
d'ordre  n  est  dite  osculatrice  à  C  au  point  considéré. 

436.  Au  lieu  de  déterminer  les  paramètres  de  R  par  la 
condition  d'avoir  avec  C  un  contact  donné  en  un  point 
donné,  on  pourrait  se  proposer  de  les  déterminer  de  telle 
sorte  que  R  rencontrât  C  en  un  certain  nombre  de  points 
donnés. 

Soit,  par  exemple,  C  une  courbe  plane  ayant  pour  équa- 
tions 

^  =  t(Oj    7  =  ?i(0» 
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K  une  aulre  courbe  dont  l'équation 

F(.r,j)=zo 

contienne  n  •+•  i  paramètres. 
Posons,  comme  précédemment, 

i'['f(0,?i(0]-=v(0. 

La  courbe  passera  par  les  /i  +  i  points  i  +  A^,  /-{-A,  /, ..., 
t -\-  A^|/,  si  Ton  a  les  équations  de  condition 

11  est  aisé  de  voir  que,  si  les  points  t  -\-  It,  . . .,  ^  4-  A,,/ 
tendent  simultanément  vers  le  point  fixe  t,  la  courbe  K 
aura  pour  limite  la  courbe  osculatrice  à  G  au  point  t. 

En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  A/ <;  A|^<^. .  .<  A^^. 
La  fonction  W  s'annulant  aux  points  /  +  A/ ,  ^  4-  A|  < ,  . . . , 
t  +  A«/,  sa  dérivée  W  devra,  d'après  le  théorème  de  RoUe, 
s'annuler  en  n  points  ^-+-A',^,  ^  +  A^/,  ...,  Z  +  A^f,  res- 
pectivement compris  entre  f  -h  A^  et  /  -h  A,f,  entre  t  -\-  ^^t 
et  ^  -h  A2/, De  même,  la  fonction  V,  dérivée  de  Wy  de- 
vra s'annuler  en  /i  —  i  points  t  -\-  £i\t^  . . . ,  <  +  A*  ^  respecti- 
vement compris  dans  les  intervalles  de  /  -f-  A',  /  à  <  -t-  A'^/, ...  ; 
el  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dérivée  /i*'™*  de  W.  On  aura  donc 

A',/,  . . .,  A^^  étant  compris  entre  A^  et  A/2^. 

Si  donc  A/  et  A/|/  tendent  vers  zéro,  ces  équations  devien- 
dront à  la  limite 

Ce  sont  précisément  les  relations  qui  caractérisent  l'oscula- 
tion. 

437.  Ce  raisonnement  s'appliquerait  identiquement  au 
cas  où,  C  étant  une  courbe  gauche,  K  serait  une  surface  ou 
une  autre  courbe  gauche,  et  conduirait  au  même  résultat. 

Mais,  si  C  et  K  sont  des  surfaces,  la  fonction  W  dépen- 
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dant  de  deux  variables,  on  ne  peut  plus  raisonner  comme 
ci-dessus,  et  la  proposition  à  élablir,  bien  que  restant  vraie 
en  général,  est  en  défaut  dans  certains  cas  particuliers. 

III.  —  Enveloppes. 

438.  Soit  F(x,yjC)  =  o  une  famille  de  courbes  planes, 
caractérisées  par  les  différentes  valeurs  attribuées  au  para- 
mètre c.  Donnons  à  c  une  suite  de  valeurs  Cq,  C4,  Cs,  .... 
Nous  obtiendrons  une  suite  de  courbes 

F(;r,  /,  Co)  =  o,         ¥{x,  y.  Ci)  —  o,         F{Xy  y,  c,)  =  o. 

Marquons  les  points  d'intersection  \,  B,  C,  .  .  .  {Jig-  12) 
de  chacune  de  ces  courbes  avec  la  suivante.  Si  les  valeurs 


successives  attribuées  à  c  se  rapprochent  indéfiniment  les 
unes  des  autres,  les  points  A,  B,  C,  ...  se  rapprocheront 
également  et  finiront  par  dessiner  une  courbe  continue,  qu'on 
nomme  Y  enveloppe  des  courbes  F(j:,  j',  c)  =  o. 

Pour  trouver  Téquation  de  cette  enveloppe,  considérons 
l'une  de  ces  courbes 

F(^,7,  c)  =  o, 

et  la  courbe  infiniment  voisine 

F(^,  j,  c-k-dc)  =0. 
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Leur  point  d'intersection  sera  défini  par  le  système  de  ces 
deux  équations. 
Mais  on  a 

F(vr.  V,  c-4-  de)  =  rix,  r,  c)  -+-  ^-  ac  4-  -.— r h. . .  —  o, 

^        ^  '  ^      '  ^'      '  de  âc*     1.2, 

ou,  en  supprimant  le  terme  F(cr,^,  c),  qui  est  nul,  et  divi- 
sant par  dCj 

ÔF       d^F   de 

-T 1 T^    -      -   -f-.  .  .  mO. 

de  OC'     1 .  2 

A.  la  limite,  de  étant  nul,  on  aura  simplement 

dF 

de  ~-  "• 

On  obtiendra  donc  Inéquation  de  V enveloppe  en  élimi- 
nant c  entre  les  équations 

r(.r,y,c)  — o,  ^  -^• 

439.  Remarques,  —  i®  Si  ces  deux  équations  sont  incom- 
patibles, il  n'y  a  pas  d'enveloppe. 

2®  La  règle  donnée  pour  trouver  l'enveloppe  suppose  que 
Texpression  F(^,  j^,  c)  n'a  qu'une  seule  valeur  pour  chaque 
système  de  valeurs  de  ^,  JK»  c*  S'il  en  était  autrement,  l'en- 
veloppe cherchée  pourrait  échapper  en  tout  ou  en  partie  à 
cette  détermination. 

Cherchons,  par  exemple,  l'enveloppe  des  courbes 


(l)  X-\-sJ\  — y*  -h  c  =:  o. 

L'équation   —  =  o  se  réduisant  ici   à   i  =  o,  il  semble 
qu'on  n'ait  pas  d'enveloppe;  en  effet,  les  branches  de  courbe 


X  -\-\J\  —  j'  H-  c  =  o        et        X  -\-^i  —  j*  -H  c  -t-  c^c  =  o 

ne  se  coupent  pas.  Mais  le  radical  y/i — y^  pouvant  être 
affecté   du  signe   lir ,  la  courbe   (i)   contient  une  seconde 

branche  x  —  y/i  — y'^  +  c  =  o ,   laquelle   coupe  la  courbe 
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x-hy/'^i  — y^ -\- c -{- de  =  o  en  un  point  qui  tendra,  lorsque  rfc 
se  rapprochera  de  zéro,  vers  une  limite  définie  par  les  équa- 
tions 

jc  -h  v^  1  —  ,>'*  -+-  C  :=r.  G,  X  —  \/ 1  —  y*  -h  c  =  o. 

Éliminant  c,  on  aura,  pour  l'équation  de  Tenveloppe, 


y/i — y^zzno        ou         I — ^''=0. 

On  aurait  obtenu  ce  même  résultat  en  chassant  le  radical 
de  Téquation  (i),  qui  serait  devenue 

1  —  J*—  (J?  -4-  C)'=  O. 

LY'quation  étant  mise  sous  cette  forme,  on  aurait 


0=z  -~-  —  2{X  -h  c), 
OC  - 


et,  en  éliminant  c, 


I— j*=:o. 


440.  Théorème.  —  L^enveloppe  est  tangente  en  chacun 
de  ses  points  à  V enveloppée  correspondante . 

L'enveloppe  est  définie  par  le  système  des  deux  équations 

17/  \  ^^ 

F(a:,7,c)— o,  ~^—^' 

Soient  donc  ^Tq,  j^o  '^s  coordonnées  d'un  de  ses  points, 
Co  la  valeur  correspondante  de  c,  on  aura 

en  désignant,  pour  abréger,  par  Fo,  -j— ^  ce  que  deviennent 

F  et  -T->  lorsqu'on  y  remplace  x^  y^  c  par  a'o,  j^o>  <^o« 

L'enveloppée  correspondante  au  point  (j:o>  ^o)  a  pour 
équation 


#1' 
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Soit  maintenant  (j?i,  j^i,  C|)  un  point  de  l'enveloppe  infi- 
niment voisin  de  Co,  on  aura  les  équations 

^^  =  ^'  ô^^""^ 

dF         .  .  dF 

F|  et  -r— ^  désignant  ce  que  deviennent  F  et  y-  pour  jc  =  X| , 

Pour  établir  qu'il  y  a  contact  entre  Tenveloppe  et  l'en- 
veloppée,  il  faut  montrer  que  F(;ri,  j^i,  c^),  résultat  de 
la  substitution  des  coordonnées  Xt,  y^  dans  Téquation  de 
l'enveloppée,  est  au  moins  du  second  ordre  par  rapport  à 

l^:*!  — ^o|-l-|7i— Jol- 
Or  on  a 

F(j?i,  7i,  Co)  =  F[j?,,  j„  c,  —  (c,  —  Co)] 
Mais  F,  et  -r— ^  sont  nuls.  Celte  expression  sera  donc  du  se- 

0c  i 

cond  ordre  au  moins  par  rapport  à  C|  —  Cq. 
D'autre  part,  posons,  pour  plus  de  clarté, 

on  aura 

=  *[^o+  (^1  —  -a^o),  Jo4-  (7,  — /o),  Co  -+-  (c,  —  Co)l 

R  étant  du  second  ordre  en  x^  —  x^^  y^  — y^^  C\  —  Cq.  Or  ^o 

est  nul.  oi  donc  -. —  =  -ytt  J^^st  pas  nul,  cette  équation 

montre  que  l'ordre  de  Ct  —  Cq  est  au  moins  égal  à  l'ordre  de 
la  plus  grande  des  quantités  \Xi  —  Xo  |,  \yi — yo\  et,  par 
suite,  à  l'ordre  de  |  a?!  —  ^o  |  +  \yi  — yo  !• 
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Cette  démonstration  serait  en  défaut  si  -j-^  était  nul.  Il 

serait  aisé  de  montrer  que,  dans  ce  cas,  Xq,  yo  est  un  point 
de  rebroussement  sur  la  courbe  enveloppe. 

441.  Soit  maintenant  F(x,  y,  ZyC)  =  o  une  famille  de 
surfaces  contenant  un  paramètre  c.  Si  Ton  donne  à  c  une 
suite  de  valeurs  inGniment  voisines,  deux  surface^  consécu- 
tives se  couperont  suivant  une  courbe.  A  la  limite,  ces 
courbes  dessineront  une  surface,  enveloppe  des  surfaces 
proposées.  Proposons-nous  de  déterminer  son  équation. 

Soit 

Tune  des  enveloppées 

âF  d^F  dc^ 

(3)  F(j»,  y,  z^c  -+-  de)  —  F(.r,  >-,  z ,  c)  -\-  —  de  -\-  -yj H. . . 

la  suivante.  La  courbe  d'intersection  sera  déCnie  parles  deux 
équations  (2)  et  (3),  lesquelles  équivalent  aux  suivantes 

F  {JC,   y,Z,c):=:2  Oy 

àV       (PF  de 

OC  ÔC^     1  .  2 

A  la  limite,  de  =  o,  et  les  équations  se  réduisent  à 

P  dF 

t^O,  ^=:0. 

La  courbe  définie  par  ces  équations  se  nomme  la  caracté- 
ristique. L'enveloppe  cherchée,  lieu  de  ces  caractéristiques, 
s'obtiendra  en  éliminant  c  entre  les  deux  équations. 

Trois  enveloppées  consécutives 

I     l*'(-r»   V,  5,C)=0, 

1  1'  (,r,  Yi  z,c-hdc)  =  F  -+-  --  de  4-  -r-r h  H  =  ^, 

{'^)     ^  de  (?c*    1 . 2 

^    s      i^       àF  ,         d^F  d,c^      ^ 

^      *  '  oc  oc^   1.2 
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ont  un  point  d'intersection  défini  par  les  trois  équations  (4)- 
Ces  équations  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

'     âc       dcdiC(diC^dc)^     2   ôc^        dcdic{d^c  —  de) 

et  donneront  à  la  limite,  en  remarquant  que  R  et  R|  sont  du 
troisième  ordre, 

dV  d^¥ 

Éliminant  c  entre  ces  trois  équations,  on  aura  Téquation 
de  la  ligne  lieu  des  points  d'intersection.  Cette  ligne  se 
nomme  Varéte  de  rebrousse  ment.  Elle  rencontre  évidem- 
ment les  caractéristiques. 

442.  Théorème.  —  L'ençeloppée  est  tangente  à  l^eme- 
loppe  tout  le  long  de  la  caractéristique. 

En  effet,  l'enveloppe  a  pour  équations 

F(.r,  j,  5,c)z=o,         ^-^' 
Soit  (^oî^O)  -0)  ^o)  un  de  ses  points,  on  aura 

Fo=io,  -  =zo. 

dc^ 

L'enveloppée  correspondante  aura  pour  équation 

F(^,  7,5,  Co)=^o. 

Soit  {X{, y%,  Zf,Ci)  un  point  de  l'enveloppe  infiniment 
voisin  de  (xq,  jKo>  ^oj  Co)  ;  on  aura 

'''  =  °'         ^c7="' 

et  il  faut  prouver  que  ¥{xx^yx^  ^i,  Cq)  est  du  second  ordre 
par  rapport  à  [  oTi  —  ^0  I  -^-  1 7*1  ^  J'o  i  -i-  I  ^i  —  ^0 
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Or  on  a 

^(«^1,  7iî  -Si,  ^o)  =  "Pl^u  yu  -I,  Cl—  (Cl—  Co)] 

Cette  expression  est  du  second  ordre  en  C\  —  Co. 
D'autre  part,  posons,  pour  plus  de  clarté, 

on  aura 

~*o-+-  j^(^r,  — j?o) -+-... -1-  -^(c,  — Co)-+  R. 

Or  ^0  est  nul  et  R  du  second  ordre  en  x^  —  j:o,  • . . ,  Ci  —  c©. 

Cette  équation  montre  que,    si  -r— ^  =  -^-^  n'est   pas  nul, 
^  ^     '        dco         c/c;  '^ 

C|  —  Co  sera  au  moins  de  Tordre  de  la  plus  grande  des  quan- 
tités I  JC|  —  ^0  Ij  I  J'i  — y^  I)  1^1  —  ^0  I»  e*^i  P^ï*  suite,  au  moins 
de  l'ordre  de  leur  somme.  Donc  F(j:i,  j^i,  5|,  Co)  sera  au 
moins  d'ordre  i  par  rapport  à  cette  dernière  quantité. 

Cette  démonstration  serait  en  défaut  si  l'on  avait  -j-r^  =  o, 

dc\ 

auquel  cas  le  point  ;ro,  y^^  z^  appartiendrait  à  l'arête  de  re- 

broussement.  Il  serait  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  cette  arête 

est  une  ligne  singulière  sur  l'enveloppe. 

443.  Théorème.  —  Uarête  de  rebroussement  a  en  chaque 
point  un  contact  du  second  ordre  avec  l'enveloppée  cor- 
respondante,  et  touche  la  caractéristique. 


43q  PKEHibRB  PARTIE.  —    CHAPITRE   IT. 

Cette  arête  est  définie  par  les  équations 

Soit  {xt,yi),  Zg,  Co)  un  de  ses  points,  on  aura 

^'^'''         d^  =  °'  ■^=°- 

L'enveloppe  correspondante  sera  donnée  par  Féquation 

FC-a:*»  J»-,Co)  =  o, 
la  caractéristique  par  les  équations 

F(j:-,  7,5,Co)  =  o,  î^-^j^ '-  —o. 

Soit  (j?«,  j^i,  5|,  C|)  un  point  de  l'arête  de  rebrousseinenl 
infiniment  voisin  du  précédent,  on  aura 

Le  théorème  sera  évidemment  démontré  si  nous  prouvons 
queF(xi,j'i,wi  ,/:o)  est  du  troisième  ordre,  et ^''Z'^'' 


du  second,  par  rapport  à  \xs  — ^o!  -+-  \y\  — ^ol-l-  I  ^i  — ^ol- 
Or  la  quantité 

F(^i»  /n  -1,  ^o)  =  F[-3?n  7i»  -1,  c,  —  (c,  —  Co)] 

est  du  troisième  ordre  en  C\  —  Co. 
En  second  lieu,  posons 

(^F(x,.r,g,c)  _ 

^-  —  ^^v-^j  y^  -,  cj- 


APPUCATIONS   GÉOMÉTRIQUES   DE   LA   SÉRIE   DE   TAÏLOR.  433 

On  aura 

— *  ^OTi,  Jiy  *»!,  Cq) 

=  ^[^n  7i,  -i,  c,  —  (c,  —  Co)] 

quantité  du  second  ordre  en  c^  —  Cq,  car  on  a 

*       âCi         '  dci         âc\ 

II  reste  à  prouver  que  C|  —  c©  est  au  moins  de  l'ordre  de  la 
plus  grande  des  quantités  (  X|  —  Xq  |,  |  j^i  — j^o  |)  [  -*  —  ^o  |j 
et,  par  suite,  de  l'ordre  de  leur  somme.  Pour  Tétablir,  po- 
sons 

—  =*(x,y,5,c). 
On  aura 

=:  <l>  (  J?0  -H  X|  —  X(j ,  .  .  . ,  Co  4-  Cj  —  Cq  ) 

=  *o  +  ji;^  (-^1  —  J^o)  + .  .  . -H -^  (c,  —  Co)  H- R. 

Or  ^0=  -fx  est  nul  et  R  du  second  ordre  en  jr,  —  Xo,  . . . , 

Ci  —  Cq.  Celte  équation  montre  que  C|  —  c©  est  au  moins  de 
Tordre  de  la  plus  grande  des  quantités  |  Xi  —  Xo\^  {y^  — yo\j 

I  >3|  —  ;îo  I,  pourvu  que  —  =  -j^  soit  ^  o. 

Si  cette  quantité  était  nulle,  la  démonstration  serait  en 
défaut.  Dans  ce  cas,  Xq^  yoy  ^o  serait  un  point  singulier  sur 
Taréte  de  rebroussement. 


iii.  Soit  enfin  F(:r,^,  5,  a,  6)  une  famille  de  surfaces 
contenant  deux  paramètres  a  et  b.  Si  Von.  change  a  et  6  en 
J.  —  I.  a8 
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a  -i-  da  et  b  -{-  db^  on  obtiendra  une  surface 

^{^1  y?^»^  -+-  da,  b  -{-db)  =zF-\-^-da-h-^rdb-i- 

oa  00 

Si  da  el  db  sont  infiniment  petits,  et  quel  que  soit  d'ail- 
leurs leur  rapport,  la  surface  passera  par  le  point  défini  par 
les  équations 

Eliminant  a  e\,  b  entre  ces  équations,  on  obtiendra  Péqua- 
tion  de  la  surface  enveloppe.  On  vérifiera  sans  peine  qu'elle 
esl  tangente  à  l'enveloppée. 


IV.  —  Courbes  planes. 

iïo.  Considérons  une  courbe  plane,  définie  par  deux 
équations 

Les  fonctions  cp,  <{;,  étant  supposées  développables  suivant 
la  série  de  Taylor,  admettent  une  dérivée  continue.  La 
courbe  est  donc  reclifiable,  et  son  arc  s  a  une  dérivée,  égale 

à  \^Jo'--r-y'^  (111)»  Oïl  diXXTdL  donc 

ds  —  \Jx'^^y^  dt. 

4i6.  Soit  P  un  point  ordinaire  pris  sur  la  courbe,  x^v^  t 
ses  coordonnées. 

Tangente  et  normale,  —  L'équation  générale  d'une 
droite 

(i)  Y —  aX  —  a  =  o 

é 

contient  deux  paramètres  dont  on  pourra  disposer  pour  faire 
passer  la  droite  par  le  point  P  et  établir  entre  elle  et  la 
courbe  un  contact  du  premier  ordre. 
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Il  faudra  pour  cela  satisfaire  aux  deux,  équations 

(2)  o^^W  (t)  :—ffi{l)  —  a^{l)  —  oLz:=y  —  ax  —  OL, 

(3)  o  —  ^"{t)—y—ax\ 

Des  équations  (i)  et  (a)  on  déduit 

(X  — .r)  — ^(Y— k)---o. 

Eliminant  ensuite  a  entre  cette  équation  et  Téquation  (  3), 
on  aura  l'équation  de  la  droite  osculatrice 

X  —  .27       Y  -  y 


y      ~"      y' 


Cette  droite  se  nomuie  la  tangente  au  point  P. 

La  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou  normale,  aura  pour 

équation 

(X-.r)r'-r(V-v)/:=o. 

447.  Pour  appliquer  cette  formule  (ou  toute  autre  formule 
dans  laquelle  figureraient  jc,  x\  jc",  .  .  .,  JS^K',  y",  •  •  •)  a" 
cas  où  la  courbe  serait  donnée  par  une  seule  équation 

on  n'aurait  qu'à  poser  x  =  'f  (0^  ?  étant  une  fonction  quel- 
conque et  t  une  variable  auxiliaire.  On  aurait  alors 

Quant  à  y^  ce  sera  une  fonction  implicite  de  t,  définie  par 
l'équation 

dont  on  pourra  obtenir  les  dérivées  par  la  règle  connue. 
Le   plus  simple   est  évidemment  de    poser  x=^t^    d'où 

j;'  =  I ,  a/'  =  .  .  .  =  o  ;  y^  y\  ...  ne  seront  autre  chose  que 

ci  Y    ci^  V 
les  dérivées  -—-j  -^^,  •  •  •  et  seront  fournies  parles  équations 

^         d¥^dy^_ 
dx         dy  dx         ' 

(4)      {^        ^^F   dy     à^dy     ^i:^iy_ 

âx^  '^'^  dx  à  y  dx  "^  Oy^  dx^  ^  dy  ~d^  ~  ^' 


436  PREMIÈHB   PARTIE.  —    CHAPlTaE  IV. 

On  aura  donc  la  règle  suivante  pour  transformer  les  for- 


m\i 


les  : 


Remplacer  jo'  par   r unité,  x",  x" ^  ...  par  zéro,  y^ 

ciy     d*  Y 
y,  . . .  par  les  valeurs  de    .—  y  ;7^>  •*•  tirées  des  équa- 
tions (4)- 

Opérant  cette  substitution,  Tcquation  de  la  tangente  de- 
viendra 

-.-  (  X  —  x)  -+-  ^-  (\  —  y)  -  o, 

et  Téquation  de  la  normale  sera 

\-x       \—y 

âx  dy 

118.   Cercle  osculaleur.  —  L'équation  d'un  cercle 

(X~a)«H-(Y-3)*— R»=:o 

contenant  trois  paramètres  a,  ^,  R,  on  pourra  les  déterminer 
do  manière  à  établir  un  contact  du  second  ordre  au  point  P, 
entre  le  cercle  et  la  courbe. 

Ce  contact  sera  exprimé  par  les  équations 

(5)  o=:    ir  (0--(.r-a)^     _^(>,>-[3)2_Ri, 

(6)  o  =  jr  (0  -  {x~-ol)x'  +  (X-  ?)/, 

(7)  o     .[W'(l):^(x-oi)x''-^{y-^)y-^x''-^y\ 

De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 
W  ^^-^'-  ^'y^ya:^' 

(9)  y       r  ju' y" y^  x"     ' 

et,  en  substituant  dans  Téquation  (5), 

(jc'i^y^y 

x'y"  —  y'x'^ 
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Le  rayon  R  du  cercle  osculatcur  et  les  coordonnées  a,  [ï 
de  son  centre  se  trouvent  ainsi  déterminés. 

449.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  se  nomme 
la  développée  de  la  courbe  primitive  C.  Pour  l'obtenir,  il 
faudrait  substituer,  dans  les  équations  (6)  et  (7),  les  valeurs 
de  x,  y^  x\  y ,  3ii\  y'  en  fonction  de  /,  et  éliminer  t  entre 
les  deux  équations. 

On  remarquera  que  l'équation  (G),  en  y  regardant  a,  [ï 
comme  des  coordonnées  courantes,  n'est  autre  que  l'équation 
de  la  normale  à  C.  L'équation  (7)  est  sa  dérivée  par  rapport 
au  paramètre  t,  La  développée  est  donc  l'enveloppe  des 
normales, 

450.  Courbure.  —  On  nomme  courbure  moyenne  d'un 
arc  le  rapport  de  l'angle  cp  formé  par  les  tangentes  extrêmes 
à  la  longueur  A5  de  cet  arc;  courbure  en  un  point  {x^y)  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  courbure  moyenne  d'un  arc  infi- 
niment petit  commençant  en  ce  point. 

Soient  —,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  x^y^ 


7  celui  de  la  tangente  au   point  (j^ -h  Aj:-,  >  -•- A)), 
o  l'angle  de  ces  deux  tangentes.  On  aura 


„        _  „  .r'Av' — y' ^x' 

tang^ 


y- 

^i^y 



y 

x'- 

~  a.z.'' 

x' 

I  -1- 

y' 

■ 

(x'  -\-  \.x:' ) x'  -\-  (/'-+-  ^y')y 
x'  -f-  ^x'  X 

Or  on  a  sensiblement 

tangc  =  o, 

Aj'— r"  dt,         àx'zzzjc"  dt, 

j:'A/  — /  Aj7'=  [x'y"  —  yx")  dt, 

(jc'-h  Aj7')a:'-f-  (/-f-  Ay)/=  x'*-h  r'S 

d'où 

dt 


X  y  — y  X 

~     x'^  +  /*■ 


aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre. 


438  PREMIÈRE    PARTIE.  —    CHAPITRE   IV. 

On  a  d'ailleurs,  avec  la  même  approximation. 


La  courbure  c  ^--  lim  —  sera  donc  éffale  à  — -*  Elle 

csl,  comme  on  le  volt,  rgale  à  j--»  l\  étant  le  rayon  du  cercle 

osculaleur. 

Ce  cercle  a  la  même  courbure  que  la  courbe  proposée.  En 
elTet,  A5  désignant  un  arc  de  ce  cercle  et  îd  l'angle  des  tan- 
gentes à  ses  extrémités,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  Tangle 
des  deux  rayons  menés  à  ses  extrémités,  on  aura  évidemment 

A.ç  =  RcD,  et  la  courbure  -'-  sera  éo:ale  à  77* 

On  donne  souvent  à  ce  cercle  le  nom  de  cercle  de  cour- 
hure;  son  centre  et  son  rayon  seront  dits  le  centre  et  le  rayon 
de  courbure. 

iol.  L'expression  trouvée  ci-dessus  pour  o  est  positive  ou 
négative,  suivant  le  signe  de  la  quantité 

/     yl\l 


y' 


SI  celte  quantité  est  de  même  signe  que  x\  la  quantité 

^)  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  croîtra  ou  décroîtra 

en  même  temps  que  x,  La  courbe  tournera  donc  sa  convexité 
vers  les  y  négatifs. 

Ce  serait  l'inverse  si  x'y"  —y'  x'^  était  de  signe  opposé  à  x'. 

i52.  Les  points  où  x'y"  —  yx"=zo  se  nommenl  points 
d'injlexion,  La  courbure  y  étant  nulle,  le  cercle  de  cour- 
bure aura  son  rayon  infini,  et  se  confondra  avec  la  tangente. 

La  tangente  T  en  un  point  d^ inflexion  se  confondra 
avec  la  tangente  T'  en  un  point  infiniment  voisin  aux 
infiniment  petits  près  d^ ordre  supérieur  au  premier.  CsiV, 
en  bornant  l'approximation  au  premier  ordre,  l'angle  y  de 
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ces  deux  droites  est  nul  ;  en  outre,  le  point  de  contact  de  T' 
est  sur  la  tangente  T. 

4o3.  Les  formules  précédentes  se  simplifient  si  x  est  pris 
pour  variable  indépendante,  auquel  cas  il  faudra  poser  j:r'=  i , 
X  •=.  O, 

Il  viendra  dans  ce  cas,  pour  la  différentielle  de  Tare, 

dsr=i\]\  -\-y'^dx\ 
pour  Inéquation  de  la  tangente, 

Y-r=y(x-^); 

pour  la  courbure, 

f 

Cz=  ^L— 


(l4-/«)^' 


et,  pour  Téquation  des  points  d'inflexion, 

454.  On  représente  parfois  une  courbe  par  une  équation 

entre  Tare  compté  à  partir  d'un  point  quelconque  et  la  cour- 
bure à  l'extrémité  de  cet  arc.  Ces  deux  quantités,  dépendant 
d'une  même  variable  t^  sont  en  eff^et  fonctions  l'une  de  l'autre. 

Cette  représentation  a  l'avantage  de  n'introduire  aucun 
élément  étranger  à  la  courbe,  comme  le  sont,  dans  le  système 
cartésien,  les  axes  coordonnés.  Il  en  résulte  que  deux  courbes 
égales,  mais  différemment  situées  dans  le  plan,  auront  la 
même  équation. 

Pour  passer  de  l'équation  d'une  courbe  ainsi  définie  à  son 
équation  en  coordonnées  cartésiennes,  on  prendra  la  dérivée 
de  cette  équation.  Il  viendra 

L("-i-y)'JL('+/')'J 
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De  cette  équation  entre  les  dérivées  de  y,  il  restera  à  dé- 
duire cette  fonction. 

Ce  problème  est  du  ressort  du  Calcul  intégral,  el  nous  ne 
pouvons  que  le  poser  en  ce  moment. 

455.  Proposons-nous  d'appliquer  les  formules  qui  précè- 
dent à  quelques  courbes  simples. 

Parabole.  —  On  aura 

d'où,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante, 

f  f       P 

yyf_^  y/2---o         r'  =  —  —.' 
Différentielle  de  Tare  : 


V  J»  V  2J- 


Equation  de  la  tangente  : 


Rajon  de  courbure  : 


P 


1 


1-4-^1  i 

Développée  :  les  formules  (8)  et  (9)  donnent 

,  _ .-     /('-t-.r")  _  ^     p  (p*+7').v 

y  y     —p^ 

P 

'  ""^        y    ~^        -/>'       ""     p^ 
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On  en  déduit 

Mais  l'équation  r^=  'xpx  donne 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  x  et^',  il 
vient 

i56.  Ellipse,  —  On  a 

équation  qui  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

xzna  cos  /,         /  =  ^  sin  /. 

On  déduit  de  celles-ci 

jt'  =  —  a  sin  t^         y'  =      b  cos  ty 
x'  =i  —  a  cos  tj        j"  r=  —  b  sin  t, 

puis 

x'^  H-  7'*  =  a*  sin'  /  +  6'  cos'  /, 

On  aura  donc,  pour  la  dififérentielle  de  l'arc. 


ds  =  \Ja}  sin'  t  -^  b^  cos*  ^  dt  ; 

pour  Téquation  de  la  tangente, 

X  —  a  cos  t       Y  —  6  sin  / 
—  asin£  6cos^      * 

pour  le  rayon  de  courbure, 

1 

(a»sin'i-+-  6'cos'O* 

K  —  - —  • 

ab 
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et,  pour  les  coordonnées  du  centre  de  courbure, 

b  ces t ( «'  sin' t  -\-  b^  cos' t)       a}  —  6' 


a=iz  a  cosi  — 


ab 


cos'f 


a 


(en  remplaçant  sln^/  par  i  —  cos^^), 

a  s\ï\l(a}  sin'/  -h  ^'  cos'O 


?  =  ^?sin/  — 


«6 


; sin'/ 


(en  remplaçant  cos^^  par  i  —  sin^^). 
On  en  déduit 

(a«— ^«)'cos/=:(aa)', 

filevant  au  carré  et  ajoutant,  on  aura  Téquation  de  la  dé- 
veloppée 

(aa)»H-(^^P) 


t  %  1 


4o7.  Cycloïde.  —  On  donne  ce  nom  à  la  courbe  engen- 
drée par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe. 

Pour  obtenir  les  équations  de  cette  courbe,  prenons  pour 
axe  des^  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  décrivant  au 
moment  où  il  se  trouve  sur  Taxe  des  x. 

Considérons  une  seconde  position  du  cercle  générateur. 


^^ig.  i3. 


Soit  OA  {Jig'  i3)  la  quantité  dont  le  point  de  contact  s'est 
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déplacé  sur  la  droite  OX.  D'après  la  défînilloD  du  roulement, 
il  devra  s'être  déplacé  de  la  même  quantité  sur  le  cercle.  Le 
point  qui  décrit  la  cycloïde  se  trouvera  donc  dans  une  posi- 
tion B,  telle  que  Ton  ait  AB  =  AO. 

Cela  posé,  soient  a  le  rayon  du  cercle,  /  l'angle  ACB,  que 
nous  considérons  comme  variable  indépendante.  On  aura 

AO  =  AB  =:  at, 
X  :=!  OA  —  BD  ^  (tt  —  a  siii  /, 
y  =  AC  —  CD  1=  «  —  a  cos/. 

On  déduit  de  ces  équations 

x'z=za{i  —  ces/),       y'^r^asint^ 
x"  z=ia  siïït,  r"^^  acosl, 

x'^  -i-  y'^:=:  2a^{i  —  ces t ), 

X'y  —  yx'z=z—  rt-(l  —  COSO. 

La  différentielle  de  l'arc  sera  donc 

a  ^2  —  2  cos  tdl, 
La  tangente  aura  pour  équation 

X-^  Y— y 

,.^,  „  -,  ■  ■■-■    —     "'~       ■    ■  — —  • 

a(i  —  cos^)        a  sint 

La  normale  aura  pour  équation 

(X  —  ^)  (i  —  cos^)  -\-  {Y  —  y)  s'in  t  z^  o. 

Le  point  où  elle  coupe  Taxe  des  x  s'obtiendra  en  faisant 
Y  =  o  dans  cette  équation.  On  trouvera 

^  ysin^  ,  .     . 

\z=z  X  -\ — ^=  a(t  —  sin  t)  -h  a  sm  t  =:  at. 

1  —  ces/ 

La  normale  passe  donc  par  le  point  A,  où  le  cercle  géné- 
rateur touche  l'axe  des  x. 

La  distance  N  de  ce  point  au  point  B,  qu'on  nomme  la  lon- 
gueur de  la  normale,  sera  donnée  par  l'expression 

N  =:  \\X  —  xy-^y*  =  v/rt* sin' f -f- a* ( i  —  cos /)*  =r  a y/2—  2cos^ 
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Le  rayon  de  courbure  sera  égal  à 

3 
[2a'(l  —  CCS/)]-    


—  a-(ï  —  cos^) 


-  -  =  —  ia\rx 


2  COS^. 


H  est  donc  double  de  la  normale  en  grandeur  absolue. 
Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront 

a  =2  a{t —  sin^)  -f-  2a  sin^  :^  a{t  4-  sin^), 

P  =z  a(i  —  cos^)  —  2a{i  —  cos^)  r--  —  a(i  —  cosO* 

Posons,  dans  ces  équation;^,  t  =  iz-h  t\'^  elles  deviendront 

a  1-       ar-4-a(/i  —  sin/,), 
P= — 2rt-f-a(i  — cos^j), 

et  l'on  voit  qu'elles  représentent  une  cycloïde  égale  à  la  pro- 
posée, mais  déplacée  de  an  dans  le  sens  des  ^  et  de  —  2<7 
dans  le  sens  des  j>'. 

V.  —  Géométrie  infinitésimale. 

458.   Soient  A,  /i,  ...  des  infiniment  petits  connus,  a,  ^ 
des  quantités  qui  leur  soient  liées  par  des  équations 

/(a,  p,  ..  .,/i,X-,  ...)  —  o, 
cp(a,  p,  ...,/i,  Ar,  ...)=o, 


Supposons  qu'on  veuille  déterminer  a,  p,  . . .  aux  infini- 
ment petits  près  d'ordre  n;  il  est  clair  qu'on  pourra  sup- 
primer a  priori  dans  les  expressions  de  A,  A:,  ...  à  porter 
dans  les  équations  /=  o,  cp  =  o,  tous  les  termes  dont  la  pré- 
sence n'altérerait  a,  ^,  . . .  que  d'un  infiniment  petit  d'ordre 
^/i.  On  verra  aisément  dans  chaque  cas,  avec  un  peu  d'at- 
tention, ce  qui  est  négligeable  et  ce  qui  ne  l'est  pas. 

Dans  les  applications  géométriques  du  Calcul  difTérentieU 
les  infiniment  petits  a,  p,  . . ,,  A,  Ar,  . . .  qu'il  s'agit  de  cal- 
culer en  fonction  les  uns  des  autres  sont  rattachés  ensemble 
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par  une  figure  de  laquelle  on  déduit  les  équations 

/— o,         'f  =  o, 

qui  les  lient. 

Au  lieu  d^établir  les  équations  exactes  et  d^y  négliger 
ensuite  certaines  quantités,  il  est  souvent  plus  simple  de 
considérer,  au  lieu  de  la  figure  rigoureuse,  la  figure  appro- 
chée qui  s'en  déduirait  en  négligeant  ces  quantités;  de  cette 
nouvelle  figure  on  tirera  les  équations  approchées. 

Pour  que  ce  procédé  soit  légitime,  il  faut  évidemment 
qu'on  soit  en  mesure  d'établir  que  les  changements  de  la 
figure  n'altèrent  le  résultat  à  obtenir  que  d'une  quantité  négli- 
geable eu  égard  à  l'approximation  que  l'on  demande.  La 
nécessité  de  cette  discussion  diminue  notablement  les  avan- 
tages que  présente  souvent  la  méthode  géométrique  au  point 
de  vue  de  la  simplicité  et  de  l'évidence. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  considérations  gé- 
nérales. 

459.  Problème  1.  —  Soit  p=y*(0)  Inéquation  d'une 
courbe  en  coordonnées  polaires.  On  demande  C angle  V  de 
la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  et  la  différentielle  de 
rare. 

Soient  P,  Q  {fig-  i4)  deux  points  de  la  courbe   infîni- 

Klg.  i',. 


ment  voisins,  ayant  pour  coordonnées  p,  9  et  p  4-  Ao,  0  -f-  A9, 
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Du  point  O  comme  centre  avec  OP  pour  rayon,  traçons  un 
arc  de  cercle  PR.  Menons  les  droites  PQ,  PR. 

L'angle  V  diflTérera  infiniment  peu  de  l'angle  QPS,  qui 
lui-même  ne  diffère  de  RQP que  de  Tangle  inHnimeut  petit  AO; 
de  même  Tare  PQ  ne  différera  de  sa  corde  PQ  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  PQ. 

Les  quantités  à  calculer  seront  donc  l'angle  RQP  et  la 
corde  PQ. 

Cela  posé,  RP,  corde  infiniment  petite  du  cercle  PR,  sera 
sensiblement  perpendiculaire  à  OR.  Sa  longueur  sera  sensi- 
blement égale  à  l'arc  RP,  qui  est  égal  à  p  Aô.  D'ailleurs, 
RQ  =  Ap.  Donc  le  triangle  PQR  est  sensiblement  un  triangle 
rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  p  Aô  et  Ap,  et  Ton 
aura,  par  la  formule  des  triangles  rectangles, 

ta n g RQ P  =:  — ,  PQ    i  y/ V V7*AÔ^ 


et  à  la  limile 


ciO 


tangV  -  p  -7-  )  ds-  s^'d;^  -t-  ^^d^^. 

Mais  il  faut  s'assurer  que  les  modifications  faites  au  triangle 
PQR  n'ont  pas  altéré  la  valeur  principale  des  quantités  cher- 
chées RQP  et  PQ. 

On  peut,  à  ce  sujet,  remarquer  d'une  manière  générale  que 
les  angles  A,  B,  G  d'un  triangle  quelconque  ABC  et  les  rap- 
ports a  =  -  j  p  =  -  de  ses  côtés  sont  liés  par  les  trois  rela- 
tions connues 

a  =z  b  ces  G  -+-  c  ces  B, 

6  --  c  ces  A  H-  a  ces  C, 

c  =  a cosB  -h  ^cosA, 

d'où 

a  =  p  cosC  -{-  cosB, 

p  :=  cos  A  H-  a  cosC, 

1  =z  a  cos  B  H-  p  cos  A . 

Si  Ton  donne  des  accroissements  infiniment  petits  à  deux 
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des  quantités  qui  figurent  dans  ces  formules,  les  trois  autres 
prendront  des  accroissements  correspondants  infiniment 
petits  et  dont  les  valeurs  principales  s'obtiendront  en  diffé- 
rentiant  les  équations  précédentes. 

Dans  le  cas  actuel,  on  a  modifié  infiniment  peu  Pangle  en 

RP  PO 

R  et  le  rapport  tj-tt*  L'angle  en  Q  et  le  rapport  r^  auront 

infiniment  peu  changé.  Donc,  l'angle  Q  et  le  côté  PQ  n'ont 
été  altérés  que  d'une  fraction  infiniment  petite  de  leur  va- 
leur, ce  qu'il  fallait  démontrer. 

460.   Problème  II.   —    Troiaer  la  longueur  de  l'arc  de 
la  développée  dUme  courbe  C. 

Soient 

MT,  M'T'  {Jîg'  i5)  deux  normales  a  G  infiniment  voisines; 

cp  leur  angle  ; 

T  et  T' les  points  où  elles  touchent  la  développée. 


En  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  (MM' 
étant  considéré  comme  du  premier  ordre),  on  pourra  ad- 
mettre : 

1°  Que  M  est  sur  la  tangente  au  point  M',  laquelle  est  per- 
pendiculaire à  M'T'  (Jlg-  i6); 

2°  Que  T  est  sur  la  tangente  M'T'  à  la  développée  ; 
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3**  Que  l'arc  TT'  se  confond  avec  la  droite  TT'. 

Le  quadrilatère  curviligne  M  IVrTT'  ainsi  simplifié  prendra 

Fig.  lO. 
M' 


•T' 


la  forme  ci-dessus  {fig-  i6),  laquelle  donnera 

M'T'=MTcos(pH-TT'. 

D^ailleurs,  Tangle  o  étant  infiniment  petit,  on  a  sensible- 
ment cos'^  =  ï,  d'où 

M'T'-MT-hTT'. 

461.  Les  considérations  qui  précèdent  ne  fournissent 
qu'un  aperçu;  mais^il  est  aisé  de  rendre  la  démonstration  ri- 
goureuse. 

Âcet  effet,  nous  remarquerons  tout  d'abord  que,  MM' étant 

supposé  du  premier  ordre,  tp  et  TT'  en  seront  également,  car 

on  a  sensiblement 

©i^cMM'-ATÏ', 

c  et  k  désignant  les  courbures  de  la  courbe  donnée  et  de  sa 
développée. 

Cela  posé,  projetons  le  quadrilatère  curviligne  MM'T'T 
sur  M'T'.  On  aura 

M'r=proj.MM'4-proj.MT-i- proj.TT'. 

Or  proj.MM'=:cordeMM'costJ^,  if  étant  Tangle  de  ladite 
corde  avec  M'T'.  La  corde  MM'  étant  du  premier  ordre  et  ^ 
infiniment  voisin  d'un  droit,  proj.  MM'  sera  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier  et  pourra  être  négligé. 
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D'autre  part,  proj.MT=  MTcosy,  et,  <f  étaot  infiniment 

petit  du  premier  ordre,  cos?p  =  i h.«.  pourra  être 

remplacé  par  l'unité.  Donc  proj.MT=:MT. 

Enfin,  on  aura  proj.ïT'=  cordeTT'cosy,  -^  étant  l'angle 

formé  par  la  corde  Tï'  avec  M'T'.  Cet  angle  étant  infiniment 

petit  et  la  corde  TT'  différant  infiniment  peu  de  Tare,  on 

aura  sensiblement 

proi.TTz=zTT. 

On  aura  donc  bien 

\rT'=MT-t  xr. 

462.  Cette  équation  n'a  été  démontrée  que  pour  un  arc  MM' 
infiniment  petit,  et  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'or- 
dre }>i.  Mais  il  est  aisé  d'en  conclure  que  l'égalité  est  rigou- 
reuse, et  subsiste  pour  un  arc  quelconque  MN  pris  sur  la 
courbe  C. 

Soient,  en  effet,  NU,  MT  les  tangentes  menées  des  points 
M,  N  à  la  développée,  UT  l'arc  de  cette  dernière  courbe  com- 
pris entre  les  deux  points  de  contact.  La  différence 

MT  — NU— UT 

sera  une  fonction  de  l'arc  s  =  JNM.  Changeons  s  en  s  -\-  ds\ 
soient  M',  T' les  nouvelles  positions  des  points  M  et  T.  L'ac- 
croissement de  la  fonction  considérée  sera 

M'T'-MT  — TT', 

quantité  d'ordre  supérieur  au  premier,  comme  nous  l'avons 
démontré.  La  différentielle  de  la  fonction  sera  donc  nulle, 
et  la  fonction  elle-même  constante.  Or,  elle  est  nulle  pour 
5  =  o,  M  et  T  se  confondant  avec  N  et  U.  Donc  elle  est 
constamment  nulle. 

463.  On  doit  pourtant  remarquer  que,  en  faisant  la  figure 
qui  nous  a  fourni  Tégalilé 

M'T'izzMT^^  TT, 

J.  —  I.  29 


Zi5o 
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nous  aurons  implicitement  supposé  que  M'T'  était 
M'T'  avait  été  <  MT,  on  aurait  eu 


MT.  Si 


et,  par  suite, 


M'T--^MT-Tr 
NU=:MT  — TU. 


Soit  donc  MN  un  arc  de  la  courbe  C  choisi  de  telle  sorte 
que  la  longueur  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et 
la  développée  varie  constamment  dans  le  même  sens  ;  on  aura 

NU  =  MT-4-TU 

si  celte  longueur  augmente, 

NU  =  xMT  -  TU 
si  elle  diminue. 

Si  Ton  avait  un  arc  MPN  {fi g,  17)  tel  que  la  longueur  de 


la  normale  augmentât  de  M  en  P  pour  décroître  ensuite  de  P 
en  N,  on  aurait,  en  appliquant  successivement  le  théorème 
aux  deux  parties  de  l'arc, 

PS  =  MT  H-  TS, 
PS  — NU  H- SU, 
d'où 

2PS:=:MT4-NUh-TSU. 

464.    Problème   III.    —    Construire   la   tangente  à  la, 
courbe  K  lieu  des  sommets  d*un  angle  ©  de  grandeur 


APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES  DE   LA   SÉBIE   DE   TATLOR.  4^' 

constante,  dont  les  côtés  restent  tangents  à  deux  courbes 
données. 

Considérons    deux    positions   infiniment  voisines    ABC, 
AiBiCi  {,fig'  i8)  de  cet  angle.  L'angle  des  deux  droites  AB, 

Fig.  18. 


A|B|  est  égal  à  celui  des  deux  droites  CB,  C|B|.  Cet  angle 
étant  considéré  comme  du  premier  ordre,  les  arcs  AA^,  CC| 
seront  du  premier;  quant  à  BB^,  il  ne  peut  être  d'un  ordre 
supérieur  au  premier,  car  la  droite  A|B|  n'étant  en  A|  qu'à 
une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre  de  la  droite 
x\B,  et  faisant  avec  elle  un  angle  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  en  sera  éloignée  en  B|  d'une  quantité  du  premier  ordre. 
Au  contraire,  la  distance  de  A  à  la  tangente  AiB^  et  celle 
de  C  à  la  tangente  Bid  seront  du  second  ordre.  Si  donc,  par 
les  points  A  et  C,  on  menait  des  parallèles  respectivement  à 
A<B|  et  à  B|C|,  leur  point  d'intersection  ^  serait  à  une  dis- 
tance de  B  infiniment  petite  du  second  ordre,  et  par  suite 
infiniment  petite  relativement  à  BB|,  qui  est  du  premier.  La 
droite  BB|  difTérera  donc  infiniment  peu  comme  direction  de 
la  droite  Bp.  Cette  dernière  est  une  corde  infiniment  petite 
du  cercle,  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  AC  sous  l'angle  cp,  et, 
à  la  limite,  devient  la  tangente  à  ce  cercle.  Mais,  à  la  limite, 
Bj3  devient  la  tangente  à  K.  Donc  ces  deux  tangentes  coïn- 
cident. 

465.  Théorème.  —   Soient  E^YJ  {fig.  19)  deux  ellipses 


/i5a 
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homo focales.  Par  chaque  point  P  de  E'  menons  deux  tan- 
gentes PA,  PB  à  E.  La  somme  des  tangentes  PA,  PB,  dimi- 
nuée de  rare  AB,  sera  constante. 


Nous  nous  appuierons  sur  cette  propriété  facile  à  démon- 
trer, que  les  deux  tangentes  PA  et  PB  font  un  angle  égal 
avec  la  tangente  en  P  à  la  courbe  E'.  Soit  cp  cet  angle. 

Cela  posé,  soient  P'  un  point  infiniment  voisin  de  P,  situé 
sur  E';  P'A',  P'B'  les  deux  tangentes  correspondantes.  La 
figure  BB'P'P,  projetée  surBP,  donnera 

BP  z  -  proj.  BB'-+-  proj.  B'P'  ~  proj.  PP'. 

Or,  en  négligeant  le  second  ordre,  BB'  peut  être  considéré 
comme  une  ligne  droite  et  B'  comme  étant  sur  BP.  Donc 

proj.BB'      BB'. 

De  même,  B'P'  faisant  un  angle  a  infiniment  petit  avec  BP,  sa 
projection  B'P'cosa  se  réduira  à  B'P',  au  second  ordre  près. 
EnGn,  PP'  étant  du  premier  ordre  et  formant  avec  BP  un 
angle  infiniment  voisin  de  (p,  on  aura,  au  second  ordre  près, 
pour  sa  projection,  PP'coscp  :  d'où 

BP  1-  BB'  -h  B'  P  -  PF  ces?. 

En   projetant  la  figure  AA'P'P  sur  AP,   on  trouvera  de 

même 

AP  =:  —  AA'-+- A'P' 4- PP'cos?, 
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et  en  ajoutant 

BP  H-  AP  =  BB'—  AA'  -+-  B'P'h-  A'F 

=  AB  -  A'B'  -H  B'P'-+-  A'P', 
ou  enfin 

BP4-AP  — AB  r=B'P'4-A'P-A'B'. 

Cette  équation  n'est  démontrée  qu'au  second  ordre  près. 
Mais  on  verra,  comme  dans  un  exemple  précédent,  qu'elle 
est  rigoureuse  et  reste  vraie  pour  un  arc  PP'  de  grandeur 
finie. 

VI.  —  Courbes  gauches  et  surfaces  développables. 
466.   Soient 

les  équations  d'une  courbe  gauche;  x,y^  z,  t  les  coordon- 
nées d'un  point  P  pris  sur  cette  courbe. 

Les  fonctions  f,  f^,  ^^  étant  supposées  développables  par 
la  série  de  Tajior,  la  courbe  sera  rectifiable  et  son  arc  aura 
pour  différentielle 


467.  Tangente  et  plan  normal,  —  Les  équations  d'une 
droite 

(i)  Y — aX  —  a  =  o,        Z  —  «iX  —  «1  =  0 

contiennent  quatre  paramètres  dont  on  pourra  disposer  pour 
établir  un  contact  du  premier  ordre  au  point  P  entre  la 
droite  et  la  courbe. 

Il  faudra  pour  cela  satisfaire  aux  équations 

.    ^  \y  —  ax  —  «zizo,         z  — axX — «i  =  o, 

(2  )  ' 

(  y' — ax'         =0,         5' — a^x'  =lo. 

Des  équations  (i)  et  (a)  on  déduit 
Y — y — a{X  —  x)  -zzOj         Tj  —  z  —  ai(X  —  a?)  =0, 


4D4 
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et,   en  éliminant  a^  a^y  on  aura  les  équations  de  la  droite 
osculatrice  ou  tangente 

X-^  _  Y- 7  __  Z  — g 

x^      "      f      ~'      z'     ' 

Le  plan  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou  plan  normal, 
aura  pour  équation 

(X-^)a:'+(Y-y)/-+-(Z-2)5'.-3:o. 
Si  la  courbe  était  donnée  par  deux  équations 

F(^î?»/,  -)  =  o,         *(j7,/,  5)  =0, 

il  faudrait,  pour  appliquer  ces  formules,  y  remplacer  x'  par 
l'unité,  y  et  z'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations 

ax       dy         oz 


dx       à  y 


ôz 


=  0. 


Par  cette  substitution,  les  équations  de  la  tangente  devien 
dront 

X  —  X  Y  —  y  Z  —  z 


ôy  ôz       ôz  ôy       ôz  ôx       dx  ôz       ôx  dy 
et  celle  du  plan  normal  prendra  la  forme 

I  X  — ^  Y-/    Z-s 

dF  d|F  ^ 

ôx  dy  ôz 

ô^  d^  ô^ 

ôx 


ôy  ôx 


ày 


ôz 


=rO. 


468.  Plan  osculateur,  —  L'équation 

(3)  AX-hBY-+-CZ-+-D=zo 

contient  trois  paramètres  (les  rapports  des  coefficients  A,  B, 
C,  D)  dont  on  peut  disposer  pour  établir  entre  le  point  et  la 
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courbe  un  contact  du  second  ordre.   Cette  condition  sera 
exprimée  par  les  équations 

(4)  Aj:  -i-Bk  -hCz  -hD=o, 

(5)  Ajr'-hB/-hC2'  zno, 


(6) 


A^'^  -h  By  -h  Cz' 


=:0. 


Des  équations  (3)  et  (4)  on  déduit  d'abord 
(7)  A(X  — ar)-+-B(Y-7)-+-C(Z-5)  =  o. 

Eliminant  ensuite  A,  B,  C  entre  (5),  (6),  (7),  il  viendra 


X  —  a:     Y  —  y     Z  —  z 


X' 


X" 


y 


ri 


z" 


—  o. 


Les  coefficients  A,  B,  C  auront  donc,  à  un  facteur  commun 
près,  qu'on  peut  supposer  égal  à  l'unité,  les  valeurs  sui- 


vantes : 

A  =1/5"—  5V>     B  —  z'x"—x'z\     C  =  .r'y  — /x". 

Ces  coefficients  satisfont  identiquement  aux  équations  (5) 
et  (6),  ainsi  qu'à  celle-ci  : 

(8)  A'a:'-f-By-^C'5'=o, 

laquelle  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  de  (5)  et  supprimant 
les  termes  qui  se  détruisent  en  vertu  de  (6). 

469.  L'équation  ci-dessus  du  plan  osculateur  contient  le 
paramètre  ^,  variable  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe.  Con- 
sidérons la  surface  enveloppe  de  ce  plan,  lorsqu'on  fait  va- 
rier ce  paramètre. 

La  caractéristique  de  cette  surface  sera  donnée  par  l'équa- 
tion 

(9)  A(X-x)-hB(Y-7)-hC(Z-5)zzro, 
jointe  à  sa  dérivée  par  rapport  à  t 

k!(\  —  x)  -^B'(Y  — /)-t-C'(Z-5)  - A^'-B/'—C^'^o. 
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Celte  dernière  équation  se  réduit  à 

(lo)  A'(X-a:)4-B'(Y- v)-+-C'(Z-5)-o, 

en  vertu  de  Téquation  (5). 

Cette  caractéristique  n'est  autre  chose  que  la  tangente 

X  -r     Y  — r _z- 5 


j:'  y'  z' 


au  point  (x,  r,  ^).  En  effet,  si  l'on  donne  à  X  —  x,  Y  — j% 
Z  —  z  des  valeurs  proportionnelles  à  x\  y\  z\  les  équations 
(g)  et  (lo)  seront  identiquement  satisfaites,  leurs  premiers 
membres  contenant  en  facteur  les  quantités  Aa:'-hBj>^-f-Cs', 
etiVjc'-hBy-hCV. 

Le  point  où  la  caractéristique  rencontre  l'arête  de  rebrous- 
sement  est  défini  par  les  équations  (9)  et  (10),  jointes  à  la 
dérivée  de  l'équation  (10).  Celte  dérivée  se  réduit  à 

(II)  A''(X-.r)-+-B''(Y-7)H-C''(Z-:;)=ro, 

en  tenant  compte  de  l'équation  (8). 

Les  équations  (9),  (10),  (i  i),  combinées  entre  elles,  don- 
neront évidemment 


-  X 


f 


Y=y, 


Donc  la  surface  enveloppe  des  plans  oscillateurs  a  pour 
cat^ac  té  ris  tiques  les  tangentes  à  la  courbe  proposée  et  pour 
arête  de  rehroussement  cette  courbe  elle-même. 

Réciproquement,  soit  donné  un  système  quelconque  de 
plans  P  dont  l'équation  contienne  un  paramètre  /.  En  faisant 
varier  ce  paramètre,  on  obtiendra  une  surface  enveloppe  dont 
les  caractéristiques  seront  des  lignes  droites,  tangentes  à 
l'arête  de  rebroussement,  et  le  plan  P,  ayant  un  contact  du 
second  ordre  avec  cette  arête  de  rebroussement,  lui  sera 
osculateur. 

On  donne  le  nom  de  surfaces  développables  aux  surfaces 
engendrées  par  les  tangentes  à  une  courbe,  ou  enveloppes 
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d'un  plan  variable  dont  réqiiatloh  ne  contient  qu'un  para- 
mètre. Ces  deux  définitions  sont  en  général  équivalentes, 
comme  on  vient  de  le  voir. 

Toutefois,  la  seconde  a  sur  la  première  l'avantage  d'em- 
brasser les  surfaces  coniques  et  cylindriques. 

On  obtient  les  surfaces  coniques  en  supposant  que  le  plan 
variable  soit  assujetti  à  passer  constamment  par  un  point 
fixe,  qui  sera  le  sommet  du  cône.  Ce  point  unique  jouera  le 
rôle  dévolu  en  général  à  l'arête  de  rebroussement. 

On  obtiendra  les  cylindres  en  supposant  que  le  plan  va- 
riable reste  constamment  parallèle  à  une  droite  fixe.  Les 
génératrices  caractéristiques,  étant  parallèles  à  cette  droite, 
ne  se  couperont  pas.  La  surface  pourra  être  considérée  comme 
la  limite  d'un  cône  dont  le  sommet  s'éloigne  à  l'infini  dans 
une  direction  déterminée. 

470.  Enveloppe  des  plans  normaux.  —  Le  plan  normal 
au  point  (x^  y,  z)  a  pour  équation 

Cette  équation  contient  le  paramètre  t.  En  le  faisant  varier, 
on  obtiendra  pour  enveloppe  une  surface  développable. 

La  caractéristique  de  cette  surface  est  une  droite  qu'on 
nomme  Vaxe  du  plan  osculateur.  Elle  a  pour  équations 

N  =o, 

Elle  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  car  les  équa- 
tions 

Aj^'-hB/'-f-C^'z^o, 

A^'^+Bj''  f-Cs''  =  o, 


trouvées  plus  haut,   montrent  que  chacun  des  deux  plans 
ôt 


N  =  o,  —  =  o  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur. 
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Enfin  Tarête  de  rebroiissêment  de  cette  surface  sera  donnée 
par  les  équations 


N=o, 


âN 
ôt 


—  o, 


Z3  0. 


47i.   Cercle  osculateur.  —  Les  équations  générales  d'un 
cercle  sont 

(X  -  a)*  +  ( Y  -  p)* -^  (Z  -  yy=R\ 
m(X  —  a) -+- /i(Y  —  P) -f-/>(Z  —  y)  —  o, 

a,  p,  Y  étant  les  coordonnées  de  son  centre  et  R  son  rayon. 

Nous  avons  ici  six  paramètres  :  a,  p,  y,  R,  —  >  — j  qu'on 

pourra  déterminer  de  manière  à  obtenir  un  contact  du  second 
ordre  au  point  (Xj  y,  z). 

On  aura,  à  cet  effet,  les  six  équations  de  condition 


~-  o, 


■r 

o. 


ti  _■    -'î  — 


(.2)  (j:_a)«^-(j-p)«4-(s-y)«-R» 

(i3)  x'  (x  —  ol)  -^- y  (y  —  ^)  -h  z'  {z  —  y  )  =  Oj 
(r4)  x"(x  --  OL)  -^y{Y  -  ?)  -h  z" {z  --  y)  -i-x'^ 

/n(a:  — a)-hw(7  — p)  -^p(z  —  y)z 

mx'  -+-  ny'  -^ pz'  ^=  o, 
mx" ^  ny"  -^pz"  =zo. 

Des  trois  dernières  on  déduit,  en  éliminant  m,  n,  p, 


o. 


X  —  a    y  —  p     z  —  y 


X 


X' 


y 


..ff 


=  0, 


ou 


(i5) 


A(^-a)-hB(7-p)4-C(5-Y)  =  o. 


Cette  équation  montre  que  le  point  (a,  p,  y)  est  dans  le 
plan  osculateur. 

La  deuxième   et  la  troisième  montrent  que  ce  point  se 
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trouve  dans  les  deux  plans  N  =  o, 


âN 
dt 


o,  dont  l'intersec- 


tion est  l'axe  du  plan  osculateur.  Le  centre  cherché  se  trouve 
donc  à  V intersection  de  cet  axe  avec  le  plan  osculateur. 
Pour  calculer  a,  p,  y,  R,  nous  résoudrons  les  équations 
(i3),  (i4)  et  (i5)  par  rapport  kx  —  a,  v  —  p,  5  — y.  Le  dé- 
terminant 

x'     y'     z' 

x"    f     z" 

ABC 


de  ces  équations  étant  égal  à  A^  H-  B^  4-  C^,  on  trouvera 


X  —  a  = 


7-P  = 


«  — Y  = 


(cy- 

-B3')(^'»-+-r'»-+-5'») 

A*-HB^-hG» 

(A^'- 

■C:r')(^'*-+-y*-h5'«) 

A«4-B*-+-C* 

(B^'- 

-A/)(x'*-hy»-h5'») 

B' 


et,  en  substituant  dans  (12), 


Or  la  quantité  entre  parenthèses  peut  s'écrire 

(A2  4-B*4-C»)(a:'«-f.y»-h;5'*)  — (Aar'-hB/-hC5')', 


et  comme 


il  viendra 


A^'-i-By-hC5'  =  o, 


R  = 


y/A»  4-  B«  -h  G* 


472.   Sphère  osculatrice,  —  L'équation  d'une  sphère 


(X  -  a)»-f-  (Y  -  by  -h  (Z  -  cY  =  p« 
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contenant  quatre  paramètres,  on  pourra  obtenir  un  contact 
de  troisième  ordre. 

On  devra,  pour  cela,  satisfaire  aux  équations 

M  zzn  ûc' {x  —  a)  -hy'(f  —  b)  -^z'{z  —  c)  —  o, 

d^  M 

dont  la  première  donnera  p^,  après  que  les  trois  autres  auront 
fourni  a,  6,  c. 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  n'est  autre 
chose  que  l^ arête  de  rebroussement  de  V enveloppe  des  plans 
normaux.  Car  ce  lieu  s'obtiendrait  en  éliminant  t  entre  les 

équations  M  ==  o,  -^r-  =  o,  — r^r  =  o,  et  1  arête  de  rebrous- 
^  ^   dt  ^    dt^ 

sèment,  en  éliminant  t  entre  les  équations  N  =  o,  -^  =  o, 

-—  =  o.  Or  M  ne  diffère  de  N  que  par  le  signe  et  par  la 

désignation  des  coordonnées  courantes  (a,  6,  c,  au  lieu  de 
X,  Y,  Z). 

Nous  admettrons,  pour  simptiHer  le  calcul  de  a,  6,  c,  p, 
que  nous  ayons  choisi  pour  variable  indépendante  Tare  s  de 
la  courbe,  compté  à  partir  d'un  point  fixe.  On  aura,  dans 
cette  hypothèse,  t  =  s^  d'où 


dt  —  ds  —  v/.r'2  4-  j'2  _^  ^/a  ^t 
et,  par  suite, 

(i6)  x'^-h/'-hz'^z^i. 

Prenant  la  dérivée  de  cette  équation,  on  aura  la  suivante  : 
Formons  les  dérivées  de  M  en  tenant  compte  de  ces  rela- 
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lions.  Il  viendra 


O  .=: 


O  rz: 


M 

m 


=  {x  —  a)x'  -t-  (7  —  b)y  -f-  (5  ~  c)z'y 
—  (^  ~a)a;'^  -\-  {y  —  b)y"  -^  (5  ~  c)5''' H- i, 


~(a?  — o)^'^H-(/  — 6)7'^-r  {Z'~-c)z'", 


En  désignant  par  D  le  déterminant 


œ'     y     z' 

x"      y"     z" 


on  déduira  de  ces  équations 


X  —  a 


yz^—zy 


A' 
D 


a-—.x  — 


D 


On  aura  de  même 


b=y 


c:=.-^, 


et  enfin 


p  —  y/(x  _  a)*  -+-  (7  —  by-^  {z  —  cy  = 


_  v/A'»  -h  B'^  -h  ë» 


D 


On  peut  donner  à  cette  valeur  de  p  une  autre  expression. 
Le  point  {a,  b,  c)  étant  sur  l'axe  du  plan  osculateur,  qui 
coupe  ce  plan  au  centre  du  cercle  osculateur,  p  sera  l'hypo- 
ténuse d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  R  et  la  dis- 
tance h  du  point  (a,  b,  c)  au  plan  osculateur. 

Or,  le  plan  osculateur  ayant  pour  équation 


A(X  — a7)-hB(Y— 7)  -hC(Z  —  z)—o, 
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on  aura 

A(g-~^)4-B(6— y)-i-C(c  — ^) 

~  itz  v/A«  -h  B>  H-  G» 
_  I   AA^4-BB^-hCC^ 
~  ^  ±  V  A*  -h  B*  -+-  G^ 
^  A'-f-B'-f-C»  /  I 

I>  \0V^BM-"GV 

Mais,  en  tenant  compte  de  Téquation  (i6),  on  aura 

v/A*-hB«^G« 

^^  .               j,                                  ,               ,^  A«-+-B*-+-C« 
Désignons,  d  autre  part,   par  r  la  quantité  =:r 

(que  nous  retrouverons  plus  tard  sous  le  nom  de  rayon  de 

torsion);  il  viendra 

h=±rï{\ 

d'où 

473.   Soient 

p  un  point  {^,y,  z)  de  la  courbe  correspondant  à  une  va- 
leur t  de  la  variable  ; 
T  la  tangente  ; 
P  le  plan  osculateur. 

Soit/?|  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  de/>,  cor- 
respondant à  la  valeur  t-^-dt,  et  soient  x-j-^x,  y -h  ^v^ 
z  -h  ^2  les  coordonnées  de  pt  ;  T|,  P'i  la  tangente  et  le  plan 
osculateur  correspondant. 

Les  distances  de  p^  k  p,  k  ï  et  à  P,  de  T|  à  T,  et  les  angles 
de  T|  avec  T  et  P,  de  P<  avec  P  sont  autant  d'infiniment 
petits,  dont  il  est  intéressant  de  déterminer  les  valeurs  prin- 
cipales. 


Distance  de  pi  à  p.  —  Elle  est  égale  à  y/Aa;*-l-Ay^4- A^'-*, 
ou,  en  remplaçant  A^,  Aj^,  A^  par.  leurs  valeurs  approchées 
x'  dt,  y  dt^  d  dt^  à 

V/V*-hy*-i-^'*  dt  ~  ds. 
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474.  Angle  de  Ti  avec  T.  —  On  sait  que  Tangle  cp  de 
deux  droites,  dont  les  cosinus  directeurs  sont  respectivement 
proportionnels  à  a,  6,  c  et  à  a^  64,  c^  est  donné  par  la 

formule 

aa*  -h  6^1  -+-  ce, 
ces©  =z  — • 

On  en  déduit 

.  ,          {a^-\- b^-\- c^){a\^  b\-^c\)  —  iaax-\-bbx-^cc.Y 
sin'cD  —  — — ■ — - - --— 

•~  {a^-^b^-^c^){n\'^b\-\'C\) 
(  ^^1  —  cb^  Y  -4-  (  c^i  —  ac,  )*  4-  (  0^1  —  bax  Y 

Pour  appliquer  cette  formule,  il  faudra  y  remplacer  a,  6,  c, 
^4)  ^n  C\  P^^  leurs  valeurs  actuelles 

x'y     /,      z',     x'^tix\     j'4-A/,      5'  + A3', 
ce  qui  donnera 

.   „     _  {y'  A j^  —  z'  ly'  Y-h(z'  t^x'  ~  x'  ^z' Y -\- { x'  A/  —  y'  tix' )« 

\x' j  ly,  As',  étant  infiniment  petits,  peuvent  être  négligés 
au  dénominateur,  qui  est  fini.  Au  numérateur,  on  les  rem- 
placera par  leurs  valeurs  approchées  x"  dt,  y"  dt^  z^  dt.  Il 
viendra  alors 

sm'o  — -—  dt^. 

Donc  cp,  qui  est  égal,  au  troisième  ordre  prés,  à  sin'^,  aura 
pour  valeur  approchée 


_  v/A* -h  B* -h  C*   , 


Nous  appellerons  courbure,  comme  dans  les  courbes 
planes,  la  limite  du  rapport  de  Pangle  de  deux  tangentes 
voisines  à  l'arc  qui  sépare  les  points  de  contact.  Cette  limite 
est  évidemment  égale  au  rapport  des  valeurs  principales  de 
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ces  deux  quantités;  en  la  désignant  par  A*,  nous  aurons  donc 


,  _  cp  y/A*  4- B* -h  G»  1 

R  désignant  le  rajon  du  cercle  osculateur. 

Ce  cercle,  son  rayon  et  son  centre  pourront  s'appeler, 
comme  pour  les  courbes  planes,  cercle,  rayon  et  centre  de 
courbure, 

475.  Angle  de  P  avec  P<.  —  Cet  angle  d»,  égal  à  celui  des 
normales  à  ces  deux  plans,  sera  donné  par  la  formule  sui- 
vante, analogue  à  la  formule  (17), 

.  , ,  _  (BaC  — CAB)^-f-((!;AA— AaC)'-u(AaB  — BAA)« 
"^'"'"^  ~  (  A*-i-  B^  -f-C-^jL(A-+-ATy*":;:^B  -r  AB)  -^-  (C"-+-  aC)^J  ' 

au  dénominateur,  on  pourra  négliger  AA,  AB,  AC  ;  au  nu- 
mérateur, on  les  remplacera  par  leurs  valeurs  approchées 

d^~^{y  z'"—  z'r'')dt, 
dBziz{z'jf^x'  z'')dt, 
dC~{œ'y''—r'z'')dt. 

Posons,  comme  précédemment, 


1  x' 

y 

^1 

D  ~ 

\    X' 

y' 

x' 

y' 

ou  trouvera 

d'où 


sin^ij'  = 


BaC  -GaB  — D^'ûf/, 
CaA  — AaG-:D>'^^, 
A  aB  —  B  aA  =  D  ^'  dt, 

Y}^(x'^^y^^z'^)dt^  _ 


D^ds' 


(A*4-B*-t-C^)^  (A* 

et,  en  remplaçant  le  sinus  par  Tare, 

D 


-4-B«H-C«) 


\i\t 


A«-hB»h-C' 


ds. 
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La  quantité  -7-  =  -m rr^ — 7^  se  nomme  la  torsion  de  la 

^  as       A*  -H  B*  H-  G* 

courbe  ;  nous  la  désignerons  par  t.  Son  inverse  se  nomme  le 

rayon  de  torsion. 

476.  Angle  de  P  avec  T|.  —  Cet  angle  6  est  donné  par 
la  formule 

sinO  =1  — 


sj  \}  -^^^  -^C*  yj{x'  -^  ^x'Y  -^  {f  f  ts.y  y  -\-  {z'  ^  ^z'  Y 

Au  dénominateur,  on  peut  négliger  Aj:',  Aj^',  A5'.  Au  nu- 
mérateur, on  les  remplacera  par  leurs  valeurs  approchées 
x"  rf^  -t- 1  x'"  dt^,  y  dt  +  ^/'  dt\  z"  dt-h^ z''  dt^ . 

Remarquant  que  Ton  a 

Ax'  -hBy  -hCz'  =0, 
A^^-t-B/'-hCs'^o, 
Ax"'-^By'-t-Cz''=D, 

et  mettant  9  au  lieu  de  son  sinus,  il  viendra 

VA*  -f-B^-hC-v'V*-!-/*-^^'*  2 

477.  Distance  de  p  à  T.  —  Nous  avons  trouvé,  pour  la 
distance  du  point  (a,  a,,  a^)  à  la  droite 

la  formule 


/[(^t  — g|)^>2— (g,  — g.)  />!  |-H-  \{a^—^i)  b~{a  —  %)  ^2]--h 


o  —  .  ,  ,-        ...         .  j 

2 

Nous  avons  ici 


a  =  x,  «1--7,  o^—z, 

b  —  x',  ^=/,  ^,  —  5'. 

J    —  I.  3o 
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La  formule  deviendra 


=\/^ 


ou,  en  remplaçant  Aor,  Ay,  A^  par  leurs  valeurs, 

^x  ^=1  X  dt  -\-  x^ h . . . , 

1.2 

A5  =:  Z' dt  4-  -s" h  .  .  .  , 

I  .2 


û~\/  — ï Fi Tî =  i^dS'. 

y    j;'*-h  v'*H- 5'-*  1 .2        ' 

478.  Distance  de  /?i  à  P.  —  Elle  est  donnée  par  la  for- 
mule connue 

^ ^  A(J7  H-  A.r  —  ^)  H-  B(  r  -4-  Ay  —  r)  4-  Ciz  -^  ^z  —  z) 

ou,  en  remplaçant  Aj7,  Aj',  As  par  leurs  valeurs  approchées, 
x'dt  4-  }  x"dt^  -h  -J  .z"'t//^  -+-... ,      . . . , 


6  yÀ^-^B»-i-C*  6 

479.  Distance  rfe  T  à  T« .  —  Appliquons  la  formule  trouvée 
pour  la  distance  de  deux  droites,  en  y  posant,  pour  a,  a^ ,  ^/j, 
i,  6i,  ôa,  a,  ai,  aa,  jî,  ,3,,  ^a,  leurs  valeurs  actuelles  or,  j-,  r, 

^'î  y?   -3',   j:-f-Ajr,   y -h  A/,   <s  H- A^,    j:'-|-Ax',  y'-f-Ar\ 
:;'-|-  As'.  Il  viendra,  pour  la  dislance  cherchée  e, 


V''(y  Ac'  —  s' Aj'  )*  H-  ( -s'  Aj?'  —  j;'  As'7*  H-  {x'  A/  —  y'  A.r'V  ' 
OÙ 

I   A^     Lx'     —  x'  I 

L:^i    Aj        A/        -/     |. 

t^i^  kAw  ^^     M  1 
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Le  dénominateur  a  pour  valeur  principale  y/A*-^  4-  B^-f-  C^  dt. 
On  a,  d'autre  part, 

„dt^         „dt^  „,  „dt^ 

x'dt^x" V-  x"'  —:-  -r . . .     x"dt  -^x" h . . .    —x' 

20  2 


L  = 


dt' 


m 


dt^ 


df^ 


-r...    ydt-^y'^ h...    —7 


2 
dt' 


Z'  dt  -r-z" h  3'^  -^-  -f- . . .      Z"dt  -+-  5*^ 

26  2 


—  2> 


ou,  en  ajoutant  aux  termes  de  la  première  colonne  ceux  de 
la  deuxième  et  de  la  troisième,  respectivement  multipliés 
par  —  \dt  et  par  dt  (ce  qui  n'altérera  pas  le  déterminant), 


jo^dt^(\~-\) 


x''dt'\-  x" 


Lz=   y-dt^{\~-\)-^.,,    fdt-^y 


z^dt^il  —  ^)  -f-...      z"dt 


z 


dt^ 
2 

d^ 
2 

dt^ 
2 


—  X' 


-h... 


./ 


ou,  en  réduisant  chaque  terme  a  sa  valeur  principale, 

x^     x"     x' 


L  =  ,if  dt* 


.f 


y    y    r 


Donc 


±D 


dt' 


= dt^. 

12 


kzds^ 


y/Â«-:HB^-l-G*   ï2 


12 


480.  On  nomme  plans  osculateurs  stationnaires  ceux  qui 
correspondent  aux  points  où  D  =  o.  La  torsion  étant  nulle 
en  ces  points,  le  plan  osculaleur  P  s'y  confondra,  au  deuxième 
ordre  près,  avec  le  plan  osculateur  en  un  point/?!  infiniment 
voisin. 

En  outre,  3  étant  nul,  la  distance  de  P  à  />«  sera  du  qua- 
trième ordre.  Le  plan  P  aura  donc  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la  courbe,  et  se  confondra  avec  la  sphère  oscula- 
trice. 
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On  voit  par  là  que  les  plans  stationnaires  sont  analogues 
aux  tangentes  d'inflexion  des  courbes  planes. 

481.  Proposons-nous  encore  de  calculer  la  différence  entre 
un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde. 

Nous  simplifierons  un  peu  les  calculs  en  admettant  qu^on 
ait  pris  pour  variable  indépendante  Tare  s. 

On  aura,  dans  de  cas, 


^'«4_y«4_5'«=i 


et,  en  différentiant, 


•    x^  x"  -v-  y  y"  4-  «'  ^'  =:  o^ 
puis 

x'  x'  -+-  fy^  -^z'z'^-h  x"^  -H  j'*  4-  z"^  =  o. 

La  formule  de  la  courbure  se  réduira  à 

On  a,  en  effet, 

\^-JrB^-f-C^—(y'z''—z'y'')^-^(z'x''—x'z')^'h(xy-y'x''y 

quantité  qui  se  réduit  à  ^"^-h^'^-t-^"^  d'après  les  équations 
précédentes. 

Cela  posé,  soit  ds  un  arc  infiniment  petit;  sa  corde  sera 

y/Âx^ -H  A v^ -t-  A^^.   Il  s'agit  d'évaluer  la  différence   de  ces 
deux  expressions. 
On  a  identiquement 

ds^  —  (  A.r*  -h  Ay*  -+-  A^'  ) 


ds  —  ^'Ix^  H-  Ay*  +Ac*  = 


ds  -t-  y^Ax*  -h  A  >'«  -h  A5* 


Le  dénominateur  de  cette  expression  est  sensiblement  :tds. 
Pour  avoir  le  numérateur,  on  remplacera  Ajr,  Ay,  Ax;  par  leurs 
développements, 

^x  --  x'ds  -\-  x" 1-^-^3 — h 

2  b 
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Développant  et  ordonnant  suivant  les  puissances  de  ds^  il 
viendra 

(I  —  ;r'»  — /*—  z'^)  ds^-'{x'cc'-^yy"+  z'z')ds^ 

/x^^-h  y'^-^z"^       x'x^-^-y'y"-^  z'z"'\    ,  ^ 

-(— + ^1^: jds^-.... 

Les  coefficients  des  termes  en  ds^  et  ds^  s^annulent.  Celui 
du  terme  en  ds*  sera,  d'après  les  équationis  précédentes, 

(■r'»+7'«+-'«)(-l-H-i)=^- 
Donc  la  différence  cherchée  a  pour  valeur  principale 

2ds  24 

482.  On  nomme  normale  principale  au  point  (Xj  y,  z)  la 
perpendiculaire  à  la  tangente  située  dans  le  plan  osculateur; 
binormale  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Ces  deux 
droites  forment  avec  la  tangente  un  trièdre  trirectangle. 
Déterminons  les  cosinus  directeurs  de  ces  trois  droites  : 
1°  Les  cosinus  directeurs  a,  6,  c  de  la  tangente,  étant  pro- 
portionnels à  x' ^y^  s',  seront  respectivement  égaux  à 

x'  dx  y'  dy 


sjx'^^y'^^z'^        ds  yjx'^^y^^z'^        ds 

2'  dz 

2°  Ceux  de  la  binormale  a,  p,  y  étant  proportionnels  à  A, 
B,  C  seront  égaux  à 

A  B  C 


yA«-+-B2H-G»       y/A'' -4- B« -f- G*       y/A«  +  B*4-C* 

3**  Enfin  la  normale  principale  étant  perpendiculaire  aux 
deux  droites  précédentes,  ses   cosinus   directeurs   \    [x,  v 
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salisferont  aux  équations 

\x'  -h  ji-j'  H-  V5'  =:  O, 
XA  -+-  [xB  -+-  vC=:r  O, 

et  seront  proportionnels  aux  quantités 

C/--B5',    AV  — Cx',     Bar'  — Ar. 

On  aura  donc 
,  C/~B5' 

A  =  - 


v/(Cj'  —  ^z'Y  H-  (Ai!'  —  i^x^f  -h  {^x'  —  kyy 

Cv'-B^' 


V\A*  -h  B>  -+-  C^)(cJ7'»  H-/»  -+-  ^'-)  -  {Xx^  -H  B/  -f-  C>5')* 
et,  comme  A.x'  4-  Bj^'  +  C  V  =  o, 

x^ jg/jzA^^  -^v/>-a. 

V/(  A«  H-  B»  -+-  G«)(a:'«  -h/«  -h  i;'*) 
On  aura  de  même 

p.  rrr  aC  —  Y^» 

483.  Cherchons  comment  varient  ces  cosinus  directeurs 
lorsque  le  point  {x^y^  ^)  se  déplace  infiniment  peu  sur  la 
courbe. 

On  aura  d'abord 

da=zd 


sjx'^-^y^-^z'^ 

x"  dt  x'  {x'x"  4-  y  y"  -h  z'z"  ) 


Sjx'^  ^_y*  _^5'«  ^^f.  _^y,  _^  ^„ji 

^''(.^'î  -^.yî  -4-  ^'*)  —  j::'(^'j:?^-t-/y  4-g^^^O    ,. 
= ^  at, 

On  aura  de  même 

db-=i  ^  ^kdsy         dc^zz  —  v /r ds. 
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On  aura,  en  second  lieu, 

A 


dai  =  d 


dt 


y/A^  -H  B*  -+-  C^ 

_  A^( A'  -h  B»  -f-  CM  —  A (A.V  -f-  BB^  -t-  CC) 

(A»-HB«-^G*)t 
B(BA'-AB')-4-C(CA'-AC')  ^ 

=: dt 

(A»  H-  B»4-C*)« 

—  -^—^ — 5  dt  —  Xt  ds, 

(A*H-B*4-C*)ï 

et  de  même 

d^  =z  |XT  û?5,  C^Y  =  VT  cf5. 

Enfin 

=  (  —  •^\i.k  -T-  ^vT  —  cjiT  H-  pvÂ:)  ^5 
=:  (Pv  —  y\i.)kds  -h  (^v  —  cfx)Tt/s. 

On  a  d^ailleurs 

pv  —  Yi^^     P(P^  —  "^)  —  y(*^  —  ï^) 

=:       a(a*-|-  p*  H- Y*)  —  a(aa-h  6p  H-cy) 
=      a, 

6v  —  Cfx=i      ô(pa  —  ab) — c{olc  —  y^) 

=  —  a(a*  -i-  6*  -h  c*)  -+-  a(aa4-  ^P-HCy) 
=  —  a. 

Donc 

dl  ^=:  ak  ds  —  ax  ds, 

et  de  même 

d\k  ^=z  bk  ds  —  p-:  ds, 

dy  zn  ck  ds  —  y*^  ^^• 

484.  Il  résulte  de  ces  formules  qu'une  courbe  est  com- 
plètement définie  lorsqu'on  connaîtra  : 

I''  La  loi  suivant  laquelle  la  courbure  et  la  torsion  varient 
en  fonction  de  Tare  s  comme  variable  indépendante; 
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2°  Les  valeurs  de  x^y^  5,  a,  6,  c,  a,  p,  y,  X,  jx,  v  corres- 
pondantes à  une  valeur  particulière  de  s^  à  la  valeur  zéro, 
par  exemple. 

En  effet,  les  formules  précédentes  donnent  les  dérivées, 
par  rapport  à  5,  des  quantités 

dx  dy  dz  a  ^ 

''=d-s'         ''=-d's'         "^Ts'         ''P'^'     ^'^''' 

en  fonction  de  ces  quantités  elles-mêmes,  de  la  courbure  et 
de  la  torsion.  En  les  différentiant,  on  obtiendra  les  dérivées 
secondes,  et  ainsi  de  suite.  Mais,  pour  5  =  o,  on  connaît  les 
valeurs  des  quantités  a,  b,  c,  a,  p,  y,  X,  jx,  v.  On  aura  donc, 

pour  5  :=  o,  la  valeur  de  toutes  leurs  dérivées. 

dx 
Connaissant  ainsi,  pour  5  =  0,  les  valeurs  de  a?,  a  =  -7-) 

dd       d^  oc 

-7-  =  -ry  »  •  •  -,  on  pourra  calculer  x  par  la  formule  de  Ma- 

claurin 


X 


idx\  fd'^x\     s^ 


De  même,  pour  j/-  et  z. 

485.  Deux  surfaces  sont  dites  a/?/?/£ca6fe5  Tune  sur  l'autre 
si  Ton  peut  établir  entre  leurs  points  une  correspondance 
telle  que  deux  courbes  correspondantes  quelconques  aient 
leurs  arcs  égaux. 

Théorème.  —  Toute  surface  développable  est  applicable 
sur  un  plan. 

Soient,  en  effet  ; 

S  une  surface  développable; 

C  son  arête  de  rebroussement; 

s  l'arc  de  cette  courbe  compté  à  partir  d'un  de  ses  points^ 

k  s=f{s)  et  T  =  'f  (5)  sa  courbure  et  sa  torsion. 

Un  point  Q  de  la  surface  sera  défini  si  Ton  connaît  : 

I®  La  valeur  de  s  correspondante  au  point  de  contact  P  de 
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la  tangente  à  Taréte  de  rebroussement  qui  passe  par  le 
point  Q  ; 

a**  La  longueur  PQ=  /. 

Une  équation  l  =  W{s)  entre  ces  deux  coordonnées  re- 
présentera une  courbe  K  tracée  sur  S. 

Proposons-nous  de  trouver  la  différentielle  de  Tare  t  de 
cette  courbe  {Jig>  20). 

Fig.  30. 


Q   ïi" 


Soient  Q,  Q'  deux  points  infiniment  voisins  ayant  res- 
pectivement pour  coordonnées  5,  l  et  s  -{-  A5,  /  +  A/;  Tare 
QQ'  =  At,  dont  on  cherche  la  valeur  principale,  pourra  être 
remplacé  par  sa  corde  QQ'.  Celle-ci  sera  tout  au  plus  de 
l'ordre  de  A*.  En  effet,  la  dislance  8  de  la  droite  P'Q'  au 
point  P  infiniment  voisin  étant  du  deuxième  ordre  par  rap- 
port à  A5,  l'angle  ç  des  deux  tangentes  étant  du  premier 
ordre,  et  enfin  PQ  =  /  étant  fini,  la  plus  courte  distance  de 
Qà  P'Q'  sera  du  premier  ordre,  et  a  fortiori  la  distance 
QQ'  sera  du  premier  ordre  au  plus. 

Cela  posé,  par  le  point  P  menons  une  parallèle  à  PQ^ 
Soient  P",  Q''  les  projections  de  P',  Q'  sur  cette  droite.  On 
aura  P'P'  1^=  Q'Q"  =  8.  Ces  quantités  sont  donc  du  deuxième 
ordre.  A  fortiori^  la  différence  entre  QQ'  et  QQ"  sera  du 
deuxième  ordre  au  moins,  et  l'on  pourra  substituer  QQ"  à 
QQ'  pour  le  calcul  de  sa  valeur  principale. 

Or,  dans  le  triangle  PQQ",  l'angle  en  P  est  sensiblement 
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égal  à  k  A5.  Le  côté  PQ  est  égal  à  /.  Enfin  le  côté  PQ'^  est 
égal  à  PP"  -t-  PQ'  =  PF  -I-  P'Q  . 

Mais  FQ'  =  /  4-  A/;  d'autre  part,  PP'  est  la  projection  de 
PP',  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  dont 
l'angle  avec  PQ'  est  infiniment  petit.  On  aura  donc,  en  né- 
gligeant le  second  ordre, 

PP'  =  PP'  —  arcPP'  =  A5, 
d^où 

Cela  posé,  la  formule  trouvée  pour  Tare  d'une  courbe  en 
coordonnées  polaires  donnera 


d(j  =  val.  princ.  QQ'  rrr  val.  princ.  ^l*k*^s*  H-  (A/  H-  ^s)* 
--  ds  \^ï^ k^ -^  [^' (s )  4-i]*. 

On  voit  que  cette  expression  est  indépendante  de  la  tor- 
sion T. 

Gela  posé,  construisons  dans  un  plan  une  courbe  C,  dont 
la  courbure  en  fonction  de  l'arc  soit  la  même  que  pour  la 
courbe  G.  Au  point  de  la  surface  développable  qui  a  pour 
coordonnées  jp  et  /,  faisons  correspondre  dans  le  plan  nn 
point  construit  de  la  même  manière,  en  prenant  sur  la  courbe 
Gi,  à  partir  de  l'origine  des  arcs,  un  arc  égal  à  5,  menant  la 
tangente  au  point  obtenu  et  prenant  une  longueur  /  sur  cette 
tangente.  A  la  courbe  R  correspondra  une  courbe  Ki  et  l'arc 
0"!  de  cette  courbe,  considéré  comme  fonction  de  5,  aura  la 
même  différentielle,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'arc  o*. 

Les  arcs  o*  et  Ci,  ayant  même  différentielle,  ne  pourront 
différer  que  par  une  constante.  Si,  d'ailleurs,  on  prend  pour 
origines  respectives  des  arcs  sur  les  courbes  K  et  K|  des 
points  correspondants,  (t  et  o-j  s'annuleront  en  même  temps, 
et  par  suite  seront  toujours  égaux. 

Réciproquement,  toute  sur/ace  applicable  sur  un  plan 
est  développable. 

Soient  en  effet  (jt*, y,  z)el{x  -i-  ^x^y  -t-  ^y^  z  -*-  A2)deux 
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points  de  la  surface  infiniment  voisins  Tun  de  l'autre;  (a,  ,6) 
et(a  -r  Aa,  ^  -\~  A^)  les  deux  points  correspondants  du  plan. 
La  longueur  d'un  arc  de  courbe  infiniment  petit,  joignant 
les  deux  premiers  points,  devant  être  égale  à  celle  de  l'arc  de 
courbe  plane  qui  joint  leurs  correspondants,  les  valeurs 
principales  de  ces  deux  arcs 


devront  être  égales.  Si  donc  on  prend  pour  variables  indé- 
pendantes a  et  p,  X,  y,  z  seront  des  fonctions  de  ces  para- 
mètres, satisfaisant  identiquement  à  la  relation 

doL* -h  dil^*' ^  dx^  -f-  dfy«-f-  dz^  =  (^  ^"^  "*"  ^f  '^^Y'^  "" 
On  en  déduit  les  équations  de  condition 

[dxy     fdvy     fdzy 

dx  dv       dy  âr       âz  âz  

et  en  dérivant  par  rapport  à  a  et  ^ 

__  V  ^^  ^*^^    _  V  ^-^    ^"«^ 

^  dx   â^.r   _  ^  âx  â^x 

__\  fax    ô^x        àx  d'*-x\  _ V^  dx  â^x 


O  =:: 


1 


âx  à^x 
di  W' 


les  sommations  s'étendant  aux  trois  coordonnées  x,  y^ 
On  déduit  immédiatement  de  ces  équations  que 

d^x        à'x        ô^x 
7^'     d^^y     d^ 
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sont  proportionnels  à 


et  à 


d<x'df 

dp' 

d-z 

â*z 

Il  existe  donc  deux  relations  entre  -r— >  -t-j  %—  et  deux 

ooL     az     aa 

dx    dv    dz    r*         .   .  ,, , 

autres  entre  -ttt»  -v*!  >  -tq*  En  y  joignant  1  équation 

dx  dx       ôy  dy       ôz  dz 

on  voit  que  ces  six  dérivées  partielles  sont  fonction  d'une 
seule  d'entre  elles. 

On  a,  d'ailleurs,  en  désignant  par  p  et  q  les  dérivées  par- 
tielles de  z  considéré  comme  fonction  de  x^  y^ 

dz       ôz  dx       dz  dy  dx  dv 


doL       dx  doL        dy  d^  doL       ^  doi 

dz dz  dx       dz  dy dx         dy 

d^~d^'d^~^'jp  d?~^d^  '^^t^' 

Ces  deux  équations  déterminent  p  el  q  en  fonction  d'une 
même  quantité;  il  existera  donc  entre  ces  deux  dérivées  une 
relation  de  la  forme 

et  Ton  aura 

dz  •=^pdx  -f-  q  dy  =1  p  dx-{-  f{p)  dy. 

Pour  trouver  les  solutions  de  cette  équation,  posons 

z—px-\-f{p)y-\-u. 
Il  viendra,  en  diflerentiant, 

dz^=:pdx  -^/{p)dy  -^  ['^  -^f'{p)y]  ^P  -^du--  o, 
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OU,  en  tenant  compte  de  Tëquation  précédente, 

[^  -^f'(p)y'\dp  -hdu—o. 

Cette  relation  montre  que  u  doit  être  une  fonction  de  p. 
Soit  u  =  ?(/?);  Téquatlon  deviendra 

[x  '\-f{p)y  -+-  «?'(/>)]  dp  -  o. 

On  peut  y  satisfaire  :  i°  En  posant  dp  =zo,  auquel  cas  p 
sera  une  constante  c;  on  aura  alors 

équation  d^in  plan. 
2"  En  posant 

Cette  équation,  jointe  à 

z  =px  '^f{p)y  -h  <p(p)  =0, 

représentera  une  surface  développable,  enveloppe  des  plans 
qui  constituent  la  première  solution. 

486.  Proposons-nous  d'appliquer  les  formules  trouvées 
dans  cette  section  à  V hélice. 

On  nomme  ainsi  la  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se 
meut  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire  de  telle  sorte  que 
sa  distance  au  plan  de  base  soit  constamment  proportion- 
nelle à  l'angle  dont  a  tourné  sa  projection. 

Soient  t  cet  angle,  m  le  rayon  du  cercle  de  base.  La 
courbe  sera  évidemment  définie  par  les  équations 

07  =1  m  ces  ^,         yz=.mûntj         s^=int. 

On  en  déduit  successivement 

^'—  -msin^,  y=  mcos^  z*z=.n^ 
x"  -z  —  mcost,  y"  -  —  ms'int,  5"  =  o, 
x"  z^      msiiit,        yz=  — mcos/,         5*^  —  0, 
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(i8^ 


(19) 
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A      y'z^^ 

z'y"  —       mn  sint, 

i^-^z'x'  - 

■x'z" .-  —  mncost. 

C—x'r" 

y'x"--      m«, 

x' 

/     ^' 

D- 

x" 

f     ^" 

—  /?2*W, 

x" 

y"    ^^ 

ds  =  \Jx'^  -h  v'»  -I-  5'»  dt  z=  ^/«»  -+-  /»»  dl. 


A=4 


I 

R 


\/m^n' 


nv 


_    ;??  y'  1  -h 


/^' 


2\2 


D 


B^ 


S\2 


(/n'-f  /i*) 


/i 


m- 


/i' 


On  voit  que  la  courbure  et  la  torsion  sont  constantes,  ce 
qui  était  évident,  les  divers  arcs  de  la  courbe  étant  superpo- 
sables  les  uns  aux  autres. 

Réciproquement,  toute  courbe  dont  la  courbure  et  la  tor- 
sion sont  constantes  sera  une  hélice,  dont  les  paramètres  m, 
n  seront  déterminés  par  les  équations  (18)  et  (19). 


VIL  —  Systèmes  de  droites. 

487.  Une  droite  D,  passant  par  un  point  (a,  «^ ,  a^)  et  dont 
les  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  à  b,  bt,  62,  a, 
comme  on  l'a  vu,  pour  équations 


(0 


X 


a 


Y  —  a,        Z  —  a^ 


6. 


A. 


OU,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  t, 

(2)        X^=:a  -\~  bt,        Y  ---ai~h  bit,         Z^=:  a^-\-  b^t. 


t\/b'^-\-  b'^^-h'  bi  étant  la  distance  du    point  (X,  Y,   Z)  au 
point  (a,  Ut,  «2). 
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Supposons  que  les  coefficients  a^b^  . .  .  dépendent  de  cer- 
tains paramètres  a,  p,  ....  En  faisant  varier  ces  paramètres, 
on  obtiendra  un  système  de  droites. 

S'il  n'y  a  qu'un  paramètre  a,  ces  droites  formeront  une 
surface  réglée  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant 
a  entre  les  deux  équations  (i). 

S'il  y  a  deux  paramètres  a,  p,  on  aura  une  congriience  de 
droites.  Par  chaque  point  {x^y^  z)  de  l'espace  passeront  une 
ou  plusieurs  droites  de  la  congruence,  correspondant  aux 
systèmes  de  valeurs  de  a,  ^,  qui  satisfont  aux  équations 

^^  ~~b      -      b,      -~b^~' 

S'il  y  a  trois  paramètres  a,  p,  y,  on  aura  un  complexe 
de  droites.  Par  chaque  point  (x,  y^  z)  passeront  une  infi- 
nité de  droites  du  complexe,  formant  un  cône,  dont  on  ob- 
tiendra l'équation  en  éliminant  a,  p,  v  entre  les  équations  (i ) 
et(3). 

Enfin,  s'il  y  avait  plus  de  trois  paramètres,  le  système  con- 
tiendrait toutes  les  droites  possibles,  car  on  pourrait  déter- 
miner les  paramètres  de  manière  à  faire  passer  la  droite  par 
deux  points  arbitraires  {x^y,  z),  {x^^y^^  Zt)^  ce  qui  ne  don- 
nerait que  quatre  équations  de  condition. 

488.  Soient  D  une  droite  du  système,  ayant  pour  équa- 
tions 

Xz=i  a-^  btj         Yn^aj-h^i^,         Z  =  a, h-^î^, 

et  D|  une  droite  infiniment  voisine,  laquelle  aura  pour  équa- 
tions 

X  —  a  -h  da  -h  {b  -\-  db  ) ^, 

¥  =  «!-+-  dai  -i-  (  6  -h  dbi  )  t, 

Z  =  «j -h  da^ -h  ( 6  4-  dbi)  t, 

en  bornant  l'approximation  au  premier  ordre  et  écrivant  par 
suite  da^  db^  ...  à  la  place  de  Aa,  A&,  .... 
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La  position  relalive  de  ces  deux  droites  dépend  de  quatre 
éléments  : 

1°  Leur  angle  <p.  On  aura,  d'après  des  formules  précédem- 
ment trouvées, 

en  posant,  pour  abréger, 

A  =:  ^,  dbi  —  6j  rf^i, 
kx=  bidb  —  b  dbi, 
AjTzz  6  dbi — bidb. 

a"  Leur  plus  courte  distance  0.  Elle  a  pour  valeur 


iîiv/A=4-Aî-4-A« 

L  désignant  le  déterminant 

da      b      db   \ 
da^     bi     dbi    ; 
da^     b^     dbf 

3^  La  position  du  point  où  cette  plus  courte  distance  vient 
rencontrer  D.  La  valeur  T  de  la  variable  t  qui  correspond  à 
ce  point  est  donnée  par  la  formule 

T^ ^ 

A«4-AÎ 

où  N  désigne  le  déterminant 

A      b 


db       da 
Aj     6j  -h  dbi     dai 
dbn     dai» 


ou,  plus  simplement, 

Pl      b      da 

Aj     61     da^ 

Aj     bi     da^ 

en  négligeant  db^  db^y  db^  par  rapport  à  6,  6|,  62. 
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4^  La  direction  de  celle  plus  courte  distance.  On  peut  la 
déterminer  soit  par  Tangle  ^  qu^elle  forme  avec  un  plan  de 
position  connue  mené  par  D,  soit  d'une  manière  plus  symé- 
trique par  ses  cosinus  directeurs  X,  X^  X^.  Cette  droite  étant 
perpendiculaire  à  D  et  à  D|,  on  aura 

(ô-l-rfô)X-f-(ôi-hrf^i)Xj-4-(6,-t-ûf6,)Xj=o. 
On  déduit  de  ces  équations 


X,  _X, 


r^> 


et,  comme 


A       A,       A, 


x=-^x;-i-xî=:i, 


l^-=à==y  X,=  ^' 


V/A^H-  Aï  -h  Aï  y/A»  4-  A*  4-  A\ 

A, 


A9  = 


vV-+-a;4-àî 


On  voit  par  ces  formules  que  T,  A,  X|,  Xj  sont  des  quan- 
tités finies;  8  et  'f  sont  du  premier  ordre,  mais  leur  rapport 

_  8  _h{b^^-h^,-hb\) 


P—z~ 


o  A* 4- A? -h  A 


s 


sera  une  quantité  finie,  qu'on  nomme  le  paramètre  de  dis- 
tribut  ion. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  relations  qui  existent 
entre  ces  éléments  T,  X,  X|,  X2,  p*  Nous  aurons  à  distin- 
guer trois  cas  distincts,  suivant  le  nombre  des  paramètres  va- 
riables. 

489.  Premier  cas  :  Surfaces  réglées  s  —  On  n'a  qu'un 

seul  paramètre  a,  et  si,  dans  les  expressions  de  T,  X,  X|,  X2, 

/?,  on  remplace  rfa,  rfè,  • .  •  par  leurs  valeurs  a'rfa,  6'rfa, ..., 

la  quantité  fifa,  se  trouvant  en  facteur  avec  le  même  degré  au 

J.  -  I.  3i 
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numérateur  et  au  dénominateur,  disparaîtra  de  ces  expres- 
sions. 

La  droite  E,  sur  laquelle  se  mesure  la  plus  courte  distance 
des  droites  D  et  D|,  étant  complètement  déterminée  par  les 
valeurs  de  T,  \  X|,  X21  on  aura  ce  théorème  : 

Les  génératrices  d^iine  surface  réglée  infiniment  voi- 
sines d*une  même  génératrice  D  viennent  toutes  couper 
perpendiculairement  une  même  droite  E  (au  second  ordre 
près). 

Le  point  d'intersection  de  D  avec  E  se  nomme  le  point 
central  de  la  génératrice  D.  Il  aura  pour  coordonnées 

jr=ia-\-bTj        y  —  Ui-h  b^T,        z  —  Ui-h  b^T. 

Le  lieu  des  points  centraux  se  nomme  ligne  de  striction. 
On  aura  ses  équations  en  éliminant  a  entre  les  trois  équa- 
tions ci-dessus. 

490.  Soit 

X  ^a-h  bty        y=zai-\-  bit,         zzzza^-^-  b^t 

un  point  de  la  surface.  Ses  coordonnées  sont  exprimées, 
comme  on  le  voit,  en  fonction  des  deux  paramètres  a  et  t. 
L'équation  générale  d'un  plan 

o)l.X -4- ift>  Y -h  eZ  4- CD  =  o 

contient  trois  paramètres,  dont  on  pourra  disposer  pour  éta- 
blir un  contact  du  premier  ordre  avec  la  surface.  Il  faudra 
pour  cela  satisfaire  aux  trois  équations 

o=z^{t,a)=z^{a  -^^  bt)  4- 1)^(^1 -h  61 0  4-  ©(«,4- 6,^)  4-lO, 

at 

0  =  ^        =X(a'-hb't)H''^\>{a'.-hb\t)-he(a''hb't), 

OOL 

On  en  déduira 

o  =  <^(X  —  a  —  60-+- ^(Y  —  ai  —  ^>,r) -h  e(Z  —  a,— 6,0» 
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et,  en  éliminant  A>,  ifl),  G,  on  aura  Téquation  du  plan  tangent 
sous  la  forme 


X  —  a  —  ht    Y  —  «1 — b^t    Z  —  a^ — h^t 

h  b,  b^ 

a'-^-b't  a\^b\t  a\-^b\t 


=  o. 


Ce  plan  contient  la  génératrice.  En  effet,  un  point  quel- 
conque de  cette  génératrice  a  ses  coordonnées  de  la  forme 

a  H- 6/1,     «1+^1^1,     a^-\- b^tx» 

Substituant  ces  valeurs  des  coordonnées  dans  Téquation 
du  plan  tangent,  les  deux  premières  lignes  du  déterminant 
deviennent  identiques,  sauf  le  facteur  commun  t^  —  t» 

Mais  la  direction  de  ce  plan  tangent  variera  en  général 
avec  la  position  du  point  de  contact  (a?,  y^  z)  sur  la  généra- 
trice. On  voit,  en  effet,  que  l'équation  du  plan  tangent  dé- 
pend de  t, 

-491.  Pour  déterminer  simplement  la  loi  de  cette  variation, 
nous  admettrons  que  nous  ayons  choisi  pour  axe  des  z  la  gé- 
nératrice considérée  D,  et  pour  axe  des^  la  droite  E  qui  lui 
correspond. 

On  aura,  pour  tous  les  points  de  D, 

0?  zz:  o,         yT=zo, 

Donc,  pour  cette  génératrice,  a,  6,  a^ ,  6,  seront  égaux  à  zéro. 
D'ailleurs  rien  n'empêche  de  prendre  pour  variable  indépen- 
dante, à  la  place  de  /,  la  fonction  linéaire  ai4-  62^*  On  peut 
donc  supposer  qu'on  a  constamment 

Cela  posé,  la  génératrice  D  aura  pour  équations 

zz=it^        x^^Oy        y  =  o. 
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Une  génératrice  infiniment  voisine  aura  pour  équations 

x=:da  -\- tdb  :=zda  -i-zdby 
y  =:  dai  -h  tdbi  =z  da^  -h  zdb^. 

Mais,  par  définition,  cette  génératrice  rencontre  Taxe  des^ 
à  une  distance  S  de  l'origine  ;  on  aura  donc 

da  =  o,         dox  '=  S. 

De  plus,  elle  est  perpendiculaire  à  cet  axe  et  fait  un  angle  ^ 
avec  Taxe  des  z.  On  aura  donc 

dbi^z  Oy        cfô  =  langtp  z=  ç, 

en  négligeant  la  différence  entre  la  tangente  et  l'arc. 
On  aura,  par  suite, 

da 


a'  — 

da 

—  0, 

a\ 

dai 
d% 

a 
d^ 

i'- 

db 
doL 

■  i- 

b\-.: 

db, 

o. 

Substituons  ces  valeurs  et  celles  de  a,  a^  a^,  /',  b^,  b^, 
a'j,  b^y  dans  l'équation  du  plan  tangent;  elle  deviendra 

X         Y     Z  —  t 


doL        doL 


=  o, 


ou 


^l  z 

I 

L'angle  V  que  le  plan  tangent  forme  avec  le  plan  des  j^g 
sera  donné  par  la  formule 

tangV=r  -• 
P 
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Cel  angle,  en  général  variable  avec  z,  sera  constant  dans  les 
deux  hypothèses  suivantes  : 

p  =100,     d'où     8  =:  o, 

/?t=0,        d'où      <p  =rz  o. 

4*92.  Il  est  intéressant  de  rechercher  quelle  esl  la  nature 
particulière  des  surfaces  réglées  pour  lesquelles  une  de  ces 
deux  conditions  cp  =  o  ou  S  =  o  est  constamment  satisfaite. 

Théorème.  —  L'équation  0  =  0  exprime  que  la  sur/ace 
réglée  est  développable. 

Cherchons  en  effet  à  quelles  conditions  la  surface  sera  dé- 
veloppable.  Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  où  là 
génératrice  touche  l'arête  de  rebroussement,  6  la  valeur  cor- 
respondante de  /.  On  aura 

x^za  -\-  66,    j'  =  a,  -h  ^i  6,     5  =  a,  -h  6,6, 

x^yy  5  et  6  variant  en  général  d'une  génératrice  à  l'autre,  et 
par  suite  étant  des  fonctions  de  a. 

Ces  équations^  différentiées  par  rapport  à  a,  donneront 

dx  ^=.da  -\-b  rf6  -H  6  dby 
dy  —  da^  -h  64  «/6  -h  6  cf6,, 
dz  —  da^  -+-  62  c^6  -h  6  db^. 

Mais,  la  génératrice  étant  tangente  à  l'arête  de  rebrousse- 
ment, ses  cosinus  directeurs  seront  proportionnels  à  dx^  dy^ 
dz;  ils  le  sont  d'ailleurs  à  6,  61,  62;  on  aura  donc,  en  dési- 
gant  par  [x  un  facteur  convenable, 

dx  rrr  jjl6,      dy  z=  [Jl6,,      dz  :rz  |x6j. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  il 

viendra 

o--da  -\-  b  (<i6  —  jjl)   i-  6  db^ 

0  =  daiH-  bi{d^  —  fx)  -h  0^6|, 

o  =  <iaj-+-  6,(c/6  —  fx)  4-  6ûf6i. 

Ces  trois  équations  entre  les  deux  quantités  ^  et  dh  —  [x 
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ne  seront  pas  compatibles  en  général,  mais  elles  le  devien- 
dront si  le  déterminant 

da      b      db 
da^     6|     dbi 
dai     b^    dbf 

s^annule.  Or  ce  déterminant  est  précisément  L,  numérateur 
de  S. 

Donc  0  sera  nul,  à  moins  qu'on  n'ait  A  =  Ai=:A2=o, 
auquel  cas  le  dénominateur  s'annulerait  également. 

493.  Les  trois  équations  A  =  Ai  =  A2=o  équivalent  à 
l'équation  unique  <p  =  o.  Si  celle-ci  est  satisfaite,  la  sur/ace 
sera  un  cylindre.  Car,  deux  génératrices  infiniment  voisines 
ne  formant  qu'un  angle  du  deuxième  ordre,  les  cosinus  di- 
recteurs de  la  génératrice,  considérés  comme  fonctions  de  a, 
n'éprouveront  qu'une  variation  du  second  ordre  par  rapport 
à  l'accroissement  de  a.  Donc  leurs  différentielles  sont  nulles; 
donc  ils  sont  constants. 

494.  Deuxième  cas  :  Congruences,  —  On  a  dans  ce  cas 
deux  paramètres  variables  a,  ^  et,  par  suite, 

da=i  ---doL-\ d^y 

,,       âb   ,        âb   ,o 

•^^  =  di ''" -^  5p ''^' 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  X,  X|,  X3, 
T,  /?,  on  voit  que,  pour  une  génératrice  donnée  D,  corres- 
pondant à  un  sjstème  déterminé  de  valeurs  de  a  et  de  ^, 

//ft 
ces  cinq  quantités  ne  dépendent  que  du  rapport  -—■•  Il  doit 

donc  exister  entre  elles  quatre  relations  indépendantes  du 
choix  de  la  génératrice  D|. 

Proposons-nous  de  trouver  ces  relations. 
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495.  Nous  remarquerons  tout  d'abord  que  la  quantité 
A^+ A^  +  Aj,  qui  figure  au  dénominateur  des  expressions 
X,  X|y  ^2,  T,  />,  ne  pourra,  en  général,  s'annuler  pour  aucune 

valeur  de  ^*  En  effet,  il  faudrait  pour  cela  qu'on  eût  simul- 
tanément 

A  =  o,        Ai  =  o,        Aj=o, 

d'où 

db dbi dbi 

ou,  en  appelant  p.  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

db  j         àb  jf.       , 


à» 
dbj 


dai 


d» 


dbi 

à? 


d?  —  b,  I*, 


-^db  =  b,f., 


équations  qui  ne  peuvent  subsister  simultanément  que  si 
l'on  a 


(4) 


àb  db 

doL  d? 

db,  db^ 

doL  dp 

db,  db^ 

doL  d? 


h, 


hr 


=  o. 


C'est  là  une  équation  entre  a  et  ^,  qui  est  nécessaire  pour 
que  A^  +  AJ  -i-  AJ  puisse  s'annuler. 

Nous  pourrons  SLpféler  génératrices  singulières  les  géné- 
ratrices de  la  congruence  pour  lesquelles  l'équation  (4)  est 
satisfaite.  Elles  forment  une  surface  réglée,  dont  on  aura 
l'équation  en  éliminant  a,  ^,  t  entre  l'équation  (4)  et  les 
équations 

(5)        a?  =  a-f-^f,        ^=ra, -f-6|f,        zznafh  bit. 


496.    Supposons   que  D  soit  une  génératrice   ordinaire. 
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T  étant  exprimé  par  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  homogènes  et  de  second  degré  en  doL^d^^ 
et  dont  le  dénominateur  ne  peut  s'annuler,  aura  un  maxi- 
mum Tq  et  un  minimum  T|  toujours  réels;  on  pourra  les 

obtenir,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  de  -1^9  par  la 

méthode  exposée  au  n®  407.  Substituant  ces  valeurs  à  la 
place  de  t  dans  les  équations  (5),  on  aura  les  coordonnées 
des  points  correspondants  de  D,  exprimées  en  fonctions 
de  a,  p.  Ces  points  se  nomment  points  principaux.  On 
nomme  plans  principaux  ceux  qui  passent  par  les  lignes 
de  plus  courte  distance  correspondant  à  ces  points  et  par 
la  droite  D. 

Éliminant  a  et  ^  entre  les  équations  qui  donnent  les  coor- 
données d'un  point  principal,  on  obtiendra  le  lieu  de  ce 
point.  On  obtiendra  de  même  le  lieu  du  second  point  prin- 
cipal. Les  deux  sur/aces  principales  ainsi  obtenues  pour- 
ront  constituer,  soit  deux  surfaces  distinctes,  soit  plus  habi- 
tuellement deux  nappes  d'une  seule  et  même  surface. 

497.  Passons  à  l'examen  de  Texpression  qui  donne  le  para- 
mètre de  distribution  p.  Le  déterminant  L  qui  figure  au 

numérateur,  étant  du  second  degré  en  -^y  s'annulera  pour 

deux  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ce  rapport.  A  chacune 
de  ces  deux  valeurs  correspondent  une  valeur  de  T  et,  par 
suite,  un  point  de  D. 

Les  deux  points  ainsi  obtenus  se  nomment  foyers.  Us 
pourront  être  réels  ou  imaginaires.  Les  lieux  de  ces  points 
{sur/aces  focales)  se  détermineront  comme  les  surfaces 
principales. 

498.  Soient 

(6)  §  =  M 
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les  deux  valeurs  de  -^  tirées  de  Téquation  L  =  o;  M  et  M| 

aï  * 

seront  des  fonctions  connues  de  a,  p. 

Nous  verrons  dans  le  Calcul  intégral  qu'on  peut  trouver 
pour  ^une  expression  ^  =  f  (a)  qui  satisfasse  identiquement 
à  Téquation  difTérentieile  (6)  et  qui,  de  plus,  se  réduise  à  ^o 
pour  a  =  %o,  les  constantes  ao  et  ^o  pouvant  être  choisies  à 
volonté. 

Cela  posé,  substituons  ^  =  cs(a)  dans  les  équations 

des  génératrices  de  la  congruence.  Ces  équations,  ne  conte- 
nant plus  qu'un  seul  paramètre  a,  représenteront  une  surface 
réglée,  dont  les  génératrices  font  partie  de  la  congruence; 
cette  surface  est  développable,  car,  l'équation  (6)  étant  une 
conséquence  de  l'équation  p  =  '4)(a),  on  aura /?  =  o  pour 
deux  génératrices  voisines  prises  sur  cette  surface.  Enfin, 
cette  surface  contient  la  génératrice  correspondant  aux  va- 
leurs p  =  po,  a  =  a^^  des  paramètres  variables. 

La  considération  de  l'équation  didérentielle  (7)  donnerait 
une  seconde  surface  développable  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés que  la  première. 

On  aura  donc  ce  théorème  : 

Une  droite  quelconque  D  de  la  congruence  fait  partie 
de  deux  surfaces  développables,  formées  de  droites  de  la 
congruence. 

Ou  doit  remarquer  toutefois  que  ces  surfaces  n'auront 
d'existence  réelle  que  si  les  valeurs  de  —  déduites  de  l'équa- 
tion L  =  o  sont  réelles. 

La  droite  D  est  tangente  à  l'arête  de  rebroussement  de 
chacune  des  développables  dont  elle  fait  partie.  Mais  ces 
arêtes  de  rebroussement  sont  évidemment  situées  sur  les  sur- 
faces focales  ;  on  a  donc  cette  proposition  : 

Toutes  les  droites  de  la  congruence  sont  tangentes  à 
chacune  des  surfaces  focales. 
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On  nomme  plans /ocauxles  plans  menés  parD  et  respecti- 
vement perpendiculaires  aux  lignes  E  de  plus  courte  distance 
correspondant  à  ses  deux  foyers.  Ces  plans  sont  tangents  aux 
deux  développables  qui  se  croisent  suivant  la  droite  D. 

On  a  vu,  en  efTet,  que,  dans  une  surface  réglée  quelconque, 
le  plan  tangent  en  un  point  situé  sur  une  génératrice  D  à 
une  distance  z  du  point  central  fait,  avec  la  perpendicu- 
laire E,  un  angle  V  donné  par  la  formule 

tanffV=:  -: 

dans  une  développable,  où  /?  =  o,  tang V  sera  infini  et  V 
sera  droit. 

499.  Pour  nous  rendre  un  compte  plus  exact  de  la  distri- 
bution autour  de  D  des  droites  de  la  congruence  qui  en  sont 
infiniment  voisines,  prenons  cette  droite  pour  axe  des  «,  en 
nous  réservant  de  disposer  ultérieurement  de  la  position  de 
l'origine,  ainsi  que  de  l'orientation  du  plan  des  xz. 

Supposons,  en  outre,  qu'on  prenne  z  pour  variable  in- 
dépendante, on  aura  constamment  aa  =  o,  62=1,  d'où 
da2  =  db2=  o.  En  outre,  D  ayant  pour  équations  a:=o, 
j  =  o,  z  =  t,  on  aura,  pour  cette  droite, 

a  =  «1  =  6  =  ^1  =:  o. 

Portons  ces  diverses  valeurs  dans  les  formules  générales; 
il  viendra 

db 

db, 

o 

da 

dui 

o 


N  = 


A  =:  —  dbx , 

da       o 
dai 
o 

^db, 

db 

o 


o 
I 

o 
o 
I 


=  db  da^  —  da  dbi , 


=  da  db  -h  dai  dbi , 


X  =  — 


db, 
\/db^^db] 


X, 


db 
sJdb^'-^-dbX 


X|=io 
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et 

Q           m       dadb-h  da,  db,                    db  da,  —  da  db, 
(^)                       db^-^db\      '          ^            db^-^db\ 

Enfin,  le  déterminant  (4)  se  réduira  à 

db     db 
d<t     d?      ^ 

dbi     dbi 
dt      dp     ° 

o          0        I 

db      db 

dt      d^ 

dby     dbi 
dx      d? 

m 

D  étant  supposée  une  génératrice  ordinaire,  ce  déterminant 
ne  sera  pas  nul.  On  pourra  donc  des  équations 


dx 


dp 


déduire  l'expression  de  rfa  et  d^   en  fonction  linéaire   de 

db  et  rf6|. 

Les  quantités  da^  da,^  étant  des  fonctions  linéaires  de  c/a, 

d^y  deviendront  des  fonctions  linéaires  de  db^  db,,  telles 

que 

da  —Pdb  -+-Qrf6,, 

da,=  V,db^q,db,. 

On  aura,  par  suite, 

^_  Pdb*-i-(P,-^Q)dbdb,-hQ,db\ 

db^-^db\  ' 

__  Ptrf6«-f-  {q,—  P)dbdb,—  qdb\ 
^—  db^-\-db\ 

Soit  d'ailleurs  if  l'angle  que  la  plus  ôourte  distance  forme 
avec  l'axe  des  j^.  On  aura 


d'où 


Xmsin^,         Xjizicos^',         X,=  o, 

,        X  dbt 
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Les  valeurs  de  :;  correspondaDi  aux  points  principaux  s^ob- 
liendront  en  cherchant  le  maximum  et  le  minimum  de  T.  On 
sait  qu'il  faut  pour  cela  poser  les  équations 


(9) 
(10) 

d'où 

(II) 


2Vcib-\-{Pi~hQ)  dbi -h-^iLclb  —  o, 
{P,-i-  Q)db  ~h2Q,db^-^  2iLdb,  =  o, 


2P4-21X       P,-f-Q 

P|-hQ  2Qi4-2{X 


o. 


ra 


Cette  dernière  équation  donnera  au  signe  près  le  maximum 
et  le  minimum  cherchés.  Les  précédentes  donneront  la  va- 
leur correspondante  de  -j^  =  —  tang^J;. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  pris  pour  plan 
des  zy  Tun  des  plans  principaux,  et  choisi  Torigine  à  égale 
distance  des  points  principaux.  On  devra  avoir  un  maximum 

ou  un  minimum  pour  'l  =  o,  d'où  -~  =-=  o,  ce  qui  rcdui 

l'équation  (10)  à 

\\-hQ    -o. 

L'équalion  (11)  se  réduira  à 

Cl,  ses  racines  devant  être  égales  et  opposées,  on  aura 

0,r.  -P. 


Faisant  donc  P,  ~  —  Q,  Q,  rrr  —  P,  _ i  =  —  langi  dans 
les  formules,  il  viendra 


(12) 


(i3)     p  = 


_pi-tang'|_p 
I  -+-  lang'tj' 


cosai^i 


aPtans^^  — Q(iH-tangH)  _  p  ^j^^  . 
I  -t-  tang*<{« 


-Q. 
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oOO.  On  déduit  de  ces  formules  des  conséquences  impor- 
tantes : 

r*  T  est  maximum  ou  minimum  pour  A  =  o  et  A  --  90"; 
d^où  cette  conséquence  : 

Les  deux  plans  principaux  sont  rectangulaires. 


2**  p  s^annule  pour  sin';t'|  =  ^,  d'où 


0« 


Ces  deux,  valeurs  étant  égales  et  de  signe  contraire,  et 
moindres  que  P,  on  aura  ce  résultat  : 

Les  foyers  sont  situés  entre  les  points  principaux,  à 
égale  distance  du  milieu  de  la  droite  qui  les  joint. 

Les  foyers  seront  d'ailleurs  réels  ou  imaginaires,  suivant 
<jue  P  sera  >  Q  ou  <;  Q  en  valeur  absolue. 

.5"  L'équation  sin2'i=  jj  a  deux  racines  :  i»  et  -  — 'Iq, 

Les  plans  focaux  auront  pour  azimut  -  +  'io  et  t:  —  'ig.  On 

voit  donc  qu'tVs  font  des  angles  égaux  avec  les  plans 
principaux, 

4®  Si  Q  =  o,  les  foj'crs  et  les  plans  focaux  seront  réels  et 
se  confondront  avec  les  points  et  les  plans  principaux.  Les 
plans  focaux  seront  donc  rectangulaires. 

Réciproquement,  si  ces  plans  sont  rectangulaires,  on  aura 


d'où  %=  o  et,  par  suite,  Q  =  o,  et  les  autres  propriétés  ci- 
dessus  auront  lieu. 

501.  Les  plans  focaux  ont  pour  (équation 

sin24^ 


•^.=tang(^--î'+^)--=-tang4*  =  -- 


COS  i  *lf 
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OU 

(i4) 


X 


et  seront  distingués  Tun  de  Tautre  par  le  signe  du  radical. 

Soit,  d*une  part,  D|  une  droite  de  la  congruence  infini- 
ment voisine  de  D  ;  elle  aura  pour  équations 

x^=^da-\-dbt   rzizda  -hdbz  =z{z-\'P)db-hQdbiy 
y  —  da^-^  db^ t  —dai -{- dbiZ  —  —  Q db -^  {z  —  P)  db^. 

Elle  rencontrera  le  plan  focal  (i4)  en  un  point  dont  le  z  est 
déterminé  par  Téquation 

—  Qdb-h(z  —  P)db,  Q 


{z-^P)db-^(^db, 


Pihv'P»— Q* 


Or,  cette  équation  est  satisfaite,  quel  que  soit  le  rapport 
^,  en  posant  z=± y/P^  — Q^ 

Cette  équation,  jointe  à  Téquation  (14)9  représente  une 
perpendiculaire  à  D  menée  dans  le  plan  focal  et  passant  par 
le  foyer.  Cette  perpendiculaire  a  reçu  le  nom  de  droite  fo- 
cale. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Les  intersections  d'une  génératrice  quelconque  D| ,  infi- 
niment voisine  de  D,  ai^ec  les  plans  focaux,  sont  situées 
sur  les  droites  focales  (aux  infiniment  petits  du  second 
ordre  près). 

502.  Il  nous  reste  à  étudier  la  distribution  autour  de  D  des 
droites  infiniment  voisines,  lorsque  D  est  une  génératrice 
singulière. 

Dans  ce  cas,  le  déterminant 

db      âb 
db,     db. 
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étant  nul,  le  rapport  des  quantités 

ne  dépendra  pas  du  rapport  -^-  On  aura  donc 


49& 


d'où 


dh, 
tangt};  zn  —  -jj-  =  coDst. , 


<]/=zconst. 


On  pourra  orienter  les  axes  coordonnés  de    telle  sorte 
que  Ton  ait  ^  =  o,  d'où  dbi  =  o. 
Les  formules  (8)  deviendront  alors 


P  — 


dux 
~db 


Si  le  déterminant 


(i5) 


da^     dox 


âb      db 
n'est  pas  nul,  on  pourra  déduire  des  équations 

,,        âb   ,         db    -o 


les  valeurs  de  dct^  d^  en  dai   et  en  db.  Substituant  dans  la 

da 

da^Pdai-^Qdb 


valeur  de  da  =  -r-  doL  -{-  ^  d^y  on  trouvera  une  équation 
de  la  forme 


et,  par  suite, 


T=:PfËl+Q^  =  p^  +  Q. 
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On  peut  d'ailleurs,  en  déplaçant  Torigine  de  la  quantité  Q, 
faire  disparaître  le  second  terme  de  cette  expression.  On  aura 
donc  les  deux  relations 

4;  zz=  o,         T^Pp. 

Les  génératrices  infiniment  voisines  de  D  auront  pour 

équations 

x=zda  -hdbz  ^n  P  dai -h  db z , 

y  =  dax  4-  dhx z^izda^. 

Ces  génératrices  sont  donc  parallèles  au  plan  des  xz. 
Celles  pour  lesquelles  da^  =  o  sont  dans  ce  plan  lui-même  et 
rencontrent  la  droite  D  à  Forigine  des  coordonnées.  Celles 
pour  lesquelles  db  =  o  sont  parallèles  à  D.  Ce  cas  diflere 
donc  de  celui  des  génératrices  ordinaires  en  ce  que  l'un  des 
foyers  est  rejeté  à  Tinfini,  Tautre  étant  à  Torigine  des  coor- 
données. 

Enfin,  si  le  déterminant  (i  5)  est  nul,  -~  ne  dépendant  plus 
du  rapport  -t^>  on  aura  les  deux  relations 

4/  ::^  o,  p=:  COnSt. 

Désignons  par  P  le  rapport  constant  -^«  Les  génératrices 
infiniment  voisines  de  D  auront  pour  équations 

X  ^^  da  -\-  dbZf 
vz=Pdb, 

et  aucune  déciles  ne  coupe  plus  D  à  distance  finie,  mais  celles 
pour  lesquelles  db  =  o  lui  sont  parallèles. 

503.  Troisième  cas  :  Complexes.  —  On  a,  dans  ce  cas, 
trois  paramètres  :  a,  p,  y. 

SoitD  une  droite  du  complexe.  En  la  choisissant  pour  axe 
des  z  et  prenant  z  pour  variable  indépendante,  on  pourra 
réduire  ses  équations  à  la  forme 
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et  celles  d'une  droite  D|,  infiniment  voisine,   à  la  forme 

daj  db^  . . .  étant  linéaires  en  rfa,  rf^,  rfy. 

Supposons  d*abord  qiieD  soit  une  droite  ordinaire,  c'est- 
à-dire  telle  que  Ton  n'ait  pas  simultanément 

dbx         àbi         db\ 


d^  d? 


db  ôb  db^ 

doL  ^  0( 

Les  deux  équations 

^f,-àb,^         dh,  ôb, 

permettront  d'exprimer  deux  des  quantités  rfa,  rf^,  rfy,  par 
exemple  rfa  et  rfjî,  en  fonction  linéaire  de  db,  db^,  d^.  Pat- 
suite,  da,  dai  deviendront  des  fonctions  linéaires  de  db, 
dbi^  rfy,  telles  que 

da  —  P  db  4-  Q  û?/;,    -  R  ^A; , 
û?a,  -  P^db   r-  Qi '//[;,  i-  Rif/v- 

Si  l'on  pose,  en  particulier,  db  =^  rft^i  :^  o,  ces  équations 
se   réduiront  k  da  -^  l^^^V?  ^^^i  =  Ri'^^Yî  ^t  D|,  ajanl  pour 

équations 

x  —  Rd^y        y  =  l\id;, 

sera  parallèle  à  D. 

Supposons  le  plan  des  zy  orienté  de  manière  à  contenir 
une  des  droites  parallèles  à  D;  on  devra  avoir  R  =  o. 

Cela  posé,  entre  les  formules 

^  _  da  db  H-  da^  db^  db  da^  —  da  db, 

-  — ^^r^^T-  '       P  -  —dbrj;rdb[     ' 

J.  —  t.  3i 
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éliminons  dUi,  il  viendra 

Tdb—pdb^  =  da=iPdb-^-Qdb^ 
ou 

T-P  +  (/>4-Q)tang4/  =  o, 

ou  enfin,  en  déplaçant  l'origine  sur  Taxe  des  z  de  la  quan- 
tité P,  ce  qui  changera  T  en  T  +  P, 

T -+-(/> -^Q)tang^/  =  o. 

504.  Si  D  était  une  droite  singulière,  le  rapport  -7^  étant 
indépendant  de  doL,  d^^  dy,  on  aurait  la  relation  plus  simple 

tang^  =  const. 

VIII.  --  Surfaces. 

505.  Considérons  une  surface,  définie  par  les  équations 

a:z=ir^{u,v),        j  =  cp,(M,(^),         z  =  ^^{u,v). 

La  valeur  principale  ds  de  la  distance  des  points  («,  c)  et 
(u  -h  duj  V  -\-dv)  sera  donnée  (156)  par  la  formule 

ds^  —  M  du''  -h  2  N  (iw  dv  -f-  P  dv^, 

'"'"=I(^')''    «=Sïw-    '=!&)'■ 

D'autre  part  (156-157),  l'élément  de  surface  compris  entre 
les  courbes  a,  w  4-  rfa,  v^  v  -\-  dv  est  sensiblement  un  paral- 
lélogramme, et  ûfo",  valeur  principale  de  son  aire,  est  donnée 
par  la  formule 

drf  —  v/A« -f- B^ -+- G«  du  dv, 
où 


A 

du    dv 

d^f  ^?i 
du    dv  ' 

B- 

d<D^  d<f 
du  dv 

d^  c^cpi 
du  dv 

G- 

d^  à^i 
Ou    dv 

d^x  d^ 
du  dv 
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806.  Plan  tangent  et  normale,  —  L'équation  générale 

d'un  plan 

aX  -+-  ôY  H-  cZ  -h  ûf  =  o 

contient  trois  paramètres,  dont  on  peut  disposer  pour  établir 
un  contact  du  premier  ordre  avec  la  surface  en  un  point 
donné  {x^  y^  z). 

On  devra  pour  cela  satisfaire  aux  équations 


o  = 


o  = 


0=z 


*(«, 

^) 

—  aX'\- 

h  y 

-^CZ  4- 

d. 

du 

dx 
''du 

->rh 

ày 

du 

-\-c 

ds 

du' 

dv 

dx 
a-Y- 

^b 

ày 

dv 

+  c 

dz 

dv 

On  déduit  de  ces  équations 

rt(X  — :c)-H^(Y  — y)4-c(Z  — 5)  =  o; 

éliminant  ensuite  a,  6,  c,  on  aura  l'équation  du  plan  tan- 
gent 

X~jF    Y— 7    Z  — 5 

dx  dy  dz 

o=        du  du         du 

dx  dy         dz 

dv  dv         dv 

=:  A(X  —  o:)  4- B(Y  —  v)4- C(Z  —  j). 

La  normale,  perpendiculaire  au  plan  tangent,  sera  donnée 
par  les  équations 

X  —  X Y  —  y Z  —  z 


507.  Ces  formules  se  simplifient,  mais  en  perdant  leur 
svmétrie,  si  l'on  suppose  que  x  et  y  aient  élé  pris  pour  va- 
riables indépendantes. 

Il  est  d'usage,  dans  ce  cas,  de  représenter  d'une  manière 
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abrégée  les  dérivées  partielles 

dz^       âz_      d^         â'z         â-z 
dx       ôy       ôjc*       ôxôy       dv^ 

par  les  lettres/?,  q^  r,  5,  /. 

Posant  donc  dans  les  formules  précédentes  x  =  //,  y  =  c, 

d'oii 

d.T  dr  dv  ()y 

au  Ov  Ou  c/i' 

àz        ôz  âz       âz  fit 

Ou       Ox      ^  Oi'       Oy       ^  ^  T    .  » 

il  viendra 

ds'-^{\  -f-/?')  dx^  -h  2/?7  dxdy  -h(r  -h  q^)dy^^ 
da  --y/i  -i-p'  -h  q'-dx dy. 

L'équation  du  plan  tangent  deviendra 

(^t  les  équations  de  la  normale 

\  —  r Y  —  y        Z  —  z 

~p~~  ~         q       "    "^"7" 

lùifin,  si  z  esl  un?  fonction  implicite  dHini.*  par  Téqua- 

t!on 

F(.r,7,  c)  =  o, 

on  aura 

i)F  ^ 

Or  _         Ov 

di  as 

el  Icj  formules  prindroQl  la  formo  suivante  : 
lv|iiation  du  plio  langent, 


J 
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Kqiialions  de  ia  normale, 

X  —  r  _  Y— V  _  Z-~3 

ô^     ~~~^     ~     ^ 
ôx  Oy  ôz 

508.  Indicatrice.  —  Proposons-nous  de  nous  rendre 
coinple  de  l'allure  do  la  surface  aux  environs  d'un  de  ses 
points. 

Prenons  ce  point  O  pour  origine  des  coordonnées  et  la 
normale  à  la  surface  pour  axe  des  z.  L'ordonnée  5,  déve- 
loppée suivant  la  formule  de  Maclaurin,  aura  pour  expres- 
sion 

z  —  \{ax'-^  ibxy  -f-  cy^ )  -f-  R, 

Il  désignant  un  ensemble  de  termes  d'ordre  supérieur  ;;u 
second.  (Les  termes  d'ordre  o  et  i  manquent,  car,  Toiigiru' 
étant  sur  la  surface  et  le  plan  des  xy  lui  étant  tangent,  z  et 
ses  dérivées  premières  devront  s'annuler  pour  x=^o^y^z  o .) 
Nous  pouvons  d'ailleurs  disposer  de  la  direction  des  axes 
(3X,  OY  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme  en  xy.  On 
aura  alors  simplement,  en  négligeant  les  termes  du  Iroisième 
ordre, 

(i)  ::  —  [{ax'^^cy-). 

Si,  dans  cette  équation,  nous  substituons  successivement 
à  z  une  série  de  valeurs  très  petites,  nous  obtiendrons  une 
série  de  courbes  de  niveau  de  la  surface  proposée  ;  ces  courbes 
seront  toutes  semblables  à  la  suivante  : 

a  j?^  -h  c  y' 
\—  — ^, 

2 

laquelle  porte  le  nom  A^ indicatrice. 

Supposons  d'abord  a  et  c  de  même  signe  {Jig'  21).  Les 
courbes  de  niveau  seront  de  petites  ellipses,  réelles  lorsque  z 
a  le  même  signe  que  a  et  c,  imaginaires  lorsqu'il  est  de  signe 
contraire.  La  surface  est  donc  située  tout  entière  du  même 


5o3 
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côté  de  son  plan  tangent,  et  n*a  qu'un  seul  point  commun 
avec  lui. 

Fig.  21. 


Si  a  et  c  sont  de  signes  contraires  (^fig-  22),  les  courbes 
de  niveau  sont  approximativement  (dans  le  voisinage  de  Fori- 


Fig.  21. 


gine)  des  hyperboles,  ajant  pour  asymptotes  les  deux  droites 
définies  par  l'équation 

Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  se 
confondant,  dans  le  voisinage  de  Torigine,  avec  ces  deux 
asymptotes.  Les  plans  parallèles  situés  au-dessus  donnent 
pour  sections  des  hyperboles  telles  que  H,  les  plans  situés  en 
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dessous,  des  hyperboles  &  tournant  leur  convexité  aux  pre- 
mières. 

Enfin,  dans  le  cas  de  transition  où  a  ou  c  sont  nuls,  les 
courbes  de  niveau  sont  formées  de  deux  droites  parallèles. 
On  dira,  dans  ce  cas,  que  O  est  un  point  parabolique  de  la 
surface. 

509.  Courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surjace.  — 
Considérons  maintenant  une  ligne  L  tracée  sur  la  surface  et 
passant  par  le  point  O,  et  proposons-nous  d*évaluer  sa  cour- 
bure en  ce  point. 

Menons  le  plan  osculateur  au  point  O  à  la  ligne  L;  soient 
{fig-  ^3)  Y  l'angle  de  ce  plan  avec  l'axe  des  z;  cp  Fangle  de 

Fi^.  23. 


sa  trace  OQ  sur  le  plan  des  xy  avec  l'axe  OX. 
Soient  enfin 

M  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  de  O  ; 

x^  y,  z  ses  coordonnées  ; 

P  et  N  ses  projections  sur  le  plan  OXY  et  sur  la  droite  OQ; 

k  la  courbure  cherchée. 

La  droite  OQ  étant  tangente  à  L  au  point  O,  on  aura,  par 
une  formule  connue, 

aMN 


MN=:^A:OiM«,         d'où 
Mais  le  triangle  MPN  donne 


k  = 


OiM^ 


MN  = = ^  + 

cosY  2C0SY 
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D'autre  part, 

en  négligeant  r.^,  qui  est  du  quatrième  ordre;  on  aura  donc 
,  <7,r'-}-cv*      ez  cos*p -4- csin*ç 

On  voit,  par  cette  formule  : 

i"  Que  la  courbure  cherchée  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion du  plan  osculateur  de  la  courbe  L.  La  courbe  L  aura 
donc  la  même  courbure  que  la  section  plane  faite  dans  la  sur- 
face par  son  plan  osculateur; 

2"  Que  la  courbure  d'une  section  plane  est  égale  à 
celle  de  la  section  normale  menée  par  la  même  tangente, 
dis^isée  par  le  cosinus  de  V obliquité.  Ce  résultat  est  connu 
sous  le  nom  de  théorème  de  Meunier; 

3°  Que  la  courbure  d^une  section  normale  est  donnée 
en  fonction  de  r azimut  ^  par  la  formule 

k  zz:  a  cos*ç  4-  c  sin*<p. 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Euler. 

310.  Les  maxima  et  minima  de  cette  expression,  consi- 
dérée comme  fonction  de  cp,  correspondent  évidemment  à 

'^  =rr  o  et  cpr=  -•  Lcs  dcux  scctions  correspondantes  se  nom- 

ment  sections  principales  et  ont  pour  courbures  respectives 
les  quantités  a  et  c,  que  l'on  nomme  courbures  principales. 

Le  rajon  de  courbure  d'une  section  quelconque  est,  par 
définition,  Tinverse  de  sa  courbure;  son  signe  indiquera 
d^ailleurs  dans  quel  sens  le  rayon  doit  être  porté  sur  la  nor- 
male pour  donner  le  centre  de  courbure. 

Suivant  que  l'indicatrice  est  elliptique  ou  hyperbolique, 
les  courbures  principales  a  et  c  seront  de  même  signe  ou  de 

signe  contraire.  Dans  ce  dernier  cas,  le  rayon  de  courbure  7 

changera  de  signe  en  passant  par  00,  pour  les  valeurs  de  ^ 
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déterminées  parTéquation 

a 

^  ^  c 

lesquelles  correspondent  aux  asymptotes  de  rindicatrice. 

Enfin,  si  rindicatrice  est  formée  de  deux  droites  paral- 
lèles, V  conservera  toujours  le  même  signe,  mais  deviendra 

A 

infini  pour  une  seule  direction  (pour  '^  =  -,  si  c'est  le  coef- 

Je 

ficient  c  qui  est  nul). 

511.    Considérons  deu\    sections   normales  perpendicu- 
laires entre  elles  et  ayant  respectivement  pour  azimut  <p  et 

'^,=  -^  -I On  aura  pour  leurs  courbures 


k  zz:acos-çp  4-csin'cp, 

kl—,  a  cos'©i-4-  csin*<piir.  a  siu^'f  -h  ccos'cp, 

d'où 

Xr  -h  A|— -  <7  -f-  c. 

Donc  :  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor- 
males rectangulaires  est  constante  et  égale  à  la  somme 
des  courbures  principales. 

512.  Si  a  =  c,  l'indicatrice  est  un  cercle  et  la  formule 
d'Euler  devient  k  =^  a.  Toutes  les  sections  normales  auront 
donc  même  courbure.  Enfin  la  direction  des  sections  prin- 
cipales est  indéterminée.  On  nomme  ombilic  un  point  de  la 
surface  qui  jouit  de  ces  propriétés. 

513.  La  normale  au  point  {x^y^  z)  a  pour  équations 

X-.r  _  Y-y  _  T-z 

P  R        ~    —  ' 

D'ailleurs  Zy  />,  q  sont  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes x^  y.  Les  normales  à  la  surface  formeront  donc  une 
congruence. 
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Pour  reconnaître  le  caractère  particulier  de  celle  con- 
gruence,  cherchons  comment  se  distribuent  autour  de  la 
normale  OZ  les  normales  infiniment  voisines. 

On  a 


•  •  •  ï 


q  zz:  cy  -h.  .  .  . 

Si  donc  on  suppose  x  ^l  y  infiniment  petits,  on  aura,  au 
deuxième  ordre  près, 

ce  qui  donnera,  pour  équations  des  normales  dont  il  s^agit, 

ax  cy 

ou 

X  z=:  JT  —  axTj, 

\  ~y  —cyl.. 

La  droite,  ainsi  définie,  rencontrera  la  normale  OZ,  si  Ton 
peut  satisfaire  aux  deux,  équations 

o  =  j?  —  axTjj         o^rzy  —  c^Z. 

Si  O  n'est  ni  un  ombilic  ni  un  point  parabolique,  cela 
pourra  se  faire  de  deux  manières  : 
1°  En  posant 

X  =^Oy         A  =  -  : 

c 

2?  En  posant 

Les  deux  foyers  de  la  congruence  situés  sur  la  normale  OZ 

auront  pour  ordonnées  -  et  -•  Ils  se  confondront  donc  avec 

les  centres  de  courbure  des  sections  principales.  Ces  points 
portent  le  nom  de  centres  de  courbures  principaux. 
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Les  normales  infiniment  voisines  de  OZ,  qui  la  rencon- 
trent au  foyer  Z  =  -  coiTespondant  à  j?  ==  o,  ont  pour  équa- 

tions 

Xzzio,         Y  =  j  — cvZ, 

et  sont  situées  dans  le  plan  des  YZ.  Ce  plan  est  donc  le  plan 
focal . 

De  même,  au  fover  Z=:  —  correspondra  comme  plan  focal 

le  plan  des  XZ.  D'où  ce  résultat  : 

Les  plans  focaux  sont  rectangulaires  et  se  confondent 
ai^ec  les  plans  des  sections  principales. 

Les  plans  principaux  de  la  congruence,  se  confondant  avec 
les  plans  focaux  (oOO),  seront  les  plans  des  sections  princi- 
pales, et  ses  points  principaux  seront  les  centres  de  courbure 
principaux. 

514.  Examinons  maintenant  le  cas  où  O  serait  un  ombilic 
ou  un  point  parabolique. 

i"  Si  O  est  un  ombilic,  on  aura  a  =  c.  Les  deux  foyers 
coïncident.  Enfin  les  normales  infiniment  voisines  de  OZ, 
ayant  pour  équations 

viennent  toutes  la  rencontrer  au  même  point  Z  =  -  • 

^  a 

2**  Si  O  est  un  point  parabolique,  pour  lequel  on  ait  c  =  o, 
par  exemple,  le  foyer  correspondant  sera  à  Tinfini.  Les  nor- 
males voisines  de  OZ  auront  pour  équations 

X  =z  J7  —  ax  Z,  Y  rz:  ^ 

et  seront  parallèles  à  OZ  pour  X'=.o,  La  normale  OZ  sera 
donc  une  droite  singulière  dans  le  système  des  normales. 

513.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'un  système  de 
droites 

(a)         X  =  a4-ô^        Y  =  ai  4-^1^,         Zrzat+^t^j 
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dépendani  de  deux  paramètres  a,  P,  n'est  pas  formé,  en 
général,  de  normales  à  une  même  surface.  11  faut,  en  eflel, 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  sur  chaque  génératrice  les  foyers 
et  les  points  principaux  se  confondent. 

Proposons- nous  de  trouver  directement  l'expression  de  la 
condition  à  remplir  pour  que  les  droites  (2)  soient  normales 
à  une  même  surface. 

Posons  à  cet  effet,  pour  plus  de  simplicité, 

r:r    —  C,         -7-r— — --:^-r--    — "  C,,        —-      :      -rp-      —-.  ~—  i\^ 


/'. 

—  Cl, 

\' 

'b-+b\-^h\ 

17 

l 

-sjb'--^b\  + 

b\u. 

s^b^'^bX-^l':,  sj  h- -\- b\ -\- IjI  ^b'^Ol^hl 


Les  é<{uations  ('i)  pourront  s'écrire 

X:^.  a  -\-  cuy         Y  ^--  a^  -\-  CyH,         Z  =:  «j-f- r^w, 

et  Ton  aura 

(3)  c''-i-c\-\-cl  —  i, 

d'où 

(  4  )  c  de  -\-  Cl  dci  H--  Cj  dci  =3  o. 

Soient  maintenant  jc,  )*,  z  les  coordonnées  du  poinl  où 
Tune  des  droites  (2)  coupe  la  surface  cherchée;  01a  valeur 
correspondante  de  u.  On  aura 

(5)         x^rza  -\-  c^y         v-:r7i-hr,0,         :;  — .  r/^-r- r^O. 
et,  comme  la  droite  est  normale, 

C   C,  Cj 

d'où 

■ 

(6)  p=-r     1^-7- 

c,  Cj 

11  s'agit  de  trouver  des  fonctions  x,  j',  3,  0  des  variables  x 
et  3,  telles  que  les  équations  (5)  et  (6)  soient  satisfaites. 
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Les  équations  (5)  diHerentiées  donneront 

dx  :=  da  -{-  ^  de  -\-  c  d^, 

dj  zizdai-h  Od/cjH-  Cid^y 

da^  H-  6  dc^  -\-  Cid^:=:dzr=ipdx  -\-  q  dy 

c                                        c 
—  — ;-  {da  -hOc^c  4-ct/6) -(dai-h^dci-^-  Cj  ûfô) 

^*ï  Cf. 

OH,  en  chassant  le  dénominateur  c^  et  tenant  compte  des 
écjuallons  (3)  et  (4). 

cda  -h  Cl  da^  -h  c,  da^  h-  <iO  1=  o. 
Remplaçant  da^  dch,  da^^  d^  par  leurs  valeurs 


et  rgalant  séparément  à  zéro  les  termes  en  dx  et  en  c/jii,  on 
aura  les  deux  équations 

â^  ôa,  ôcu        rO 

c  -—  -h  Ci h  C2 \-  -r  —  ^' 

(/a  0%  0%         c/a 


[Venons  la  dérivée  de  la  première  équation  par  rapport 
à  j3,  celle  de  la  seconde  par  rapport  à  a,  et  retranchons-les; 
0  disparaîtra  en  vertu  de  la  relation  connue 


el  il  restera  l'équation  de  condition 

à  ^,    àa         ()  ^    ôa 

iV^  â'JL  ÔX  0^  ' 

OU,  en  effectuant  les  calculs  et  su|)primant  les  termes  qui  se 

détruisent, 

^,  /  ôc  da       de  d(i  \   _ 

"'  (;:i  'd%  ~~  d'oLÔÏi      ~^' 
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316.  Les  théorèmes  généraux  démontrés  sur  les  con- 
gruences,  étant  appliqués  aux  normales  à  une  surface,  mon- 
trent que  par  chacune  d'elles  passent  deux  normalies  (sur- 
faces composées  de  normales)  développables.  Elles  se  coupent 
à  angle  droit,  les  deux  plans  focaux  qui  leur  sont  respective- 
ment tangents  étant  perpendiculaires  Tun  à  Tautre,  comme 
nous  l'avons  vu. 

Les  intersections  de  ces  normalies  avec  la  surface  portent 
le  nom  de  lignes  de  courbure.  Par  chaque  point  de  la  sur- 
face passent  deux  lignes  de  courbure  ayant  respectivement 
pour  tangentes  les  tangentes  à  la  surface  situées  dans  les 
plans  focaux.  Ces  plans  étant  ceux  des  sections  principales, 
les  lignes  de  courbure  seront  en  chaque  point  tangentes  aux 
sections  principales,  et  se  couperont  à  angle  droit. 

517.  Il  est  aisé  de  trouver  Téquation  différentielle  qui 
caractérise  ces  normalies  et  la  grandeur  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  quelconque  de  la  surface. 

Soient,  en  effet,  x^  y^  z  ftl  x  -\-  dxy  y-\-  dy^  z  -\-  dz  les 
coordonnées  de  deux  points  inflniment  voisins  de  la  surface; 

X  —  .r        Y  —  y        Z  —  s  ,         ,  .  ,      ,  , 

— ^ —  =  — ^^  =  — p —  les    équations   de    la   normale  au 

point  (x,  y,  z).  En  introduisant  une  nouvelle  variable  ty 
égale  à  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  pourra  mettre 
ces  équations  sous  la  forme 

X  —  x-i-\t,        Y=74-B^,         Z  —  z-^Ce. 

La  normale  au  point  {x  -h  dx,y-\-  dy^  z  -i-  dz)  aura  des 
équations  analogues 

Xzrza:  -jf-  dx  -\-  {\.-h  d\)tiy 

Z—z  -hdz  -\-{C-^dC)t^. 
Ces  deux  droites  se  rencontreront,  si  l'on  peut  donner  aux 


APPLICATIONS  6É0MÉTBIQUES  DE  LA   6ÉEIB  DE   TATLOR. 

variables  t  et  ti  des  valeurs  T  et  T|  telles  que  Ton  ait 
X  =  a?  +  AT  =  ^  H- cf^  +  (  A-f- ûfA)Ti, 


5ii 


ou  y  en  réduisant, 


(7) 


o 
o 
o 


dur  -h  A{T^^T)  -hT.dX, 
dy-+-B(T,  — T)-+-Ti^, 
dz  4-C(T,  — T)H-Ti^C. 


Pour  que  ces  équations    soient   compatibles,    il    faudra 
qu'on  ait 


(8) 


dx  A  dA. 
dy  B  dB 
dz     C    dC 


—  o. 


11  ne  restera  plus  qu'à  substituer  aux  diverses  quantités 
qui  figurent  dans  cette  équation  leurs  valeurs  en  u^  (^,  du^  dç. 

Les  normalies  développables  une  fois  déterminées  par 
l'équation  difFérentiellc  précédente,  leurs  intersections  avec 
la  surface  proposée  donneront  les  lignes  de  courbure. 

518.  Reste  à  déterminer  le  rayon  de  courbure  principal. 
En  le  désignant  par  R,  on  a  évidemment 


D'ailleurs,  les  équations  (7)  montrent  que  Tj  — Test  infi- 
niment petit.  On  pourra  donc  poser 

R=TVA»4-13^-+-C*. 

Pour  déterminer  T|,  on  n'aura  qu'à  remplacer  dans  les 
équations  (7)  dx,  dy^  dz,  rfA,  c/B,  rfC  par  leurs  valeurs 

,         dx  ,         âx  j 
dx  =1  --— du  -{-  -T-  d{\ 
ou  Ov 
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Elles  deviendront 


o  ^= 


o  3= 


o  -=: 


dx  j         dx  j        .  ._ 
ou  àv  ^ 

ou  ov 


-T,-.T,(^-?.„^f*), 


dB 

dC 


OU  OV  \OU  Oi^         ) 


Éliminant  entre  ces  équations  les  rapports  des  quantités 
du^  rfc,  Ti — T,  il  viendra 


(9) 


T-  ^--^-T,      V-  -h  ~-Ti     A 


dx 
du 

ây 
du 

dz 
du 


dK 


du 

d^ 
du 


T, 


dx 
d^ 


dk 


dv 
dV^ 


dv   ^  dv  '^^ 

dz       dC^ 
d^^  di>^' 


B 


r=  O, 


Substituant  pourT,  sa  valeur 

R 

on  aura,  pour  déterminer  R,  une  équation  du  second  degré, 
comme  cela  doit  élre. 


519.  Voyons  ce  que  deviennent  ces  formules  dans  le  cas 
simple  où  z  est  donné  en  fonction  de  x,  y  supposées  va- 
riables indépendantes.  Ou  aura,  d'après  nos  définitions, 


\  — 


dz  ^=1  pdx 
dpz=i  r  dx 
d<j  —  .s  dx 


qdy, 
sdy, 
tdy, 

C 


=r  —  I. 


L'équation  différentielle  (  8)  des  normalies  développables 
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deviendra 


o  — 


(lO) 


dx  p      rdx-k-sdy 

dy  Ç      ^  ^^  "t"  ^  ^y 

p  dx  -h  q  dy     —  i  o 

[(i  -h p^)s  —  pqr]dx^-+-  [(i  -^ p^)  t  —  (i  -^ q^) r]dx dy 

-[(i-^q^)s—pqt]dy\ 


D'autre  part,  o;  et  y  se  confondant  avec  u  et  f^,  on  aura 


dx 

=  ii 

dx 

d.       "' 

dû      °' 

du 

àp      ^ 
dx         ' 

dA.       dp 
dv       dy 

dB 
du 

dx         ' 

dB        dq 

dv       dy 

dC 
du 

—  o, 

dC 
dv 

d= 

du      P' 

dz 

d.      f' 

T.— 

R 

v/'  + 

•/>»-+- 9» 

ày 


=  I. 


=  ^ 


L^équation  des  rajons  de  courbure  deviendra  donc 

■ 

/•R  sK 


('0 


14- 


\/i-^p^-i-q*  \/i-hp^-^q^ 

.çR  tR 


\J\-\-p^-\-q- 
P 


Sj'i-^p' 
7 


?  ' 


—  I 


=  o. 


520.  Aux  ombilics,  l'équation  des  norinalies  développables 
est  identiquement  satisfaite.  On  aura  donc,  pour  déterminer 
ces  points,  les  équations 

(v-f-p^)s  —  pqr-^o, 
(j-^p^)t  —  (i-i-q^)r=zo, 

(i  -hq^)s  —pq£~o. 


3.  -  I. 


33 


5i4 
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qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 


(12) 


i-4-/>*  _^  P9  ^  I  4-7* 
r      ~~    s    ~'       t 


En  les  combinant  avec  l'équation  de  la  surface,  on  aura, 
pour  déterminer  les  coordonnées  des  ombilics,  trois  équa- 
tions généralement  distinctes.  Le  nombre  des  ombilics  sera 
donc  limité. 


521.  Enfin,  aux  points  paraboliques,  la  normale  est  paral- 
lèle à  une  normale  infiniment  voisine.  On  pourra  donc  dé- 
terminer le  rapport  de  du  à  d\f  de  telle  sorte  qu'on  ait 


dk 


dB 
B 


dC 
G"' 


ou,  en  désignant  par  t  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

dk  ,         dk.  ,        .  ^ 
ou  dv 

---  du  -i-  -v-dçz=zB  ty 
du  dv 

dC  ,        dC  ,       ^  ^ 
.—  du  H — r—  di^=iCt. 
du  di^ 

• 

Éliminant  du,  dv,  t,  on  obtient  l'équation  de  condition 


(i3) 


d\ 

dA 

du 

dv 

ôh 

dB 

du 

de 

dC 

dC 

du 

dv 

—     A 


B 


-^o. 


En  la  combinant  avec  les  équations  de  la  surface,  on  ob- 
tiendra les  équations  de  la  courbe  formée  par  les  points  para- 
boliques. 

Si  z   est   exprimé    en   fonction   des   variables   indépen- 
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dantes  x^  y  y  Téquation  (i3)  se  réduira  à 


(i4)  0-=. 


r  s  p 
s  t  q 
o     G     —  I 


=z  5*  —  rt. 


522.  Lignes  asymptotiques,  —  Continuons  à  désigner 

par 

A(X  — ^)4-B(Y  — 7)  +  C(Z  — 5)=o 

Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (x^y^  z,  u^  v). 
Les  coordonnées  x  +  Ajî,  y-^-  ^y,  2  +  As  d'un  point  infi- 
niment voisin  satisferont  à  cette  équation  au  second  ordre 
près.  11  existera  néanmoins  deux  directions  (les  asymptotes 
de  rindicatrice)  suivant  lesquelles  elles  y  satisfont  jusqu'au 
troisième  ordre  près.  Pour  déterminer  ces  directions,  substi- 
tuons dans  le  premier  membre  de  l'équation  les  valeurs  des 
coordonnées 

x-hâkxz^x-^dx-h^d^x-h..., 

Dans  le  résultat  de  la  substitution,  les  termes  du  premier 

ordre 

k.dx  -\-Bdy  -\-Gdz 

s'annulent  identiquement.  Ceux  du  second 

\{kd^x^hd}y-^Cd^z) 

(d^  X  d^  X  d^  X       \ 

-T-rdu^^i  .     .    dudv  4-  3-r^^M 

étant  égalés  à  zéro,  donneront  une  équation  du  second  degré 

pour  déterminer  -r-  • 
^  du 

Soit  M  =  ^(a,  v)  l'une  des  racines  de  cette  équation.  On 
pourra  trouver  une  fonction  {f  =  ^{^u)  satisfaisant  à  l'équa- 
tion différentielle 

^^'  Vf 
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et  qui  se  réduise  à  Çq  pour  u  =  Uq^  Uq  et  i^o  étant  des  con« 
stantes  choisies  à  volonté. 

La  courbe  définie  par  Téquation  i?  =  (p(w),  jointe  aux 
équations  de  la  surface,  satisfera  en  chacun  de  ses  points  à 
Téquation  différentielle  précédente;  elle  sera  donc  tangente 
en  chaque  point  aux  asymptotes  de  l'indicatrice. 

Les  courbes  ainsi  définies  se  nomment  lignes  asympio- 
tiques*  Par  chaque  point  de  la  surface  (2/09  ^o)»  il  ^^^  passe 
évidemment  deux,  réelles  ou  imaginaires,  correspondant  aux 

deux  racines  de  l'équation  en  -7-* 

Si  x^y  sont  pris  pour  variables  indépendantes,  on  aura 

et  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  se  ré- 
duira à 

o  =  <i*5  =  r  dx^  -+-  s dx  dy  -{-  t  dy*. 

523.  Appliquons  les  théories  qui  précèdent  à  quelques 
exemples. 

Sur/aces  de  révolution.  —  La  tangente  au  parallèle  élani 
évidemment  perpendiculaire  au  plan  méridien,  la  normale 
sera  située  dans  le  méridien.  Les  normales  en  deux  points 
consécutifs  se  couperont  donc  si  ces  deux  points  sont  dans  lo 
même  méridien.  Elles  se  couperont  également  si  le  déplace- 
ment a  lieu  le  long  d'un  parallèle,  car  il  est  évident  que  les 
normales  à  un  même  parallèle  forment  un  cône  de  révolution 
autour  de  l'axe. 

Les  lignes  de  courbure  seront  donc  les  méridiens  et  les 
parallèles. 

524.  Surfaces  développables,  —  Elles  sont,  par  défini- 
tion, l'enveloppe  d'un  plan  mobile,  dont  l'équation  contient 
un  paramètre  variable  a.  Soit 

(i5)  5=:/(a)j7-f-cp(a)v-+-^(a) 

l'équation  de  ce  plan.    Celle   de  la   surface  s'obtiendra  en 
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considérant  a  comme  variable  et  défini  par  Téquation 

(i6)  /(a)a7-+-cp'(a)7-f-f(a)=o. 

Le  plan  (id)  étant  tangent  à  la  surface,  on  aura 

A=/(a),  B=rç(a),  Czn-I. 

LMquation  des  lignes  de  courbure  sera  donc 


dz      —  I  o 


^=o. 


Cette  équation  contenant  e/a  en  facteur,  Tune  des  séries 
de  lignes  de  courbure  sera  donnée  par  Téquation  rfa  =  o, 
d'où  a  =  const. 

Mais  les  points  de  la  surface  pour  lesquels  a  a  une  valeur 
déterminée  sont  ceux  de  la  génératrice  suivant  laquelle  elle 
touche  un  même  plan  tangent.  La  première  série  des  lignes 
de  courbure  sera  donc  formée  des  génératrices;  la  seconde 
sera  formée  des  lignes  qui  coupent  ces  génératrices  à  angle 
droit. 

On  remarquera  que,  dans  les  surfaces  développables,  tous 
les  points  sont  paraboliques,  car  les  normales  sont  parallèles 
entre  elles  le  long  d'une  même  génératrice.  C'est  d'ailleurs 
ce  qu'exprime  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  sur- 
faces trouvée  au  n°  182. 

525.  Ellipsoïde,  —  On  a 

x^        y-       z^ 

d'où 

^  X  dx        y  dy       z  dz 

(i8)  +Z_^4-  ^o, 

a^  b^  c^ 

. \  d^  _  X  ^ I  dF  _  y  r  -    ^  ^^        ^ 

A  — r-  —  —T  >  D  —   -   -T—  —  •— >  Ci  __;  -  -  —  zz.:        • 

2  ôx       a*  1  ôy       b'  2  dz       c' 
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L'équation  des  normalies  déveioppables  sera  donc 


dx 

X 

dx 

dy 

b^ 

dy 

b^ 

dz 

z 

dz 

=  0, 


ou,  en  chassant  les  déDominateurs  et  effectuant  les  calculs, 

(a* — c^)y  dxdz-^  {b^  —  a^)zdydx  -{-  (c*—  b*)xdzdy  ^=:o, 

ou  y  en  multipliant  par  z  et  substituant  à  >z'  et  ^  dz  leurs  va- 
leurs tirées  de  (17)  et  (18), 

==  —  (a* —  c^)xydx^ —  Tii^^ —  C')xydy* 


ci 

ou,  en  divisant  par  —  (a^ —  ^aj  ^i  posant,  pour  abréger, 


a«(ô«— c»)  __ 


M, 


a«(a*— 6«) 


-N, 


o  =  xy  dx^  —  Ma:/  dy^  —  (a?*  —  M/*  —  N  )  t/o?  dy. 

On  obtiendra  les  ombilics  en  écrivant  que  cette  équation 
devient  identique. 

Or,  si  z  n'est  pas  nul,  dx  et  dy  sont  indépendants  l'un  de 
l'autre,  car  ils  ne  sont  liés  que  par  l'équation  (18),  qui  con- 
tient l'indéterminée  dz.  On  aura  donc  séparément 


d'où 


xy  —  o, 


^*— Mj*  — N=:o, 


a^—b^ 


o,         a:=iihv/N=dzai/--— 
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et 


z=±ci/-^—   . 
V  c-  —  a* 


ou  bien 


d^où 


V  c»— ^*' 


Enfin,  pour  5  =  o,  on  obtiendra,  par  raison  de  symétrie, 
quatre  nouveaux  ombilics,  en  posant 


/  a^—c^ 


flEi.. 


On  voit  immédiatement  que,  sur  ces  douze  ombilics,  il  y  en 
a  quatre  réels.  Ce  sont  les  quatre  premiers,  si  l'on  suppose, 
pour  fixer  les  idées,  a  >>  6  >  c. 

Ce  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles 
aux  sections  circulaires.  Cela  devait  être,  car,  pour  un  sem- 
blable point,  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment 
voisin  coupe  la  surface  suivant  un  cercle,  ce  qui  est  l'une  des 
définitions  des  ombilics. 

526.  Courbure  d^une  surface.  —  Considérons,  sur  une 
surface  S,  la  portion  it  limitée  par  une  courbe  C;  soit  a*  son 
aire.  Par  les  divers  points  de  C,  menons  les  normales  à  la 
surface.  Par  un  point  O  de  l'espace,  menons  des  parallèles 
à  ces  normales  :  elles  formeront  un  cône.  Décrivons  autour 
du  point  O  une  sphère  de  rayon  i .  La  portion  cr'  de  la  surface 
de  la  sphère  contenue  dans  l'intérieur  du  cône  se  nomme, 
d'après  Gauss,  la  courbure  totale  de  la  portion  de  surface  it. 

Le  rapport  --  sera  sa  courbure  moyenne.  Enfin,  on  appellera 

courbure  de  la  surface  S,  en  un  point  (x,  y,  z),  la  courbure 
moyenne  d'un  élément  infiniment  petit  de  cette  surface  con- 
tenant le  point  (a:,  y,  z). 
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527.  Pour  déterminer  cette  courbure,  supposons  d'abord 
que  Télément  de  surface  soit  limité  par  les  deux  lignes  de 
courbure  MN,  MP,  qui  se  croisent  au  point  (x,  y,  ^),  et  par 
deux  lignes  de  courbure  infiniment  voisines  PQ,  NQ.  Ces 

Fig.  a4. 


lignes  se  croisant  à  angle  droit,  l'élément  MNPQ  pourra 
être  assimilé  à  un  petil  rectangle  plan,  et  son  aire  <t  sera  sen- 
siblement représentée  par  le  produit  MN.MP. 

D'autre  part,  la  normale  en  N  sera  contenue  (aux  infini- 
ment petits  près  du  second  ordre)  dans  le  plan  mené  par  la 
normale  en  M  et  la  tangente  à  MN,  car  elle  passe  parle  centre 
de  courbure  et  par  le  point  N,  qui  tous  deux  sont  dans  ce 
plan.  De  même,  la  normale  en  P  sera  dans  le  plan  mené  par 
la  normale  en  M  et  la  tangente  à  MP.  Ces  deux  plans  sont 
évidemment  rectangulaires. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  O,  centre  de  la  sphère,  on  mène 
des  droites  Om,  O/i,  Op  parallèles  à  ces  normales,  les  plans 
Omn,  Omp  seront  rectangulaires.  L'élément  de  surface 
sphérique  <t'  aura  donc  ses  côtés  rectangulaires  et  aura  pour 
aire  le  produit  de  ces  côtés,  qui  sont  évidemment  les  angles 
a  et  ai  formés  par  la  normale  en  M  avec  les  normales  en  N 
et  P. 

Mais  on  a  évidemment 

a  — A:,.MN,         ai=r  A:,MP, 

k\  et  k2  représentant  les  courbures  des  lignes  MN  et  MP, 
lesquelles  sont  évidemment  égales  aux  courbures  principales. 
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On  aura  donc  ce  théorème  : 

La  courbure  d'une  surface  en  un  point  est  égale  au  pro- 
duit des  courbures  des  sections  principales, 

528.  Pour  établir  complètement  cette  proposition,  il  reste 
pourtant  à  montrer  que  le  résultat  subsiste  si  l'on  considère 
un  élément  quarrable  o-  de  forme  quelconque,  au  lieu  de 
Télément  particulier  que  nous  avons  choisi. 

Pour  le  faire  voir,  traçons  sur  la  surface,  aux  environs  du 
point  considéré  (a:©,  ^o  ^o)»  un  réseau  de  lignes  de  courbure 
infiniment  voisines  les  unes  des  autres.  Ces  lignes  décompo- 
seront l'intérieur  de  o-  en  éléments  infiniment  petits.  Ceux 
qui  rencontrent  sa  frontière  pourront  être  négligés  à  la  li- 
mite, car  la  somme  de  leurs  aires  est  infiniment  petite,  et  il 
en  est  évidemment  de  même  de  la  somme  de  leurs  courbures 
totales. 

Quant  aux  éléments  intérieurs,  limités  par  des  lignes  de 
courbure,  on  peut  leur  appliquer  ce  théorème.  Soit  donc  de 
Fun  d'eux;  Télément  sphérique  rfe correspondant  aura  pour 
valeur  principale  de  son  aire  l'expression 

At  A:,  de^ 

Ati,  Ar2  désignant  les  courbures  principales  au  point  {x^y^  z) 
origine  du  rectangle  de. 

L'aire  o^rrslimSrfe'  sera  donc  donnée  par  l'intégrale  dé- 
finie 

S  k^  kl  de  y 

prise  dans  l'intérieur  de  a*. 

Les  courbures  principales  sont  d'ailleurs  racines  d'une 
équation  du  second  degré,  qui  se  déduit  de  l'équation  (9) 
en  y  remplaçant  T|  par  sa  valeur 


Le  produit  de  ces  deux  racines  sera  le  quotient  du  déter- 
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minant 


Hzn 


par  le  déterminant 
dx 


du  ai* 

dB  dB     ^ 

du  di^ 

du  âif 


dx 


y/ A» -H  B« -H  G*     ^JA»-hB*4-C« 

du  ^  dv  ^ 


ày 


ày 


aa  '^  dv 


B 


att  '^  dv^ 


B^ 


lequel  est  manifestement  égal  à  (A^^  6^+  C^)». 
Nous  aurons  donc 

H 


k,k^  = 


(A2-hB»-+-G«)* 


Cette  expression  est  une  fonction  continue  de  u  et  de  p 
aux  environs  du  point  (^oj^o?  ^o)î  car  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  continus  et  ce  dernier  ne  s'annule  pas. 

Si  donc  nous  supposons  que  l'élément  o-  décroisse  indé- 
finiment, et  si  nous  désignons  par  {k^  ^'2)0  l^i  valeur  de  k\  k^ 
au  point  (^oî^oj  -^o)  nous  pourrons  écrire 

k,k^^{k,k{),---B, 

R  tendant  uniformément  vers  zéro  dans  tout  le  champ  7.  On 
aura  par  suite 

p  étant  compris  entre  le  maximum  et  le  minimum  de  R  dans 
le  champ  a*,  et,  par  suite,  étant  infiniment  petit.  Donc 


lira-  =:(Â:,A:,)o, 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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IX.  —  Coordonnées  curvilignes. 

529.  Soient,  comme  au  n"  153,  a:,  y^  z  et  /,  a,  v  deux  sys- 
tèmes de  variables,  liées  par  les  relations 

(i)      ar  =  <p,(^,  «,ç;),         j  =  ç,(^  «/,  t;),  z^f9z{t,ii,v). 

Supposons  que,  dans  Tintërieur  d'un  certain  domaine  E: 
i^  les  fonctions  ^i,  cp2,  cpa  admettent  des  dérivées  partielles 
continues;  2"  leur  jacobien  J  n'est  pas  nul;  3"  à  deux  points 
(^,  a,  s?)  différents  correspondent  deux  points  (^,y,  z)  dif- 
férents. 

Lorsque  (^,  u,  {?)  décrit  le  domaine  E,  {x^y^  z)  décrira  un 
domaine  correspondant  E',  dans  Tintérieur  duquel  t^  u^  v 
seront  réciproquement  des  fonctions  de  x^  y,  z,  telles  que 

Au  lieu  de  déterminer  la  position  d'un  point  de  E'  par  ses 
coordonnées  cartésiennes  x,  y,  z^  on  peut  le  faire  au  moyen 
des  nouvelles  variables  /,  w,  p';  car,  les  valeurs  de  celles-ci 
étant  connues,  on  peut  en  déduire  celles  de  x^y,  z,  et  réci- 
proquement. On  donne  à  ces  nouvelles  coordonnées  le  nom 
de  coordonnées  curvilignes. 

Les  points  pour  lesquels  /  a  une  valeur  constante  ^0  repré- 
sentent une  surface  <Ï>|  (^,  JK?  -2)=  ^o?  q^c  nous  appellerons, 
pour  abréger,  la  surface  ^O'  En  faisant  varier  cette  constante, 
on  obtiendra  une  famille  de  surfaces.  Les  équations 

u  =  4>2(a7,/,  3)=  const.,         v  =  *3(a;,/,  z)-=i  const. 

représenteront  deux  autres  familles  de  surfaces. 

La  valeur  principale  ds  de  la  distance  de  deux  points  infi- 
niment voisins  (w,  v^  w)  et  (w  +  du^  v  -H  dv,  w  -f-  dw)  est 
donnée  (153)  par  la  formule 

I  ds''  =  U^dt'^-^U^du^-^'^^dv''-\-i^^dudv 
'  i^tdvdt-^2^^dtdu, 


•    •    •    • 
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OÙ 

La  valeur  principale  rfV  de  l'élément  de  volume  compris 
entre  les  surfaces  f,  t-hdt;  w,  u-hdu]  v^v-^-dv  est  donnée 
d'autre  part  (1^3)  par  la  formule 

(4)  dy  —  \^\dtdudv. 

530.  En  chaque  point  x^  y,  z  passent  une  surface  /,  une 
surface  u  et  une  surface  p.  Les  plans  tangents  à  ces  surfaces 
ont  respectivement  pour  équations 

Ils  se  couperont  à  angle  droit  si  l'on  a 


dx    dx        dy    ôy        âz    dz 

dx    dx        dy    dy    ^  dz    dz    "    ' 

{^*3  (?4>,        (^4>3  (^*ï       d^  d^x  __ 
dx    dx         dy    dy         dz     dz 

Si  ces  équations  sont  identiquement  satisfaites,  quels 
que  soient  ^,^',  ^,  les  surfaces  des  trois  familles  se  coupe- 
ront partout  à  angle  droit,  et  formeront  ce  qu'on  nomme  un 
système  orthogonal. 

Dans  ce  cas,  les  expressions  de  ds^  et  de  rfV,  données  ci- 
dessus,  se  simplifieront. 

Posons,  en  effet,  pour  abréger, 


*^>  --mï-i^-m 


{i—  I,  2,  3). 
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Les  équations  (2)   donneront,  par  dérivation  et  division 

par  v^,  v^,  y/ A3, 

V^A,       vAj^^*^  ^y  dz       J 


Ajoutant  les  carrés  de  ces  équations  et  tenant  compte  des 
relations  (5)  et  (6),  il  vient 


,    ^  dt*       du}       dv^        ,  ^       ,  ,       ,  ,       , . 

(7)  -r-  -H  -T H  — -  =  dx""'  -\'  dy^  -^-  dz' -^  ds^ , 

Al  A,  A, 


La  comparaison  de  cette  valeur  de  ds'^  avec  l'expression  (3) 
donne 


(8)      M|=-i,       M,=.-'-,        M,=  -^,      N,==N,  -.Njrzzo. 

Al  A,  A3 


D'autre  part,  l'élément  de  volume  rfV  se  réduit  sensible- 
ment à  un  parallélépipède  rectangle,  ayant  pour  arêtes  les 
distances  du  point  (^,  a,  v)  aux  points  (t -i- dt,  a,  v), 
(t,  u-^dujv)^  (f,  tt,  v-^dv).  On  a  pour  la  première,  en 
posant  du  =  rfç?  =  o  dans  la  formule  (7), 

fii%  __ 

ds^—  —  —  M, dt^,         d'où         ds  =  v^Mi  dt. 

Les  deux  autres  seront  de  même  égales  à  y/Mj  du^  y/Mj  dv  ; 
on  aura  donc 


(9)  dS  =  v^MjMjMj  ^^^w  e^^^, 
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Nous  allons  passer  rapidement  en  revue  les  systèmes  de 
coordonnées  les  plus  usités. 

531.  Coordonnées  polaires.  —  Posons 

x=z  rsinXcospi, 
y^=z  rsinXsinpi, 
z  :=  reosX. 

Les  variables  r,  X,  [jl  se  nomment  les  coordonnées  polaires 
du  point  (or,  jKï  s). 

Ajoutant  les  carrés  de  ces  équations,  il  vient 

Les  surfaces  r  =  const.  sont  donc  des  sphères  ayant  l'ori- 
gine pour  centre. 
On  a,  d^autre  part, 

^^'  =  Ung«X. 

Les  surfaces  X  =  const.  sont  donc  des  cônes  de  révolu- 
tion autour  de  l'axe  des  z. 
Enfin 

^  =  tang  {1. 

Les  surfaces  [x  =  const.  sont  donc  des  plans  passant  par 
l'axe  des  z. 

Ces  trois  systèmes  de  surfaces  se  coupent  évidemment  à 
angle  droit. 

En  faisant  varier  r  de  o  à  oo,  X  de  o  à  ic,  et  p.  de  o  à  21c, 
on  obtiendra  tous  les  points  de  l'espace,  chacun  une  seule 
fois.  (On  doit  excepter  les  points  de  l'axe  des  z  pour  les- 
quels p.  est  indéterminé.  A  l'origine,  X  est  également  indé- 
terminé.) 
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On  a 

=:  sin'  X  cos*  [X  4-  cos'  X  cos*  ji  -+-  sin'  [i.  =  i ,     * 

"■=(ï)-(^y-(S); 

=  r'  cos'  X  cos'  {X  -h  r*  cos*  X  sin*  jjl  +  /•*  sin*  X  =  r*, 

=  r*  sin*  X  sin*  ji  -H  a**  sin*  X  cos*  (jl  =  r*  sin*  X 

et,  par  suite, 

ds^  —  dr^  H-  r«  a^*  4-  r^  sin»  X  c?(i.*, 
ûTV  z=:  r*  sin  X  ^r  e/X  ^{jl. 

L'emploi  des  coordonnées  polaires  est  surtout  avantageux 
dans  les  questions  relatives  à  la  sphère  ou  aux  surfaces  de 
révolution. 

532.  Coordonnées  semi-polaires,  —  Pour  les  cylindres 
droits,  on  emploie  de  préférence  les  coordonnées  semi- 
polaires 

07=:  rCOSjJL, 

y  =  rsin{x, 


Les  surfaces  z  =  const.  représentent  ici  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  xy\  les  surfaces  r=:  const.  des  cylindres 
x^-{-y^tz=:  r^  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z\  les  surfaces 

|x  =:  const.  des  plans  —  =  tang  jjl  qui  passent  par  cet  axe.  Ces 

surfaces  se  coupent  à  angle  droit,  et  l'on  obtiendra  tous  les 
points  de  l'espace,  une  fois  chacun,  en  faisant  varier  r  de 
o  à  00,  [JL  de  o  à  ait,  5  de  —  ooà4-oo(  sauf  pour  l'axe  des  5, 
où  [X  est  indéterminé). 
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On  a  ici 

Ml  =:  cos*  fx  H-  sin*  1*  =  I , 

M j  ^=:  r*  sin'  ji  -h  r'  cos*  jx  =  r-, 

M3  rr=  I , 


et,  par  suite, 


ds^  =z  dr^  -h  r*  d\L*  -+-  dz^ , 
d\  -—  rdrd\Ldz. 


533.   Coordonnées  elliptiques.  —  Les  surfaces 


-t-  D— T  +  /S-T^  =1» 


A-hX       B-hX       C4-X 

où  )v  est  un  paramètre  variable,  forment  un  système  de 
surfaces  homo/ocales  du  second  degré. 

Par  chaque  point  x^  y,  z  de  l'espace  passent  trois  surfaces 
du  système,  dont  les  paramètres  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion 

du  troisième  degré  en  X. 

534.  Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles,  et  respec- 
tivement comprises  entre  -  A  et  —  B,  entre  —  B  et  —  C. 
entre  —  Cet  -f- 00  (en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  qu'on 
ait  A>B>  C). 

En  effet,  posons  )v=  —  A-h  e,  e  étant  une  quantité  posi- 
tive infiniment  petite,  le  premier  membre  de  Téquation 
deviendra 


^«  >'»  s* 


B-A  — e    '    C  — A-f-e 


—  I. 


.r» 


Le  premier  terme  ^ —  est  positif  et   infiniment    grand.   Il 

l'emportera  sur  les  autres,  qui  sont  finis.  Le  résultat  de  la 
substitution  sera  donc  positif. 
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Si  Ton  posait  ^  =  —  B  —  e,  le  premier  membre  de  Téqua- 
lion  deviendrait 

x^  y*  2* 

A  —  B  — e  "^  —l  '^'  C  -  B  -  e  ~^' 


et  serait  négatif,  le  second  terme  -=^>  qui  est  négatif  et  in- 

fini,  remportant  sur  tous  les  autres. 

Donc,  le  premier  membre  de  Téquation  change  de  signe 
entre  X  =  —  A-f-e  et  )v  =  —  B  —  e.  Or,  il  est  évidemment 
continu  dans  cet  intervalle.  Donc,  il  s^annulera  entre  ces 
limites. 

On  voit,  de  même,  que  'k  =  —  B  -H  e  donnera  un  résultat 
positif;  X  =  —  C —  Ê  un  résultat  négatif.  Donc,  il  y  a  une 
seconde  racine  réelle  dans  cet  intervalle. 

Enfin,  A  =  —  C  +  e  donne  un  résultat  positif;  X  =  -f-oo 
un  résultat  négatif.  Donc,  il  y  a  une  troisième  racine  réelle, 
supérieure  à  —  C. 

Lorsque  X  est  <;  —  A,  A  -hX,  B  -i-  X,  'C  -H  X  étant  néga- 
tifs, la  surface  représentée  par  l'équation  (lo)  sera  imagi- 
naire. 

Si  X>  —  A  et  <  — B,  A-hX  étant  positif  et  B -+- X, 
G -H  X  négatifs,  la  surface  sera  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 

Si  X  >>  —  B<;  —  G,  ce  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Enfin,  si  X  >►  —  G,  ce  sera  un  ellipsoïde. 

Donc,  en  chaque  point  de  l'espace  se  croisent  trois  sur- 
faces du  système,  à  savoir  :  un  hyperboloïde  à  une  nappe  y 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  un  ellipsoïde. 

535.  Ces  surfaces  se  coupent  à  angle  droit,  —  Soient, 

en  effet, 

X«  Y»  Z« 


A 

4-X, 

-r- 

B4-X, 

-+- 

C4-X1 

— ', 

A 

x« 

4- 

Y» 
B+X, 

-+- 

Z« 

C-+-X, 

-    I 

J.  -  I.  3i 
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deux  de  ces  surfaces  qui  se  coupent  au  point  {x^  y^  z).  Leurs 
plans  tangents  ayant  respectivement  pour  coefficients 

X  y  z 

aTx;*  b^ô:;'   c+t;' 

X  y  z 

ÂTT/  B^Tx;'  cTx;' 

la  condition  de  Torthogonalîté  sera 

.  X^  V* Z'  ___ 

^"^     (A4-X0(A4-X,)  ^  (B-+.X,)(B4-X,)  ^  (C+X7)(C-+-X,)  -  ^- 

Or  cette  équation  s'obtient  immédiatement  en  retranchant 
Tune  de  l'autre  les  deux  équations 

^'  yï  j5* 


-+-  D-^ >-  -*-  7\ ^   ~ï» 


A-1-X,       B-t-X,       G-hX, 


X^  V*  z^ 


=^  l 


A  4-  X,       B  -H  Xj       G  H-  X, 
et  supprimant  le  facteur  commun  \^  —  X^. 

536.  Prenons  maintenant  pour  nouvelles  coordonnées  d'un 
point  (^,y,  z)  les  trois  racines  Xd^s^^s  de  Téquation  (lo). 
Elles  seront  liées  à  x^  y,  z  par  les  relations 


X^  V*  5* 


A4-X1       B-+-X,       G-f-X, 


==I 


X' 

■+■    7^ ^    —  I 


A  -+-  X,       B  -H  X,       G  -H  X,  '"   * 


x^  y  Z' 


A-i-X,       Bh-Xs       G-+-X, 
Des  deux  premières,  on  déduit,  par  l'élimination  de  5*, 
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OU,  en  réduisant  et  supprimant  le  facteur  commun  X2  — X|, 

A-C  ,  B-C ,_ 


(A-+-X,)(A-f-XO  (B  +  X,)(B-r-X,) 

On  trouvera,  de  même, 


A-C  ,  .  B-G  . 

(A-t-X,uA-+-X,)*^  "^  (B-HXiHB-hXa)-^       ' 


Éliminons  y*'*,  il  viendra 


A_C  /B  ^-X,       Bh-X, 


^3       B-+-_X,\ 

^,  A  -H  Aj  / 


A  -j-  X,  V  A  -r-  X 


ou,  en  réduisant  et  supprimant  le  facteur  X3  —  X.2? 


_    (A-C)(A-B) 
(,Â-hX,)(A-f-Xj)(A-hX3) 


J7*=r^  I, 


,_  (A4-  X,)(A-^XO(A-i-X,) 


On  trouvera,  de  même, 


*—  (B->-^i)(B->-^i)(BH-X,) 
-'"-  (B-A)(B-C) 


-î  — 


w 


(C-r-X,)(C+X,)(C-4-X,) 

(C-A)(C-B) 


Les  coordonnées  J?,,r,  3  n'élant  déterminées  que  par  leurs 
carrés,  à  chaque  système  de  valeurs  de  A^X^,  A3  correspon- 
dront huit  points,  dont  un  seul  situé  dans  le  trièdre  des  coor- 
données positives. 

537.  Pour  calculer  l'élément  de  l'arc  ds  en  fonction  de  Xi, 
Aa,  X3,  prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  mem- 
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bres  des  équations  précédentes.  Il  viendra 

dx dX^  d\^  dk^ 

^  ~~A-hXi       A-t-X,       A-i-X,' 

dy dk^  d\  dk^ 

^  '  '  -m    — 


j  ~B  +  X,       B-+-X,       B-i-X,' 
dz dXi  dkf  dk^ 


d'où 


ds^  =1  dx^  -h  df*  -h  dz^ 


1     «  /     ^1  ^i  ^% 


*     Va.-+-5^i     a  +  x,     A-hX 


3 


1   yJ    /  ^^  ^^2  CA;  \  * 


♦•^    VB+X,    ■    B-+-X,  ^    B  +  X. 

*"  Vc-f-x,  "*■  C -t- X,     C  +  X J 


—  1  rfX'   r  '^*  -4-  -^^  _;_  ■''  1 

-*      «L(A-^X.)'^(B  +  X,)«^(G  +  X,)'J 

^^î  [(A  -^  X,)»  "^  (B  +  x.)«  "^  r^  :t::xôî  I 

T**^»  L(A  -t-x,)'  +  (B-^xj«  +  rcTx;?j" 

Les  autres  termes  se  détruiront  en  vertu  de  Téquation  (i  i) 
et  de  ses  analogues. 

538.  Reste  à  calculer  la  somme 

^r_  ^=_  .r^ r'_  1 

4  L(>^-^  ^i)'  "^  (B  4-  x,)^  "^  (C^  xôM 

et  ses  analogues. 

Substituant  les  valeurs  de  x^^  y^,  z^^  cette  somme  devienl 

I  r        (A-+-X^)(A-hX.O  ^  (B-hX^)(B-f-X3) 

4L(A  — B)(A~C)(A-hXi)  ""  (B  — A)(B  — C')(B-f-Xi 


) 

(C-hX,)(C-4-X,) 


(G— A)(C  — B){G  -p  X 
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elle  est  égale  à 

4  (A-+-XO(B-i-X,)(C-+->i)* 

On  peut  le  vérifier  immédiatement  en  appliquant  à  celte 
dernière  expression,  considérée  comme  fraction  rationnelle 
en  X|,  la  règle  connue  pour  la  décomposition  en  fractions 
simples. 

Donc,  en- désignant  par  Mi  cette  fraction  et  parM^,  M3 
deux  fractions  analogues  qu^on  obtiendrait  en  permutant  cir- 
culairement  X|,  X2,  X3,  on  aura 

(12)  ds*=Midl\-{-M^dl\-hMid).l, 


539.  Théorème  de  Dupin.  —  Si  trois  systèmes  de  sur- 
faces 

¥{Xyy^z)-~coïisi.y     4»(j;,  j,  5)  =  const.,     V(a7,/,  s):^const. 

forment  un  système  orthogonal,  elles  se  coupent  mutuel- 
lement suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

SoientF(a:,^,  z)  —  c  =  o,  ^{x^y^  z)  —  Ci  =  odeux  sur- 
faces quelconques  prises  dans  les  deux  premiers  s^'stèmes. 
Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  quelconque 
de  leur  intersection;  pour  plans  coordonnés  les  plans  tan- 
gents à'  ces  surfaces  et  à  la  surface  W(j?,j^,  z)  —  c^  =  o  du 
troisième  système  qui  les  croise  en  ce  point. 

Le  plan  des  xy  étant  tangent  à  la  surface  F — c,  on  aura, 
pour  ^  =  o,  ^  =  o,  5  =  o, 

dx~~    ^         dy  ~    ' 

dF  , 

On  aura,  d'ailleurs,  -^  ^  o,  sinon  l'origine  serait  un  point 

CfZ 

singulier  sur  la  surface  F  —  c,  hypothèse  que  nous  excluons. 
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Le  plan  des  y:;  étant  tangent  à  la  surface  ^  — C|,  on  aura, 
de  même,  pour  x  =^y  =  5  =  0, 

d^  à* 

ây  oz 

mais 

Enfin  le  plan  des  zx  étant  tangent  à  la  surface  W  —  Ca, 
on  aura,  toujours  pour  x  =y  =  5  =  0, 

dW  d^  â^  ^ 

— —  —'.  o,  -3—  rr::  O,  -—  ^  O. 

dz  dx  dy  "^ 

Cela  posé,  les  trois  systèmes  étant  orthogonaux,  on  aura 
identiquement 


dF  d^ 
dx  dx 

dF  d* 
dy  dy 

dF  d^ 
-^  dz  dz        ^' 

à*  d^ 
dx  dx 

d*P  dw 
dy  dy 

d^  dW 

dz   dz-'  ^' 

dW  dF 

d^'  dF 

dW  dF 

dx  dx       dy  dy        dz  dz 

Prenons  la  dérivée  de  la  première  équation  par  rapport 
à  j',  il  viendra 

d^F    d^       dF    d*4»         d^F  d* 

_  ..j -\ — 

dx  dy  dx       dx  dxdy       dy^  dy 

dF  a**         d*F    d^       dF    d^*   _ 
dy  dy*       dz  dy  dz       dz  dzdy  ~ 

A    P     •   •       j  j        ^  ,    dF     dF    d<i^     d^     y 

A  l  oricrine  des  coordonnées,  ou  -t->    ji-'  -t->     »—    s  an- 
^  ^  dx     dy    dy     dz 

nulent,  cette  équation  se  réduit  à 

d^J    d^       dF   d^^    _ 
dxdy  dx       dz  dzdy  ~" 

Prenant  de  même  la  dérivée  de  la  deuxième  équation  par 
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rapport  à  z,  celle  de  la  troisième  par  rapport  à  x,  et  faisant 
ensuite  x  ^=y  =  2  =  o,  on  trouvera  les  deux  équations  ana- 
logues 

df  dz  dy       dx  dx  dz        ' 

+  -:-  -^:^ :-  =0. 


dz  dx  dz       dy  dy  dx 

d^Y       ^*4» 
Ces  trois  équations,  linéaires  ethomogrènes  en  -r — .-  ?  -r — r-  , 
^  '  ^  dx  dy   dy  dz 

d^^ 

.     .    ?  montrent  que  ces  quantités  s'annulent,  car  le  déter- 

*  j  JL         •  ^  ^     ,  ,      dF  ^4>  (JV  ^ 

minant  de  ces  équations,  étant  égal  a  a  y-  -.  ~  r"'  est^  o. 

On  aura  donc,  à  l'origine  des  coordonnées,  non  seulement 

u  dP  ^F  d*F 

r  —  c  =  o,  -^-  =  o,  ,,  =  o,  mais  encore  ^r — -•  z=:  o. 

dx         ^  dy         '  dx  dy 

Cela  posé,  soient,  pour  abréger,  A,  B,  C,  . .  .  les  valeurs 

.    dF    i  d*-F     ï  d^F  ,,     .   .        j       j,  '     ^     xj, 

de  -r-»  -  -.— .,  j  -  -r— ,  »  •••  pour  rorierine.  La  série  de  Mac- 
dz    2  dx^     2  dy-  ^  ^ 

laurin  donnera 


o  =  F  — c    :  A^  H- Bj7*-+-C7* -T  . . . , 
d'où 

z  ■-—  —  T  x^  —  —  y  -^  •  •  •  • 

A  A  -^ 

Ce  développement  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy^  les 
plans  coordonnés  seront  les  sections  principales  de  la  sur- 
face F  —  c.  Donc,  l'axe  des  y^  qui  est  tangent  à  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces  F  —  c,  <ï>  —  C| ,  sera  en  même  temps 
tangent  à  l'une  des  sections  principales. 

Mais  l'origine  est  un  point  quelconque  de  l'intersection 
des  deux  surfaces  F  —  c  et  ^  —  Ci  ;  cette  courbe  sera  donc 
tangente  en  chaque  point  à  l'une  des  sections  principales,  ce 
qui  est  l'une  des  propriétés  caractéristiques  de  la  ligne  de 
courbure. 
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540.  Corollaire.  —  Les  lignes  de  courbure  d^une  qua- 
drique  sont  ses  intersections  avec  les  quadriques  homofo- 
cales. 

Car  les  ellipsoïdes  et  les  hjperboloïdes  homofocaux  à  la 
quadrîque  considérée  forment  un  système  orthogonal. 
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CHAPITRE  V. 

COURBES  PLANES  ALGÉBRIQUES 


I.  ~  Coordonnées  homogènes. 

541 .  Considérons  un  plan  dont  les  points  soient  caracté- 
risés par  deux  coordonnées  cartésiennes  X,  Y.  Si  nous  sup- 
posons que  l'une  des  deux  coordonnées  X,  Y,  ou  toutes 

deux  à  la  fois,  croissent  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  l'un 

Y    X 

au  moins  des  deux  rapports  =^7  ^  tende  vers  une  limite  finie 

et  déterminée,  nous  conviendrons  de  dire  que  le  point  (X,Y) 
tend  vers  un  point  déterminé,  défini  par  cette  limite,  lequel 
point  est  situé  à  l'infini,  et  sera  regardé  comme  appartenant 
au  plan. 
Posons 

(I)  X^-,     ■     Y=-^, 

z  z 

X,  j^  z  étant  trois  nouvelles  variables,  assujetties  à  la  condi- 
tion de  rester  finies  et  de  ne  pas  s'annuler  à  la  fois.  A  chaque 
point  du  plan  (complété  par  l'adjonction  des  points  à  l'in- 
fini) correspond  un  système  de  valeurs  déterminé  pour  les 
rapports  mutuels  de  x^  y^  z,  et  réciproquement. 

Soit  F(X,  Y)  =  o  l'équation  d'une  courbe  d'ordre  /i.  Rem- 
plaçant X,  Y  par  leurs  valeurs  (i)  et  chassant  les  dénomina- 
teurs, il  viendra 


o^^^Ff^,  jj  =/(.^,y,5), 


y  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  n. 
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En  particulier,  une  ligne  droite  sera  représentée  par  l'équa- 
tion générale  du  premier  degré 

ux  -{-  ÇY  -h  wz  =  o. 
Les  points  à  Tinfini  sont  donnés  par  l'équation 

5  =  0, 

qui  est  un  cas  particulier  de  celle-là.  Le  lieu  de  ces  points 
peut  donc  être  assimilé  à  une  droite. 

542.   Posons 

-.5  II  ^ 

Jt  =   ->  Il  =    — ï 

i,  7),  Sî  s,  H  étant  de  nouvelles  variables,  et  X,  a,  v,  ...  des 
constantes  dont  le  déterminant  D  ne  soit  pas  nul.  Soient  L. 
M,  N,  . . .  les  mineurs  de  D;  ces  équations,  résolues  par  rap- 
port à  i,  Tj,  J^,  donneront 

^       Lj? -+- L'r-f- L''^ 
\^- 5 , 


c  = 


D 


D 
et  X,  Y  seront  liés  à  S,  H  par  les  relations 

y_,     XS-f-ixH-hv  Y_     X'2-f-  fi.^H-4-v' 

,  '   "'  X^S  -h;i."U-W''  ~  P's~4-ix'^H-hv''' 

i  w   -  LX-hL  Y-i-L^  _  MX  +  M^Y  -+-  M" 

(  "^  "  -  NX  -f-  N' Y  -.-  N'''  ~  NX  -h  N'  V  -r-~N''"'  " 

Ces  équations,  qui  définissent  sans  ambiguïté  les  rapports 
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mutuels  de  Ç,  t^,  ^  en  fonction  de  ceux  de  ^r,  y^  z  et  récipro- 
quement, peuvent  être  interprétées  de  deux  manières  : 

I**  On  peut  considérer  x^  y,  z  et  $,  t^,  Ç  comme  deux 
systèmes  de  coordonnées  difl'érents  représentant  un  même 
point.  Dans  ce  cas,  ç  représente,  à  un  facteur  constant  près, 
la  distance  de  ce  point  à  la  droite 

o  —  ^  =  Lx-^Ly-hUz  ---  s(LX  4-  L'Y  -h  L'^), 

et  de  même  pour  r,  et  v  Le  point  est  ainsi  caractérisé  par 
les  rapports  de  ses  distances  aux  trois  droites  Ç  =  o,  Tj  =  o, 
!^  r=  o.  Ces  droites  forment  un  triangle  qu'on  nomme  triangle 
de  référence;  $,  tj,  l^  seront  des  coordonnées  Irilinéaires. 

La  courbe  /=  o,  rapportée  à  ces  nouvelles  coordonnées, 
aura  pour  équation 

/(A;  —  fxr,  -h  v?,  .  .  . ,  ...)=-  o 

dont  le  premier  membre  est  encore  homogène  et  de  degré  n. 
2"  Considérons  au  contraire  Ç,  t),  Ç  comme  des  coordon- 
nées de  même  nature  que  j?,  y^  z,  A  chaque  point  (jc,  y,  z). 
les  équations  (2)  feront  correspondre  un  autre  point(Ç,7),  Ç) 
généralement  différent,  et  qu'on  nomme  son  transformé 
ho mo graphique,  La  courbe /(x,  y,  ^)  =  o  aura  pour  trans- 
formée la  courbe 

/(XÇ-+-  t^T)  -f-vÇ,    .  .  .,    .  .  .)  —  O 

En  particulier,  la  droite  à  l'infini  z  ^^  o  aura  pour  trans- 
formée la  droite 

et  la  droite 

Na;-hN'y4-N''5  =  o 

aura  pour  transformée  la  droite  à  l'infini  Ç  =  o. 

543.  Soit  (X,  Y)  un  point  du  plan,  situé  à  distance  finie, 
ainsi  que  son  transformé  homographique  (S,  H);  on  aura, 
d'après  cette  hypothèse, 

V"S,  -f-  |ut''H  -h  v''> o,         NX  -f-  N'Y  -f-  ^"'l  o. 
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Soient  (X4,  Yi)  et  (Xi-f-AX,,  Y^^-AY^)  deux  points 
(|uelconqiies  infiniment  voisins  de  (X,  Y):  (Si,  H|)  et 
(S,  4-  AS, ,  H,  +  AH| )  leurs  transformés  ;  l'écart  |  AX ,  f  4-  j  AY  J 
des  deux  premiers  points  sera  du  même  ordre  de  grandeur 
que  l'écart  |  AS,  |  H-  |  AH|  |  de  leurs  transformés. 

On  a,  en  efiel, 

__     >>(g|H-A5,)-f-  [101,4- AH,)  -H  y  XS,-utxH,-hv 

'  ~  r  (Si  -H  AS  J  -H(x^H,  -^  AH,  )'-f-  v''         X^'Si  -i-  (x^'Hi  -H  v" 

~PASi-+-QaHi, 

P  et  Q  tendant  vers  des  limites  finies  lorsque  AS4  et  AH| 
tendent  vers  zéro.  On  aura  donc 

I  AX,  1 5 1  !'  1  1  AS,  I  ■+- 1  Q  I  1  AH,  I  =  R [|  A3, 1  +  I  AH.  1  ]. 

R  élanl  une  quantité  finie. 

On  trouvera,  pour  {^Y^  |,  une  limite  analogue.  Donc  le  rap- 
port de  I  AX|  I  H-  I  AY,  |  à  |  AS|  |  +  |  AHi  |  ne  peut  surpasser 
un  nombre  fixe.  Et  comme  on  peut  faire  le  même  raisonne- 
ment sur  son  inverse,  on  voit  que  les  deux  écarts  considérés 
sont  du  même  ordre  de  grandeur. 

Il  résulte  évidemment  de  là  que,  si  deux  courbes  F=  o, 
Fi  =  o  ont  un  contact  d'ordre  m  au  point  (X,  Y),  leurs 
transformées  ^  =z  o,  <I>,  =  o  auront  le  même  contact  au 
point  (S,  H). 

Nous  avons  admis,  dans  la  démonstration,  que  (X,  Y) 
et  (S,  H)  étaient  tous  deux  à  distance  finie.  Mais  le  contact 
de  deux  courbes  en  un  point  à  Tinfini  n'a  été,  jusqu'à  pré- 
sent, l'objet  d'aucune  définition.  Nous  dirons  donc  que  deux 
courbes  ont  un  contact  d'ordre  m  en  un  semblable  point 
lorsque,  ce  point  étant  ramené  à  distance  finie  par  une  trans- 
formation homographique,  les  courbes  transformées  ont  un 
contact  de  cet  ordre.  Cette  convention  permettra  d'énoncer 
le  théorème  sans  restriction. 

544.   Covariants,  —  Soit 
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un  polynôme  homogène  de  degré  /i,  dont  les  coefficienls 
soient  des  constantes  indéterminées.  Par  la  transformation 
homographique  (2),  nous  obtiendrons  un  nouveau  polynôme 

de  même  degré,  et  dont  les  coefficients  A^py  seront  des  fonc- 
tions linéaires  des  aa^y 

Cela  posé,  soit  P(^,  y,  ^,  •• .,  (^a^yj  . . .)  un  polynôme  en- 
tier et  homogène  en  x^  y^  z  d'une  part,  et  par  rapport  aux 
coefficients  a^x^y  d'autre  part.  Si,  en  substituant  pour  ^,  7|,  X^ 
leurs  valeurs  (3)  en  x^y^  z  et  pour  A^py,  ...  leurs  valeurs 
en  aapyy  •••,  on  a  identiquement 

(5)  P(5>  ^i>  ï>   •••»  ^aPy,   .  .  .)  =  MP(J^,  JK,  2,   .  .  •)  ûTapy,   ..  .), 

M  désignant  un  facteur  convenable,  on  dira  que  P  est  un 
covariant  de/.  Ce  sera  un  ins;ariant  si  x^  y,  z  n'y  figurent 
pas. 

11  est  aisé  de  déterminer  la  nature  du  facteur  M.  En  efTel, 
le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est  du  même  degré  que 
P(j:,  y^  z,  ...,  «apy»  •••)'  ^^"^  P^**  rapport  aux  variables  x 
y^  z  que  par  rapport  aux  coefficients  ûTapy.  Le  quotient  M 
sera  donc  une  fonction  de  X,  [x,  v,  ...  seulement,  laquelle 

sera  d'ailleurs  rationnelle  et  de  la  forme  :^>  Q  désignant 

un  polynôme  entier. 

En  appliquant,  d'autre  part,  aux  fonctions  (p(i,  7\,  Ç)  et 
P(ç,  7\,  !J,  ...,  Aaepy,  . .  )la  transformation  homographique  (3) 
inverse  de  la  précédente,  on  reviendrait  évidemment  à  la 
fonction  primitive /(^r,  y,  5)  et  la  condition  d'invariance 
donnerait 

(6)  P(a:,  r,  5,  .  .  .,  flapy,  .  .  .)  ^MiP(Ç,  r„  Ç,  ...,  A^py,  .  .  .)» 

le  facteur  M*  =  ^  se  déduisant  de  M  par  le  changement  de 
.  L    L'    L" 

À,   [X,  V.    •••  e»  5'  £)'  ]q' 
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La  comparaison  des  équations  (5)  et  (6)  donne 

1 

car  les  déterminants  D,  D^  sont  réciproques.  D'ailleurs,  L, 
L',  U,  . . ,  D  sont  des  fonctions  entières  de  X,  ;jl,  v,  ...  ;  donc 

Qi,  qui  est  entier  en   ^»    ^T»    "''    ^^^^  ^^  '^  forme  =— , 

R  étant  un  pol^^nôme  entier  en  X,  p.,  v,  ....  Donc,  pour  que 
l'on  ait  QQi  =  I,  il  faudra  que  Q  divise  D^'  et,  par  suite,  se 
réduise  à  une  puissance  de  D.  Donc,  enfin,  M  sera  une  puis- 
sance de  D,  positive  ou  négative,  telle  que  D*. 

Pour  déterminer  l'exposant  A",  considérons  la  transforma- 
tion particulière 

(7)  ûr=:ll,         v=iÀT,,         x;  =  XJ:, 

pour  laquelle  D  :^^  X'. 

La  fonction  /  étant  de  degré  «,  cette  substitution  multi- 
pliera tous  les  coefficients  par  A".  On  aura  donc,  si  P  est  de 
degré  m  par  rapport  aux  variables  et  de  degré  p  par  rapport 
aux  coefficients, 

^  >  y  >  ^  >    •  •  •  »  X'»  aapy,    .  .  .   ) 

et,  par  suite, 

—  m  ~\-  np 


k  — 


3 


Ce  nombre  doit  être  entier;  s'il  ne  Tétait  pas,  il  faudrait 
en  conclure  Timpossibilité  de  Texistence  d'un  covariant  P 
de  l'espèce  supposée. 

545.  Les  covariants  satisfont  à  un  système  d'équations 
différentielles  qu'il  est  aisé  de  former. 

Faisons,  en  effet,  la  transformation  particulière  de  déter- 
minant I 

(8)  a?i=$4-e7),         7  =  7),         -  =  ï, 
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d'où 
on  aura 

OU,  en  développant  et  négligeant  le  carré  de  IMnfininient 
petit  e 

Changeons,  dans  la  seconde  somme,  aena  +  i  et^en  ^  —  i 
et  réunissons-la  à  la  première  :  il  viendra 

et,  par  suite, 

Aapy—  aa^y-h  £(3t  -h  l)aa-Hi,  ^-i,  y 

(le  second  terme  n'existant  pas  si  p  =  o). 

Cela  posé,  Téquation  (5)  se  réduira,  dans  ce  cas  particu- 
lier, à 

ou,  en  développant  suivant  les  puissances  de  e,  négligeant 
encore  son  carré  et  supprimant  le  facteurs, 

la  sommation  s'étendant  à   toutes   les   valeurs   des   indices 
pour  lesquelles  a-h|3-i-Y  =  /iet^>o. 

En  permutant  les  variables  a:,  jKî  ^  et  en  même  temps  les 
indices  a,  ^,  y,  on  obtiendra  cinq  autres  équations  ana- 
logues, exprimant  que  la  condition  de  covariance  est  satis- 
faite pour  chacune  des  substitutions  particulières 

X  — $,  y  —  Ti-htl,         5=:C, 

(9)  {  ^=^^^  y  =  T^  -+-  eÇ,  -5  =  5, 
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Réciproquemeut,  tout  polynôme  homogène  qui  satisfaite  ce 
système  d'équations  différenlielles  est  un  covariant.  En  effet, 
en  vertu  de  rhomogénéité,  il  satisfait  à  la  condition  de  co- 
variance  pour  la  substitution  (7),  et  l'on  peut  s'assurer  aisé- 
ment que  toute  substitution  homographique  s'obtient  par  la 
combinaison  de  substitutions  successives  des  espèces  (7), 

(8),  (9)- 

546.  Pour  mettre  en  lumière  l'importance  de  la  notion  des 
covariants,  nous  remarquerons  qu'une  propriété  particulière 
de  la  courbe 

est  généralement  caractérisée  par  une  ou  plusieurs  relations 
entre  ses  coefficients. 

Admettons  qu'une  certaine  propriété  soit  représentée  par 
un  système  d'équations 

C|  . — •  Cj  —  ...  —  Oj 

les  c  étant  les  coefficients  d'un  covariant  P.  Cette  propriété 
sera  commune  à  toutes  les  transformées  homographiques 
de/. 

Soit,  en  effet, 

/(X5  4-(i.»i-hvî,  ...,...)  — yAapYS«7)PCY 

l'une  de  ces  transformées;  on  a  identiquement,  par  hypo- 
thèse, 

et,  en  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura  de  même  identique- 
ment 

Ces  propriétés  communes  à  une  courbe  et  à  ses  transfor- 
mées se  nomment  propriétés  projectives.  On  appelle  pro- 
priétés métriques  celles  qui  sont  au  contraire  altérées  par 
une  transformation  homographique. 
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Nous  allons  passer  en  revue  quelques-uns  des  covariants 
les  plus  simples. 

547.  Discriminant.  —  Il  est  généralement  impossible  de 
déterminer  les  rapports  de  x^  y^  z  de  manière  à  satisfaire 
simultanément  aux  trois  équations 

dx        '         dy        '         dz 

L'élimination  de  ces  rapports  donnera,  en  effet,  une  équa- 
tion de  condition 

A  — o. 

Le  polynôme  A  se  nomme  le  discriminant  de  /.  C'est  un 
invariant.  Soit,  en  effet, 

(lO)  /(X$4-(i.7i  -Hvî,  ...,  ...)  =  ?(5,^,0 

une  transformée  homographique  de  /,  et  soit  A|  son  discri- 
minant. La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on 

puisse  annuler  simultanément  les  dérivées  partielles  -^y  -^y 

^?  A 

•^  sera  A|  =  o. 

Mais  si  nous  prenons  les  dérivées  partielles  de  l'équa- 
tion (lo)  par  rapport  à  5,  f\^  Ç,  il  viendra 

l      d^  ây  dz       d\  ' 

]     àf        ,df        „df      d^ 

dx  dy  dz       d^ 

Si  donc  on  peut  annuler  à  la  fois  -y^>  -^}  ~y  on  pourra 
^  êx    dy    dz  ^ 

annuler  à  la  fois  -r|>  -y  j  3r'  ®'  réciproquement.  Donc  les 
deux  équations  A  =  o  et  A|  =  o  sont  équivalentes,  et  A,  A| 

J.  —  I.  35 
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ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  indépendant  des  coef- 
ficients de/. 

548.  Hessien.  —  On  nomme  hessien  de  /  le  déterminant 

doc^       dx  à  y     dx  dz 
d-f         d^f        d\f    I 


H  = 


ôy  dx      ôy^       dy  âz 

d\f        d'f       d2l 
ôz  dx     âz  dy       dz* 

Ce  n'est  autre  chose  que  le  jacobien  des  fonctions  -—-^ 

~-î  -^:  et  H=:o  exprime,  comme  on  sait,   la  condition 
dy     dz  '^  ^ 

nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  relation  linéaire 

.       ^àf      ,df      ,df 
entre  a  -.—  »  a  ~-  j  a  -^  • 
dx       dy        dz 

Soit  H|  le  hessien  de  ç;  H|  =  o  sera  la  condition  pour 
qu'il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  différentielles  de 

-r^)   )  '  Ir'  Mais  les  équations  (ii)  différentiées  permettent 
d'exprimer  linéairement  ces  différentielles  par  celles  de  -~-î 

-^-5  -^>  et  réciproquement.  Si  donc  il  y  a  une  relation  entre 

ces  dernières  différentielles,  il  y  en  aura  une  entre  les  pre- 
mières, et  réciproquement.  Les  équations   H  =  o,  H^r^o 
sont  donc  équivalentes  et  ne  peuvent  différer  que  par  un 
facteur  indépendant  des  coefficients. 
Le  hessien  est  donc  un  covariant. 

549.  Polaires,  —  Soient  .r,  y^  z  et  x\  y',  z^  deux  séries 
de  variables,  assujetties  à  une  même  substitution  homogra- 
phique 

,       ,  I   a?  nr  X?   H-  jATT)   -h  vi:,  .  .  . , 

(12) 

I  a7'=XÇ'-h  fXTi'-hvÇ',  
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On  aura  évidemment 

.r4-a:'-X(Ç-j-$')-h|x(7i-^Tî')4-v(ÇH-C),  

Cela  posé,  soit  f{x^yy  z)  un  polynôme  qui,  par  la  substi- 
tution ci-dessus,  se  change  en 

?(5,i,!:); 

f{x  -r  ic',  y-\-  k',  z  +  z')  se  changera  évidemment  en 

Développant  les  deux  membres  de  l'égalité 
suivant  la  série  de  Taylor,  il  viendra 

(  'A       <È.       iÊ\* 
( .,  d^         ,d_       w^V 

-'^^V  dk^^d^  -^^T^P^ T^ '?-*■••• 

égalité  qui  deviendra  identique  si  Ton  y  remplace  x^  y,  5, 
x\  y^  z'  par  leurs  valeurs  (12).  En  égalant  séparément  les 
termes  d'un  même  degré  m  par  rapport  à  Ç',  V?  î^'»  il  viendra 


(-.4 


Donc  l'expression 


est  un  covariant  de  f^  pourvu  que  x\  j^',  5'  y  soient  soumis 
à  la  même  transformation  homographique  que  x^  y,  z. 

Ce  covariant  se  nomme  la  m}^'^^  polaire  de  /  par  rapport 
au  point  {^x\y\  z'). 
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550.  Points  simples  et  points  multiples.  —  Soit 

l'équation  en  coordonnées  trilinéaires  d'une  courbe  d'ordre 
n  ;  et  soit  {x ^j ^  z)  ViiL  àe  ses  points.  Cherchons  son  ordre  de 
multiplicité. 

Une  droite  menée  par  ce  point  et  par  un  autre  point  arbi- 
traire (a,  6,  c)  est  évidemment  représentée  par  l'équation 


ou  par  le  système  équivalent 


(i3) 


( 


x'     X 

a 

y  y 

b 

z'     s 

c 

aient 

x' — X 

t-haSj 

y —y 

t  -+-  bsy 

z'  —  z 

t  -hC5, 

x',  y  ^  z'  étant  les  coordonnées  courantes  et  ^,  s  deux  pai*a- 
mètres,  dont  le  rapport  caractérise  les  points  de  la  droite. 

Les  valeurs  de  ce  rapport  -9  pour  les  points  d'intersection 

If 

de  la. droite  avec  la  courbe,  seront  données  par  Téquation 


o  zn  f{x  t  -{-  as^  y  t  -k-  bSy  z  t  -\-  es) 

dx 


.4)  !  =^"/(-'>''^)-^''-'<«i-^*f +^f)^-- 


tn-mgm     / 

(a 

I  .  2  .  .  .  /»  \ 


—         fe—  C 

dx         dy 


% 

Si  -T^)  -;e->  -T^  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  on  n'aura,  en 

dx    dy    ôz  ^ 

général,  qu'une  racine  nulle;  le  point  sera  simple. 

La  racine  nulle  sera  double  si  a,  6,  c  sont  déterminés  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

\    dx         dy         dzj 
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Substituons,  dans  cette  équation,  les  valeurs  de  as^  bs,  es 
tirées  des  formules  (i3)  et  remarquons  que  l'on  a,  d'après 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes, 

à/  àf         df         . 

dx      ^  dy         dz        ^ 

il  viendra,  pour  l'équation  de  la  tangente, 

dx      "^  dy  dz 

Supposons  y  au  contraire ,  que  f  et  toutes  ses  dérivées 
successives,  jusqu'à  l'ordre  m  —  i  inclusivement,  s'annulent. 
L'équation  (i4)  aura  m  racines  nulles  et  le  point  (^x^y^z) 
sera  multiple  d'ordre  m. 

On  aura  plus  de  m  racines  nulles  si  a,  6,  c  sont  choisis  de 
telle  sorte  qu'on  ait 


rm 


(    d       .d  d\'". 


Cette  équation,  jointe  aux  équations  (i3),  caractérise  les 
tangentes  au  point  multiple.  Il  est  aisé  d'éliminer  les  quan- 
tités auxiliaires  a,  6,  c.  Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que/" 
étant  homogène  et  s'annulant  au  point  {x,y,  z)y  on  a 

\    dx         dy         dz)  dx      "^  dy  dy 

Cette  nouvelle  fonction  étant  elle-même  homogène  en  x^  y^ 
z  et  s'annulant  au  point  Xj  y^  z,  on  aura,  par  la  répétition 
de  la  même  opération, 

J     d        .  d  dy  ^     f    ,  d         ,  d         ,  dW 

et  enfla 


s'" 
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Le  faisceau  des  tangentes  cherchées  aura  donc  pour  équa- 
tion 

Le  premier  membre  de  celte  équation  est  un  covariant. 
Pour  vérifier  qu'il  se  décompose  en  un  produit  de  facteurs 
linéaires,  nous  pourrons  supposer  qu'on  ait  pris  le  point 
{^,y,  z)  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  de  référence;  on 
aura,  dans  ce  cas  particulier,  a:  =  o,  ^  =  o,  et  l'équation  ( 1 5  ) 
se  réduira  à 

car  toutes  celles  des  dérivées  d'ordre  m  où  figure  une  dériva- 
tion  par  rapport  à  z  sont  nulles.  Soit,  en  effet, ^  q  , — 

l'une  d'elles;  c'est  la  dérivée  par  rapport  à  ;;  de  la  dérivée 
d'ordre  m  —  i 

laquelle  est  homogène  de  degré  n  —  m  +  i  et  s'annule  pour 
X  =  y  :=  o.  On  aura  donc  l'identité 

dl  dl         dl       , 

qui  se  réduira  à  -r;  =  o  au  point  x  =  o,  j^  =  o. 

OZ 

551.  Points  d'inflexion,  —  Ce  sont,  par  définition,  les 
points  simples  où  la  tangente  a  avec  la  courbe  un  contact 
d'ordre  supérieur  au  premier.  Si  donc  (^,  y^  z)  est  un  de 
ces  points  et  qu'on  choisisse  le  point  (a,  6,  c)  d'une  manière 
quelconque  sur  la  tangente,  l'équation  (i4)  devra  admettre 
trois  racines  nulles;  on  aura  donc  non  seulement 

àf       .  àf         df 
ox  oy         OZ 
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mais  encore 


\  (     d        .   d  dV  . 


djc 


ày 


ôz 


Cette  dernière  équation  devant  être  une  conséquence  de 
la  précédente,  son  premier  membre,  qui  est  un  polynôme 
du  second  degré  en  a,  6,  c,  se  décomposera  en  un  produit 
de  deux  facteurs,  dont  l'un  sera  précisément 


àf       .df         df 
ôx  ay         OZ 


La  condition  pour  qu'une  décomposition  en  deux  facteurs 
soit  possible  est,  comme  on  sait,  que  le  déterminant  de  cette 
forme  quadratique 

àV 


H  — 


ôy  ÔX 

ày    

Ôz  âx     dz  âv 


âxây 


Ôx  ôz 
ôy  ôz 

ôV 

ôz'' 


soit  égal  à  zéro. 

Réciproquement,  si  H  =  o,  on  aura  affaire  à  un  point 
d'inflexion.  On  pourra,  en  effet,  déterminer  trois  nombres 
a,  bj  c  de  telle  sorte  qu'on  ait 


a 


a 


a 


à\f 
Ôy  ÔX 

ày 

ôz  ôx 


ôx  ôy 
as  ay 


àV    _ 


ÔX  ôz 
àV 

ÔY  ÔZ 

ôz^ 


o, 


=  o, 


zz:  O. 


Ajoutant   ces   équations   respectivement   multipliées    par 

X  Y  ^ 

—  -->  — • — »  — " — ■  et  tenant  compte  de  l'homoerénéité  de 
n  —  in  —  in  —  i  ^  ° 
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àf     df    df    .y     .       , 

-\~9  — ->  ~>  il  Viendra 
ox    ÔY    oz 

àf       .df         df 
ox  a  y         oz 

Le  point  (a,  6,  c)  est  donc  sur  la  tangente. 

D'autre  part,  les  mêmes  équations,  multipliées  par  a,  6,  c, 
et  ajoutées  ensemble,  donnent 


(à        .à  ây . 


La  tangente  a  donc  un   contact  du  second  ordre  avec  la 
courbe. 

Les  points  d'inflexion  seront  donc  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  f=^  o  avec  sa  hessienne  H  =  o.  Cette  der- 
nière courbe  étant  d'ordre  3(/i  —  a),  on  aura,  en  général, 
3/i(/i  —  a)  points  d'inflexion. 

Ce  nombre  s'abaisse  dans  le  cas  particulier  où  la  courbe 
y=  o  a  des  points  multiples.  En  effet,  on  a,  en  chacun  de 
ces  points, 

àf  àf  df 

ou,  à  cause  de  l'homogénéité, 

d^f  d*f  d*f 

X — =^       4-)' \- z —  —  Oj 

dx"^         ^  dx  dy        ôx  oz 

à^f  d^f  d'f 

oyâx      "^  dy^  oy  oz 

à-f  à^f  d^f 

dz  dx      -^  dz  dy         dz^  ' 

et,  comme  x^y^  z  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  le  déterminant 
H  de  ces  équations  doit  être  nul. 

Les  points  multiples  de  /  figurent  donc,  chacun  avec  un 
certain  ordre  de  multiplicité,  parmi  les  intersections  de /et 
de  H.  Mais  ce  ne  sont  pas  des  points  d'inflexion,  d'après  la 
définition  de  ceux-ci,  qui  doivent  être  des  points  simples 
de/. 
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552.  Classe.  —  On  nomme  classe  d'une  courbe  f  le 
nombre  v  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point 

arbitraire  (^',y,z'). 

Soit  {x^y^  z)  le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes; 
on  aura 

(i6)  /(^jJi-Ç)— o; 

et  la  tangente  en  ce  point  passant  par  {x'^y ^  z') 

r      ^  ,àf  ,df  ,df 

Les  deux  courbes  (i6)  et  (17),  de  degrés  /i  et  n  —  1,  se 
coupent  en  n(n  —  i)  points.  On  a  donc,  en  général, 

Toutefois,  si  la  courbe  /  a  des  points  multiples,  leurs 
coordonnées  satisferont  identiquement  aux  deux  équations 
ci-dessus,  quels  que  soient  x\  j^,  z'.  La  droite  qui  joint  un 
de  ces  points  multiples  au  point  arbitraire  {xf^y^  z'),  bien 
que  coupant  la  courbe  en  deux  points  coïncidents,  n'est 
pourtant  pas  une  tangente  au  sens  propre  de  ce  mot.  On 
devra  donc,  dans  l'évaluation  de  la  classe,  supprimer  ces 
solutions  étrangères. 

553.  Coordonnées  tangentielles.  —-  L'équation  générale 
d'une  droite  est  de  la  forme 

Les  coefficients  a,  v,  w  (ou  plutôt  leurs  rapports)  se  nom- 
ment les  coordonnées  tangentielles  de  la  droite. 

Les  diverses  droites  qui  passent  par  un  point  (a,  6,  c) 
satisfont  à  l'équation 

ua -^  vb  ->r  wc  ^=^  o, 

qu'on  peut  considérer  comme  représentant  ce  point. 

Plus  généralement,  les  droites  qui  satisfont  à  une  équa- 
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lion  homogène  et  de  degré  v  en  w,  (^,  w 

F(w,  v,w)  zziO 

enveloppent  une  courbe,  dont  nous  dirons  que  l'équation 
précédente  est  Véquation  tangentielle. 

Cette  courbe  sera  de  classe  v,  car,  si  l'on  veut  déter- 
miner celles  de  ses  tangentes  qui  passent  par  un  point  arbi- 
traire (a,  6,  c),  il  faudra  associer  les  deux  équations 

F(  w,  j^,  w)  ^3  o,         Ma -h  1^6 -h  wc  =  o. 

Tirant  de  la  seconde  équation  la  valeur  de  l'une  des  incon- 
nues £/,  p,  ^,  pour  la  substituer  dans  la  première,  on  aura 
une  équation  de  degré  v  pour  déterminer  le  rapport  des 
deux  autres. 

Deux  courbes  F  =  o,  0  =  o,  des  classes  [jl  et  v,  auront 
[JLV  tangentes  communes,  dont  les  coordonnées  seront  défi- 
nies par  les  équations  F  =  o,  4>  =  o. 

554.  On  peut  distinguer  des  tangentes  simples  ou  mul- 
tiples, par  des  considérations  calquées  sur  celles  qui  nous 
ont  servi  à  l'étude  des  points  multiples. 

Soient,  en  effet,  F(a,  (^,  w)  =  o  l'équation  tangentielle 
d'une  courbe  de  classe  v;  (w,  ^,  tv)  l'une  de  ses  tangentes. 
Son  intersection  avec  une  autre  droite  arbitraire  (a,  6,  ci 
sera  représentée  par  l'équation 


w 


u     a 

V      b 


w      w     c 


r=o 


ou  par  le  système  équivalent 

w'  =  af  -H  as^         {f'=^çt-^  bSy         w'  m  wt  -î-  es. 

Les  valeurs  de  -  pour  les  tangentes  menées  de  ce  point  à 

ù 
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la  courbe  sont  données  par  Féquation 
o  —  F(ut  -{-as,vt-^  bsy  wt  4-  es) 


\    ou 


d¥         d¥\ 

C-T— 


dv  dsv  I 


01  -T— )  -^r-j  -T—  ne  sont  pas  nuls  a  la  lois,  on  n  aura,  en 
ou    ov     ow  '^  ' 

général,  qu'une  racine  nulle;  une  seule  des  tangentes  me- 

nées  par  le  point  considéré  coïncidera  donc  avec  (a,  (^,  fv). 

Toutefois,  si  la  droite  (a,  è,  c)  passe  par  le  point  de  con- 

/^F    ()F    ()F\    ,    ,  ,  ,     , 

^      \  'X~^  TT^'  ~A~  )  tangente  (m,  p,  w)^  deux  tangentes 

au  moins  coïncideront  avec  [u^v^w), 

d¥    d¥     âF 
Si  -r— ,  -3->  -^r—   et,  en  erénéral,  toutes  les  dérivées  de  F 
ou     ov     ow  ^  ' 

d'ordre  <C  /w  s'annulent,  on  aura  toujours  m  racines  nulles, 

et  nous   dirons   que   (w,  ^,  w)   est  une   tangente   multiple 

d'ordre  m.  Le  nombre  des  racines  nulles  s'élèvera  d'ailleurs 

au-dessus  de  m  si  a,  6,  c  satisfont  à  l'équation 


\    du    '      âv    '      dw)  ' 


laquelle    se    décomposera    en    un    produit   de   m    facteurs 
linéaires,  dont  chacun  représente  un  point  de  contact. 

555.  Il  est  aisé  de  passer  de  l'équation  d'une  courbe  en 
coordonnées  ponctuelles  à  son  équation  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  et  réciproquement. 

Soient,  en  effet,  {u^  v^  w)  les  coefficients  de  la  tangente  en 
un  point  {x,y^  z)  de  la  courbe  f{oc^y^  z)  =  o.  Cette  droite 
passant  par  les  deux  points  {x^y^  z)  et  {x-^dx,y-\-dy^  z-¥-dz)^ 
on  aura 

ux  -^^  \>y  -\-  wy  =  0,         u  dx  -\-v  dy  -k-  w  dz  =  o, 

d'où 

u  ',  V  ',  w  II  Y  dz  —  zdf  l  z  dx  —  x  dz  :  x  dy  —  y  dx. 
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Mais  on  a  d'autre  part 

àf         df  df         . 

dx      "■   dy  dz        ^ 


ôx  dy   *^       ôz 


d'où 


-T^  t  -T^  :  -/  :  :  y  dz  —  z  dv  \  z  dx  —  x  dz  \  x  dv  —ydx. 
âx    dy    OZ      ^  ^  ^       j 


Donc 


àf    df    df 
dx    dy    dz 


Éliminant  x,  y^  z  entre  ces  équations  et  l'équation /*=  o, 
on  aura  l'équation  tangentielle  cherchée 

Réciproquement,  soient  {x^y^  z)  les  coordonnées  du  point 
de  contact  de  la  tangente  (w,  v^  w)  avec  son  enveloppe  F==  o. 
On  aura 

ux  -\-  vy  -{-  wz:=o^        xdu -h-ydif -h  zdiv  =iOf 

d'où 

X  l  y  :  z  :  :  r  dw  —  w  di^  :  w  du  —  u  dw  :  udv  —  v  du. 

Mais,  d'autre  part, 

d¥         dY  d¥         ^ 

du         dv  aw 


d¥  ,        d¥  ,        d¥   , 

-V-  du  -\-  -;r-  ds^  -\-  -TT—  dw  ^=  o, 

du  dv  dsv 


d'où 


d¥  ^d¥    d¥  ,  ,  ,  ,  ,  , 

:  -r-  :  V--  :  :  ^  dw  —  wdv  \  wdu  —  u  dw  :  udv  —  v  du. 


du'  dv  '  dw 
Donc 


dF    dF     d¥ 
•^  du    dv     d^ 
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ÉlimiDant  a,  ç,  w  entre  ces  équations  et  F  ==  o,  on  retom- 
bera sur  l'équation  ponctuelle /(j:,  jk,  z)  =  o. 

556.  Un  polynôme  homogène  et  de  degré  n 

contient  un  terme  en  o:",  deux  termes  en  j;""*,  ...,  /i  4- i 
termes  indépendants  de  x^  soit,  en  tout, 

(/l  4-1)  (/H-2) 

I  -h  2  H-. .  .-h  (/i  -hi)  =  -î: ^^ termes. 

2 

On   peut  donc  assujettir   ses   coefficients  à   satisfaire   à 

'- I   relations   linéaires  et  homogènes ,   qui 

détermineront  leurs  rapports.  Le  polynôme  sera  ainsi  déter- 
miné à  un  facteur  constant  près.  Toutefois  si  le  déterminant 
des  équations  de  condition  est  nul,  il  restera  plusieurs  coef- 
ficients indéterminés. 

On  obtient  une  relation  de  l'espèce  considérée  en  assujet- 
tissant la  courbe  /*=  o  à  passer  par  un  point  donné 
(^M  y^  Z\)'   Pour    exprimer    que   le   point    est    multiple 

d'ordre  m,  on  devrait  écrire  — ^^ conditions  de  même 

2 

nature,  exprimant  que  les  dérivées  partielles  d'ordre  m  —  1 
de  y  s'annulent  toutes  en  ce  point. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes,  car  y  et  ses  dé- 
rivées partielles  d'ordre  moindre  s'annuleront  aussi.  Soit, 
en  effet,  I  Tune  quelconque  des  dérivées  d'ordre  m  —  2  ;  on 
aura,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

,,  dl  dl  d\ 

puisque  les  dérivées  d'ordre  m  —  i  qui  figurent  dans  le 
second  membre  sont  toutes  nulles,  par  hypothèse. 

Les  dérivées  d'ordre  m — 2  étant  toutes  nulles,  celles 
d'ordre  m  —  3  le  seront  aussi,  et  ainsi  de  suite,  jusqu^à/*. 
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Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours  déterminer,  et  en  général  d' une  seule 

manière,  une  courbe  d  ordre  n passant  par 1 

points  donnés. 

Cet  énoncé  subsistera,  si  Uon  remplace  la  condition  de 

passer  par points  donnes  par  celle  d  avoir  un 

point  multiple  d^ ordre  m  donné  de  position, 

Cl  1  1  •  1  ,,.(/l-hl)(/l-f-2) 

bi  le  nombre  des  points  donnes  était —  2 

^  2 

seulement,  les  coefficients  seraient  déterminés  en  fonction 
linéaire  de  deux  d'entre  eux,  c,  C|,  qui  resteraient  arbitraires, 
et  l'équation  de  la  courbe  cherchée  serait  de  la  forme 

cM  H-  c,  Ml  =110, 

M,  M<  étant  des  polynômes  déterminés,  d'ordre  n.  En  fai- 

sant  varier  le  rapport  —  on  obtiendra  un  faisceau  de  courbes, 

passant  toutes  par  les  points  donnés;  mais  elles  passeront 
aussi  par  les  autres  points  d'intersection  de  M  avec  M^ . 

Un  voit  ainsi  qu  a  chaque  système  de  ~ ^^ —  2 

points  pris  arbitrairement  dans  le  plan,   est  associé  un 

f      o       (n  -h  i)  (/i  -+-  2)  .  - 

autre  système  de  n^ -;-  2  points  tels  que 

toute  courbe  d^ ordre  n  qui  passe  par  les  premiers  points 
passe  aussi  par  les  autres, 

557.  Les  considérations  qui  précèdent  permettent  d'ob- 
tenir aisément  une  limite  supérieure  du  nombre  des  points 
multiples  que  peut  présenter  une  courbe  donnée  d'ordre  /i, 

Supposons  d'abord  que  le  polynôme  /  ne  soit  pas  décom- 
posable  en  un  produit  de  facteurs  rationnels.  Soient /î^j/^j,  ... 
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les  points  multiples,  [jL|,  [jl2,  ...  leurs  ordres  de  multiplicité  : 
chacun  des  nombres  - sera  au  moins  égal  à  i. 

La  somme  \  —  — -y  étendue  à  tous  les  points  mut- 

.   ,                                            (/i  —  i)(/i  —  2) 
tiples,  ne  pourra  surpasser -• 

Supposons,  en  effet,  qu'elle  surpasse  ce  nombre. 

Parmi  les  points  multiples,  choisissons-en  un  certain 
nombre /?<,  ...,  pk  en  nombre  strictement  nécessaire  pour 
que  la  somme 


S..= 


k 


1 


I               j             in  —  i){n  —  i) 
soit  plus  grande  que  -^^ • 

Deux  cas  seront  à  distinguer  ici  : 

I**  Si  Sa<^ 1 ,  on  pourra  déterminer  une  courbe  o 

Ai 

d'ordre /i  —  i  admettant  les  points /^i,  ..., /7)t  comme  points 
multiples  d'ordre  [jL|  —  i,   ...,   [xa — i,  et  passant  en  oulre 

par  — ^^ —  I  —  Sa  points  choisis  arbitrairement  sur  /; 

car  cet  ensemble  de  conditions  donne  bien  les  — ^^ i 

2 

relations  linéaires  et  homogènes  auxquelles  on  peut  assu- 
jettir les  coefficients  de  c5. 

Cherchons  le  nçmbre  N  des  points  d'intersection  de  f  et 
de  '^. 

Ainsi  que  nous  le  démontrerons  plus  tard,  un  point  com- 
mun à  deux  courbes,  et  dont  les  degrés  de  multiplicité  sur 
ces  deux  courbes  sont  respectivement  jjl  et  v,  compte  en  gé- 
néral pour  [JLV  intersections.  Le  nombre  des  intersections 
correspondantes  aux  points  multiples  sera  donc 

A 

R(P-/— 0  —2  Sa-. 
1 


A 

1 
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On  aura  donc 

IN  >2b*H 1—5*, 

^^   .  /l(/lH-I) 

(n  —  i)(n-'2)       n(n-^i) 
> 1 i>  n{n  —i). 

2  2 

Ce  résultat  est  absurde,  car  deux  courbes  de  degré  n  et  n  —  i 
ne  peuvent  avoir  plus  de  n{n  —  i)  points  communs  si  elles 
n'ont  pas  de  partie  commune,  ce  qui  n'est  pas  le  cas,  la 
courbe/  étant  indécomposable,  par  hypothèse. 

2**  Supposons,  au  contraire,  S)t]>  — ^ —  i.  Soit  p  le 

plus  grand  entier  lel  que  Ton  ait  encore 

A-l 


s 


2  2  "^  2 


On  pourra  déterminer  une  courbe  <p  de  degré  n  —  i  admet- 
tant les  points /?<,  ...,  /?a_i,  ph  avec  des  ordres  de  multi- 
plicité |JL|  —  I,  . . .,  |jL)t_|  —  I,  p.  Le  nombre  N  de  ses  points 
d'intersection  avec /sera  au  moins  égal  à 


k-i 

■  PP-*î 


et,  comme  [jl*^  p  -|-  i  et  que,  d'autre  part, 

*-i 

^2  2 

1 

est  par  hypothèse  p> i ,  on  aura 

N>2        -^^ ^—  I       >/2(/l  — l). 

La  conséquence  sera  la  même  que  dans  le  premier  cas. 
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EnCn,  si  y  est  un  produit  de  facteurs  f\if2f  •  •  «^  les  points 
multiples  de  /  seront  évidemment  :  i**  ceux  des  courbes /*<, 
yi,  ...  considérées  isolément;  2°  leurs  points  dMntersection 
deux  à  deux.  Les  uns  et  les  autres  sont  en  nombre  limité  (si 
nous  excluons  le  cas  où/ admettrait  un  facteur  multiple). 

II.  —  Cycles. 

5o8.  Un  cycle  ayant  pour  origine  le  point  (Xq,  Yq)  est 
généralement  défini  par  deux  équations  de  la  forme 

ou,  en  coordonnées  homogènes,  par  les  proportions 

x:r:-3::Xo-f-a,^-+-. . .  :Yo-h?i^-i-.. .  :  I, 

ou  enfin,  en  multipliant  les  seconds  termes  des  proportions 
par  un  même  facteur  de  la  forme  Zq-{-  C\t  -\-  c^t^  -\-'-  *^o^x  Zq 
n'est  pas  nul,  par  des  relations  de  la  forme 

(2)  or  \  y  \  z  *,\  V  ^  ',  \  2',  y^  %^ 

où 

Ti  1=  J^o  -h  «i  ^  4-  «2  ^'  -i-  .  .  .  . 
T,  =1  jo  4-  ^1  ^  -h  ^,  ^*  4-  .  .  . , 
T,  =:  Jo  -+-  Cl  ^  -h  C,  f  *  -h  .  .  .  , 

Zq  n'étant  pas  nul. 

Un  cycle  dont  l'origine  serait  à  l'infini  serait  représenté 
par  des  relations  analogues,  où  Zq  serait  nul,  mais  Xq  om  y^ 
différent  de  zéro. 

Réciproquement,  un  système  de  relations  tel  que  (2)  dé- 
finit un  cycle,  car,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  ^o^o, 

T  T 

X  =  =^  et  Y  =  ^  seront  développables   suivant  les  puis- 

sances  entières  et  positives  de  t. 

559.  Nous  supposerons  que  le  paramètre  /  correspond 
uniformément  aux  points  du  cycle.  S'il  en  est  ainsi,  et  si  la 

J.  —  I,  36 


(4) 
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tangente  au  cycle  est  une  droite 

Y-Yo=a(X-Xo), 
non  parallèle  à  Taxe  des  Y,  on  pourra,  en  posant 

déterminer  les  coefficients  X  de  telle  sorte  que  les  équations 
du  cycle  prennent  la  forme  canonique 


(3)  X=:Xo4-M^        Y^iYo-^aW-haoU 


V  •   •    •  • 


r,  To,  ...  étant  une  suite  d^entiers  croissants  sans  autre  divi- 
seur commun  que  Tunité. 

Dans  le  cas  exceptionnel  où  X  —  Xo  =  o  serait  tangente, 
on  aurait  une  forme  canonique  analogue 

Pour  une  valeur   donnée  de  X  —  Xo,  les  équations  (3) 
fourniront  r  valeurs  r,o,  t||,  ...,  vj;..,  de  Y',  donnée  parles 

formules  suivantes,  où  (X — Xq)''  désigne  l'une  quelconque 

des  racines  r^^^^*  de  X  —  Xo,  et  0  Texponentielle  e  '' 


'•# 


Tjo  =  Yo  -+-  a(X  -  Xo)  -h  «o(X  -  Xo)'-  4-  a»  (X  -  Xo) 


Ti,„=:  Yo-4- a  (X  -  Xo) -+- aoO''<''"(X  -  Xo)'- -h  a,  0'-i'«(X~  Xo)'--+-. ... 


Le  cycle  pourra  d'ailleurs  être  exprimé,  sans  l'intervention 
d'un  paramètre,  par  l'équation 

(5)  P(X,  Y):=(Y-Tj,)...(Y-7),_,)=o, 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  en  Y,  ayant  pour 
coefficients  des  séries  de  puissances  entières  et  positives  de 

560.  Revenons  à  la  forme  générale  (2)  des  équations  du 
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cycle.  Les  paramètres  des  points  d^intersection  d'une  droite 

X^a?  -H  X,^  -+-  X,j5  =  o 

avec  le  cycle  sont  donnés  par  Téquation 

(6)  XiTi-+-X,T,4-X,T,=  o. 

Si  la  droite  passe  par  le  point  (^O)  J^o»  >^o)   origine   du 
cycle,  on  aura 

Xi  x^  4-  Xj^o  -h  X,  j5o  =  o> 

et  si  Urt  br,  Cr  est  la  première  colonne  de  coefficients  qui  ne 
soient  pas  proportionnels  kxQ,  y^^  Zq,  le  premier  membre 
de  (6)  sera  de  la  forme 

(Xia^-i-Xj^^-i-XjC,.)^' 


L^équation  aura  donc  r  racines  nulles,  qui  se  changeraient 
d'ailleurs  en  racines  infiniment  petites  pour  une  autre  droite, 
infiniment  voisine  de  la  précédente,  mais  ne  passant  pas  par 
l'origine  du  cycle.  La  droite  et  le  cycle  doivent  donc  être 
considérés  comme  ayant  r  points  d'intersection  concentrés 
à  l'origine. 

Ce  nombre  sera  accru  si  Ton  a  encore 

auquel  cas  Téquation  de  la  droite  sera 

y     Jo      br      =0. 

Cette  droite  sera  donc  la  tangente  au  cycle,  et  l'on  aura 

A,Ti4- X,T,4- XaTjziz  (Xia;.^p4- X,6^4-p4- X3Cr-Hp)r-^P-+-.  . . , 

«r+pj  ^r+p)  ^r+p  étant  la  première  colonne  de  coefficients  telle 
que  l'on  ait 


X^      Œr 


a 


r-f-p 

/o       br      br+^ 
Zq       Cr       Cr+p 


O. 
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Le  nombre  des  intersections  de  la  tangente  avec  le  cycle 
au  point  (a^o,  JKo»  -^o)  sera  donc  r  H-  p. 

Les  nombres  r  et  p  se  nomment  V ordre  et  la  classe  du 
cycle. 

Un  cycle  dont  les  équations  ont  été  mises  sous  la  forme 
canonique  (3)  a  évidemment  pour  ordre  r,  pour  classe  r©  —  /', 
et  pour  tangente  la  droite  Y  —  Yo  =  a(X  —  Xq). 

561.  Soient  c  et  C  deux  cycles  ayant  même  origine.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  le  nombre  de  leurs  intersections 
confondues  avec  Torigine. 

Comme  il  est  évident  qu'une  transformation  homogra- 
phique  change  un  cycle  en  un  autre  cycle,  il  est  permis  d'ad- 
mettre que  le  triangle  de  référence  ait  été  choisi  de  telle 
sorte  que  l'origine  commune  des  cycles  ne  soit  pas  sur  la 
droite  5  =  0,  et  que  le  point  x  =  z  =  o  ne  soit  pas  sur  les 
tangentes  aux  cycles.  La  droite  X  =  Xq  (ou  x  =  ^o^)  ^e 
sera  donc  pas  tangente  aux  cycles,  et  l'on  pourra  donner  aux 
équations  de  c  la  forme  canonique  (3).  Ses  branches  7\q,  . . ., 
rir-i  seront  fournies  par  les  formules  (4),  et  le  cycle  sera  re- 
présenté, après  l'élimination  du  paramètre,  par  l'équa- 
tion (5).  Quant  au  cycle  C,  on  pourra  mettre  ses  équations 
sous  une  forme  analogue 

et  il  aura  R  branches  Hq,  H|  , 

Les  valeurs  de  t  correspondantes  aux  points  d'intersection 
des  deux  cycles  seront  données  par  l'équation 

P(Xo4-  /^  Yo4-  A/R4-  Ao/«--h. . .)  —  o. 

Le  nombre  des  racines  nulles  [lesquelles  se  changeraient  en 
racines  infiniment  petites  pour  un  autre  cycle 

P(X,  Y)+eP,(X,Y):=o 
infîniment  voisin  de  c  cl  ne  passant  plus  par  l'origine  Xo,  Yq] 
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sera  égal  à  Tordre  O  du  premier  membre  par  rapport  à  Tin- 
finimenl  petit  t. 

Or,  si  Ton  remplace,  dans  celte  expression,  /  par 

«mit!  1 

e  «   (X-X,)R, 
auquel  cas  elle  se  réduira  à 

P(X,.H^), 

il  est  clair  que  son  ordre  en  X  —  Xq  sera  devenu  ^-  Donc  O 
est  égal  à  R  fois  l'ordre  par  rapport  à  X  —  Xq  de  la  quantité 

P(X,     H;„)    =    (H;„—    TJo).     .     .(H;;,--7Jr_l) 

ou  à  Tordre  du  produit 

JJ    P(X,H,„)=JJ(H„.-T,„). 

m  =  0  m^  n 

Si  les  cycles  c  et  G  n'ont  pas  même  tangente,  a  et  A  seront 
différents,  et,  chacune  des  différences  H;„ — 't\n  étant  de  la 
forme  (A  —  à)  (X  —  Xq)  4-  . . . ,  l'ordre  O  du  produit  sera 
égal  au  nombre  Rr  des  facteurs  qui  le  composent. 

Mais  cet  ordre  s'élèvera  si  les  cycles  ont  même  tangente, 
car  l'ordre  de  chacun  des  facteurs  sera  >>  i .  Pour  l'obtenir, 
dans  ce  cas,  il  suffira  d'évaluer  l'ordre  du  produit 

(Ho—  ÏJo)-  •  -(Ho—  Tf)^_i) 

et  de  le  multiplier  par  R. 

562.   Soit,  pour  fixer  les  idées, 

Tlo-=i-Yo-+-a(X  — Xo)-4-ao(X  — Xo)'-  -h..., 

celui  des  développements  vjo?  ^i>  •  •  •  qwi  a,  au  début,  le  plus 
grand  nombre  de  termes  communs  avec  Hq.  Supposons  que 
la  coïncidence  se  maintienne  jusqu'au  terme 

(7)  ap,(X-XoF=Ap,(X-Xo)ir, 
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les  deux  termes  suivants  différant  soit  par  Texposant,  soit 
au  moins  par  le  coefGcient.  La  différence  Hq  —  vjo  sera  de 

l'ordre  /,  l  désignant  le  plus  petit  des  deux  nombres  -^^y 

R|JW-t 

Ceux  des  développements  t\jn  qui  coïncident  avec  y)o  jus- 
qu'au terme  (7)  inclusivement,  donnent  également  des  diffé- 
rences Ho  —  y\m  d'ordre  /.  Il  est  aisé  d'en  trouver  le  nombre. 
En  effet,  m  doit  être  tel  que  l'on  ait 

d'où 

mt\  =  o,         mt\ ^  o,         . . . ,         rnr^=^  o  moàr 

ou 

md^i  o  modr, 

d  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  7*0,  •  •  •  *  r^. 
Cette  congruence  admet  ô|j,  solutions,  %^  étant  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  r  et  de  ef,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Qe  /*,  7*0?  •  •  •  )  ''ïi.* 

Considérons,  en  second  lieu,  les  développements  r^m  qui 

coïncident  avec  v^o  jusqu'au  terme  a\_\  (X  —  Xq)  ^  inclusi- 
vement, mais  s'en  séparent  au  terme  suivant,  X  étant  l'un 
quelconque  des  nombres  i,  2,  ...,  [x. 

11  existe,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  8x_i  développe- 
ments T^my  où  la  coïncidence  a  lieu  jusqu'à  ce  terme;*  mais 
on  doit  en  exclure  Sx  pour  lesquels  la  coïncidence  subsiste- 
rait pour  le  terme  suivant;  il  en  reste  donc  8x_i  —  Sx,  pour 

chacun  desquels  Ho  —  f\m  est  d'ordre  -^  • 

Enfin  il  existera  r  —  Sq  développements  pour  lesquels  la 
séparation   a  lieu    immédiatement  après  le  premier  terme 

a(X  — Xo)  et  pour  chacun  d'eux,  Ho  —  r\m  sera  d'ordre  —  • 
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Nous  obtenons  ainsi  la  formule  suivante 

0  =  R     (r-8,)^'-l-^(8x_.-o\)5+VM- 

563.  Les  mêmes  considérations  donnent  la  solution  du 
problème' suivant  : 

Trouver  V ordre  (^ par  rapport  d  X  —  ILq  du  produit 

étendu  aux  diverses  branches  710,  ...,  7j;._i  d'un  même 
cycle  c. 

Les  deux  différences  r^m  —  "yi/i  et  r^m^k —  ^»/i+a>  ne  différant 
que  par  le  changement  de  X  —  Xq  en  6*(X  —  X^),  seront  du 
même  ordre;  Q  sera  donc  égal  à  rfois  Tordre  du  produit 

Or,  parmi  les  différences  ci-dessus,  il  en  existe,  comme  on 

l'a  vu,  r  —  Sq  qui  sont  d'ordre  -7)  et  généralement  ûx_i  —  Sx 

r\ 
qui  sont  d'ordre  —  •  On  aura  donc 

^  r 

Q  =  (/-  —  ^o)ro H-  y  (ox-i  —  h)r\' 

1 

Cette  suite  s'arrêtera  d'ailleurs  d'elle-même  au  bout  d'un 
certain  nombre  de  termes,  car  les  entiers  r,  r©,  Ti,  r^,  ... 
ayant  pour  plus  grand  commun  diviseur  l'unité,  les  entiers  0 
finiront  par  devenir  tous  égaux  à  l'unité. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que,  les  seuls  parmi  les  expo- 
sants /'o,  r<,  . . .  qui  figurent  effectivement  dans  celte  somme, 
sont  ceux  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  précédents  et  de  r  (car,  pour  les  autres, 
8x_i  =  Sx).  On  leur  donne  le  nom  d'exposants  caracté- 
ristiques. 
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564.   Soit  encore  C  un  cjcie  ayant  pour  équations 

^:/:5  ::  T,  :T,:T, 

et  pour  origine  le  point  (j^oi  J^o?  ^o)*  Soit,  d'autre  part, 
f{x^y^  ^)=o  une  courbe  algébrique.  Les  intersections  de 
la  courbe  et  du  cycle  seront  données  par  Téquation 

/(T„T„T,)  =  o, 

et  le  nombre  de  celles  qui  sont  concentrées  au  point  (j:^,^^©)'^©) 
sera  égal  au  nombre  des  racines  nulles  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  à  Tordre  dey(Tï,  T2,  T,,)  par  rapport  à  FinGni- 
ment  petit  t.  Ce  nombre  N  se  nomme  Yordre  de/(Xyj^y  z) 
par  rapport  à  C;  il  sera  nul,  si  la  courbe  ne  passe  pas  par  le 
point  (xo,j^o>  ^o)-  Dans  le  cas  contraire,  cherchons  à  le  dé- 
terminer. 

Soient  C|,  Cj,  ...  ceux  des  cycles  de/qui  ont  leur  origine 
en  (^Oî^oî  ^o)'  Nous  pouvons  évidemment  admettre  que  ce 
point  n'est  pas  sur  la  droite  3  =  o,  et  que  le  point  x  =^  z  =  o 
n'est  pas  sur  les  tangentes  aux  cycles  Ci,  c^,  ...  et  C.  Les 
cycles  Ci ,  C2,  ...  pourront  être  représentés  par  des  équations 
de  la  forme 

P,(X,  Y)^o,         P,(X,Y)  =  o, 

et  l'on  aura 

/{x,y,z)^z-/(X,Y,  ,)  =  5«MP,(X,  Y)P,(X,  Y)..., 

M  étant  une  série  de  puissances  de  X  et  de  Y  qui  ne  s'an- 
nule plus  à  l'origine  du  cycle. 

L'ordre  de  z  et  celui  de  M  par  rapport  à  C  étant  évidem- 
ment nuls,  l'ordre  de /sera  égal  à  la  somme  û  des  ordres  0|, 
O2,  ...  des  cycles  c^,  Ca,  ...  par  rapport  à  C.  Nous  avons 
indiqué  le  moyen  de  les  calculer  (561-562).  En  particulier, 
si  aucun  de  ces  cycles  n'a  même  tangente  que  C,  ces  nombres 
seront  égaux  à  Rti,  Rrj,  . . . ,  R,  Ti,  Ta,  . . .  étant  les  ordres 

respectifs    des    cycles  C,    C| ,    c^, Leur    somme    sera 

R(ri  +  Ta  -h . . .)  =  Rm,  m  étant  l'ordre  de  multiplicité  du 
point  (^o>^o)  -0)  sur  la  courbe/. 
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565.  Soient  enfin  deux  courbes  algébriques /(jj,  y^  z)=  o 
et  F{Xfy^z)  =  o  se  coupant  en  un  point  (^07^o»^o)- 
Soient  C|,  C2,  ...  ceux  des  cycles  de/,  et  C|,  C2,  ...  ceux 
des  cycles  de  F  qui  ont  ce  point  pour  origine.  Le  nombre 
des  intersections  de  /avec  F  en  ce  point  est  évidemment  la 
somme  des  nombres  û|,  û,,  ...  de  ses  intersections  avec  les 
cycles  C<,  Ca,  .. .,  c'est-à-dire  la  somme  des  ordres  de /par 
rapport  à  ces  cycles.  En  la  décomposant  en  éléments  plus 
simples,  il  sera  égal  à  Sa^pOap,  0»^  désignant  le  nombre 
des  intersections  du  cycle  Ca  avec  le  cycle  cp.  Si  ces  cycles 
n'ont  pas  de  tangente  commune,  O^^  sera  égal  au  produit 
de  leurs  ordres  R»,  /'p.  Le  nombre  total  des  intersections 
sera  donc,  dans  ce  cas, 

2Rarp=  2Ra£/'p— M/w, 

M  et  m  étant  les  ordres  de  multiplicité  respectifs  du  point 
(Xqj  j^o,  Zq)  sur  les  deux  courbes. 

566.  Appliquons  les  principes  qui  précèdent  à  la  recherche 
de  rabaissement  produit  dans  la  classe  d^une  courbe  /  par 
la  présence  d'un  point  multiple  A.  Nous  aurons  à  évaluer 
l'ordre  de  multiplicité  de  A  comme  intersection  de  fel  de  la 

polaire 

df       ^  df         df 

où  a,  p,  Y  sont  des  arbitraires. 

Supposons  encore  :  1°  que  A  ne  soit  pas  sur  la  droite 
z  =  o'f  2°  que  les  tangentes  à /en  A  ne  passent  pas  par  le 
sommet  x  =  z  =  o.  Les  coordonnées  (Xq,  Yq)  du  point  A 
auront  des  valeurs  finies,  et  les  cycles  Ci,  C2,  ...  de /qui 
ont  leur  origine  en  ce  point,  n'ayant  pas  X  —  X^  pour  tan- 
gente, leurs  diverses  branches  auront  des  développements 
de  la  forme 

(8)  Tri^Yo-+-a(X-Xo)-f-ao(X-Xor -+-.... 
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Posons  maintenant 

f=X,  ^  =  Y,         /(X,y,i)  =  F(X,Y). 

On  aura 

/{x,y,z)  =  z''F{\,Y) 

et,  en  dérivanl, 

àf        „  ,<>F  àf        ^  ,dF 

dx  dX'         dy  dY 

Substituant  dans  o  et  mettant  z^"^  en  facteur  commun, 
il  viendra 

011 

*(X,y)  =  (a-YX)^H-(p-fY)^+fnF. 

Il  faut  trouver  la  somme  des  ordres  de  f  par  rapport  aux 
cycles  C| ,  C2,  ....  Or  ces  ordres  sont  nuls  pour  le  facteur  ^"~* , 
la  droite  5  =  o  ne  passant  pas  par  l'origine  du  cycle.  Quant 
au  second  facteur,  cette  somme  sera  égale,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu,  à  l'ordre  en  X —  Xq  du  produit 

4>(X,  îlo)*(X,    T)i)..., 

où  7ioi  Tii,   ...   sont  les   diverses  branches  des  cycles   C|, 

C  2 ,     •  •  •  ■ 

On  a  d'ailleurs 

F(X,Y)  =  M(Y-.T,o)(Y~Tj,)..., 

M    étant  un  facteur  qui  ne   s'annule   plus   pour  X=:Xo, 
Y  =  Yo.  On  en  déduit,  pour  Y  =  tjo,  par  exemple, 

F  =  o,  ^  =  — Mo(t,o— Tr)i)(T)o— TJi)...^, 

•^  =Mo(Tio —  ■'ii)(^o  —  TQï)  •  •  -1 
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Mq  ne  s'aniiulant  pas  pour  X  =  Xq.  En  substituant  ces  va- 
leurs clans  Texpression  de  4>,  il  viendra 

4>(X,  T.o)=:i     (7X  — a)  -^  -H  p— Y^^jo     Mo(t,o  — î1i)(t.o  — T,,).... 

Or  le  facteur  entre  parenthèses  est  de  degré  zéro,  car,  d'a- 
près la  forme  (8)  du  développement  de  tiq,  ni  cette  expres- 
sion, ni  sa  dérivée  ne  contiennent  de  puissances  négatives  de 
X  —  Xo,  et  le  coefficient  du  terme  de  degré  zéro,  contenant 
l'arbitraire  p,  ne  s'annule  pas  en  général;  Mq  est  aussi  de 
degré  zéro.  L'ordre  de  ^(X,  yiq)  est  donc  celui  du  produit 
(vio  —  ■'lO  (''îo  —  '''^2)^•''  Raisonnant  de  même  sur  chacun 
des  autres  facteurs  ^(X,  yji),  . . . ,  on  trouve  que  l'ordre  de 
multiplicité  cherché  est  celui   du   produit  des  différences 

Considérons  celles  de  ces  différences  où  y)/  appartient  à 
un  cycle  Ca  et  r.^t  à  un  autre  cycle  cp.  L'ordre  Oap  de  leur 
produit  a  été  déterminé  plus  haut.  Celles  où  y\i  appartient  à 
cp  et  7|A  àCa  donneront  encore  un  produit  d'ordre  Oap.  Enfin 
celles  de  ces  différences  où  vj/  etTj^t  appartiennent  à  un  même 
cycle  Ca  ont  un  produit  dont  l'ordre  Qa  a  été  également  dé- 
terminé. 

Le  degré  de  multiplicité  cherché  sera  donc 

Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  cycles  sont  d'ordre  i, 
et  où  leurs  tangentes  sont  distinctes,  les  Q^  seront  nuls  et 
les  Oap  égaux  à  l'unité.  L'expression  ci-dessus  deviendra 
donc  m{m  —  i),  m  désignant  le  nombre  des  cycles  ou  le 
degré  de  multiplicité  du  point  considéré. 

567.  La  somme  des  ordres  d'un  polynôme  homogène 
?(^>  J^»  5)  de  degré  m  par  rapport  à  tous  les  cycles  d'une 
courbe  de  degré  n  est  évidemment  égale  à  /n/i,  nombre  total 
des  intersections  des  courbes /et  ©. 

L'ordre  du  quotient  de  deux  polynômes  étant  la  différence 
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de  leurs  ordres,  le  théorème  s'étend  immédiatement  au  cas 
où  (f  est  une  fraction  rationnelle  homogène. 

En  particulier,  une  fonction  cp  rationnelle  en  X,  Y,  étant 
rationnelle  et  homogène  de  degré  zéro  en  a?,  y^  z^  la  somme 
de  ses  ordres  sera  nulle. 

Enfin  ce  résultat  s'étend  encore  au  cas  où  9  contiendrait, 

outre  X,  Y,  les  dérivées  -p^^  ^vî'  '"'»  ^^^^  ^^  dérivant  l'é- 

qualion/(X,  Y,  1)=  o,  on  obtient  pour  -r^  »  •  •  •  des  expres- 
sions ralionneiles  en  X,  Y. 

568.  Ce  résultat,  appliqué  à  la  dérivée  -j^  j  va  nous  con- 
duire à  la  détermination  précise  du  nombre  des  inflexions 
d'une  courbe  donnée/*. 

Les  coordonnées  x,  y,  5,  dans  les  équations  d'un  cycle, 
étant  exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  ^,  nous 

devons  tout  d'abord  exprimer  -rr-t  ^"  fonction  des  dérivées 

x'y  y,  z\  oé\  y"^  z"^  prises  par  rapport  à  /. 
On  a  tout  d'abord 

puis 

A  _  -,         \   =L  -^ ,         X    11^ 25 , 

Y-  y    Y'-  "^y ^ y"^'     \>f-  ^y^^y^"    a -' ^y' ~ y^' 
1,  —   ,    1  —  — - — ,    \  —  — - —  —  ^  ^  — - — 

z  z^  z^  z^ 

et,  en  substituant, 

d^\  _         3»D 

^X*  ~  {zx'—jL'z'f' 

D  désignant  le  déterminant 

ce     ce      ce 

y  y   y' 
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Calculons  la  somme  des  ordres  de  cette  expression. 

Pour  le  facteur  s',  celte  somme  est  3n,  /i  désignant  le 
degré  de  /. 

Soit,  d'autre  part,  c  un  cycle  de /d'ordre  r  et  de  classe  p. 
On  pourra,  à  cause  de  la  symétrie  de  D  par  rapport  aux  coor- 
données, admettre  que  ses  équations  sont  réductibles  à  la 
forme  canonique 

(9)       jc:y:z::  Xo-hr:  Yq 4- «/''-i-aor^-p -+-...:  i. 

Les  seconds  membres,  substitués  dans  D,  donneront  un  ré- 
sultat de  la  forme 

Tordre  de  D  par  rapport  à  c  sera  donc  2r  -h  p  —  3. 

569.  Cherchons  enfin  l'ordre  de  {zx' —  xz'y.  On  a,  pour 

le  cvclc  c, 

yz'  —  zy'  -:-  —  arl'-^  -r  .  . . , 

.ry'  —  jj'  ~  (  a  Xo  -  -  Yo  )  /•/'•-  '  -H 

La  plus  haute  puissance  de  t  qui  entre  en  facteur  commun 
dans  ces  trois  quantités  sera  f'* .  La  symétrie  du  système  de 
ces  expressions  par  rapport  aux  coordonnées  montre  que  ce 
résultat  subsiste  pour  tout  cycle  de  y*.  Car  ceux  qui  ne  sont 
pas  réductibles  à  la  forme  canonique  (9)  le  seraient  à  une 
forme  analogue  où  les  variables  seraient  seulement  permu- 
tées. On  a  donc,  quel  que  soit  le  cycle  considéré 

yz'  —  ;:  v'  —  /' -*  «j ,       zx'  —  jcz' —  t'-^  e^,      jcy'  —  yx'  —  f'^  e„ 

B|,  02)  ^3  étant  des  séries  de  puissances  de  /,  dont  l'une  au 
moins  n'est  pas  privée  de  terme  constant;  et  Tordre  de 
zx'  —  xz'  sera  égal  à  r  —  i  -}-  t02,  w^  désignant  Tordre  de  B^- 

L'ordre  de  j^^, — '■ — ;;7-^  par  rapport  à  c  sera  donc 

[ZX  ~~~~  xz  ) 

2r4-p  —  3  — 3(r  —  i4-a)j)j=:p—  /•  —  3a)j. 
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La  somme  des  ordres  de  -r^  par  rapport  à  tous  les  cycles 
de  /  étant  nulle,  on  aura 

(10)  o  =  3/n-2(p  —  r)  —  32(0,, 

les  sommations  étant  étendues  à  tous  ces  cycles. 

570.  Il  reste  à  déterminer  la  somme  So>2.  Pour  cela,  con- 
sidérons la  courbe  cp,  polaire  réciproque  de  /,  dont  chaque 
point  (iiy  ç^,  w)  est  lié  au  point  (^,  JKi  ^)  par  les  relations 

àf     df     df 
ox     ÔY     az 

Sur  chaque  cycle  c  de  la  courbe/,  -j-y  ~-y  ~  seront  propor- 
tionnels kyz!  —  zx',  zx' —  xz\  xy' — yx'  et,  par  suite,  à  Of, 
62»  ^3-  Au  cycle  c  correspondra  donc  sur  «p  le  cycle  y  défini 
par  les  équations 

«/  :  ^  :  w  :  :  01  :  e,  :  63 

et  o>2  représente  le  nombre  des  intersections  de  ce  cycle  avec 

la  droite  v=-o,  La  somme  ]So>2est  donc  égale  au  nombre  total 

des  intersections  de  v  et  de  ^,  soit  au  degré  de  cette  dernière 

courbe  ou  enfin  à  la  classe  v  de/. 

Nous  aurons  donc,  en  remplaçant  S(02  par  sa  valeur  dans 

Téquation  (10), 

o  =  3/1  4-  2(p  —  r)  —  3v 

ou,  en  décomposant  la  somme  S(p  —  r)  en  deux  autres, 
l'une  Y!  relative  aux  cycles  des  points  multiples,  l'autre  S'' 
relative  à  ceux  des  points  simples,  et  remarquant  que,  pour 
ces  derniers,  r  =  i 

(11)  2'(p-i)  =  3(v-n)-2'(p~r). 

Or,  pour  un  point  simple,  p  représente  évidemment  Tordre 
de  contact  de  la  courbe  avec  sa  tangente  ;  les  points  d'inflexion 
sont  ceux  où  cet  ordre  est  >  i.  Si  donc  nous  convenons  de 
considérer  ceux  où  ce  contact  est  d'ordre  [x  -|-  i  comme  re- 
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présentant  [x  inflexions  confondues,  la  somme  l!^{p  —  i)  ne 
sera  autre  chose  que  le  nombre  des  inflexions,  et  ce  nombre 
sera  donné  par  la  formule  (i  i). 

ni.  ~  Transformations  birationnelles  du  plan. 

571.  Les  transformations  homographiques  sont  un  cas 
particulier  de  transformations  plus  générales,  étudiées  par 
M.  Cremona,  et  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Considérons  les  courbes  d^ordre  n  assujetties  à  avoir  ai 
points  simples,  ol^  points  doubles,  ...,  enfin  a^  points  mul- 
tiples d'ordre  m,  donnés  de  position,  et  dits  points  fonda- 
mentaux ^  les  entiers  ai ,  . . .,  a,»  satisfaisant  aux  deux  équa- 
tions de  condition 


ai^.= d, 


I 

1 
m 

\  A:*ajfc=  n^ —  i. 

La  sujétion  d^avoir  un  point  n  donné  de  multiplicité  k 

s'exprimant  par équations  linéaires  et  homogènes 

par  rapport  aux  coefficients,  les  courbes  cherchées  contien- 
dront encore — ^ —  3  =  3   coefficients 

2  L        2     .       .    J 

arbitraires,  dont  elles  dépendent  linéairement.  Leur  équa- 
tion sera  donc  de  la  forme 

fht  fi}  fz  étant  trois  courbes  particulières  du  réseau.  Nous 
admettrons  que  les  polynômes  f%^  /i,  fz  n'aient  pas  de  fac- 
teur commun. 
Posons 

x'        y'       z' 
x'^y,  z'  désignant  des  indéterminées. 
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Les  polynômes  /, ,  /a,  f^  étant  d'ordre  n^  les  deux  courbes 


/1  f±  J± fj^ 

07         y  x'        z' 


se  couperont  en  n^  points;  mais  un  seul  de  ces  points  variera 
avec  oc\y y  z'.  En  effet,  soit  p  l'un  des  a^t  points  fondamen- 
taux d'ordre  k.  Étant  multiple  d'ordre  k  sur  chacune  des 
deux  courbes,  il  représente  k*  intersections.  Le  nombre  des 

intersections  fixes  de  position  sera  donc  \  Ar^a;^  ou  n^ —  i. 

Soit  (x^y,  z)  le  dernier  point  d'intersection,  variable  avec 

.r',  y\  z  ;  ses  coordonnées  —  >  —  s'exprimeront  rationnelle- 

x'     y* 
ment  en  -;^,  —■  par  des  fractions  qu'on  peut  réduire  au  même 
z      z 

dénominateur;  on  aura,  par  suitr, 

•riyiz  ::  'f,  :  9,  :  «p,, 

'f  n  'fi?  ?3  étant  des  polynômes  homogènes  en  x',  y  y  z'  et  de 
même  degré. 

Nous  obtenons  ainsi  une  liaison  birationnelle 

X  \  y  \  z  '.'•  f\  \  fi\  j% 

X  17  :  ;;  ::  y,  :  çj  :  cp, 

qui,  à  chaque  point  (x,  y,  5),  fait  correspondre  un  autre 
point  ( x, y ^  5'),  et  réciproquement. 

572.  Il  7  a  une  exception  pour  les  points  fondamentaux  ; 
car/i,  /a,  f^  s'y  annulant,  les  rapports  de  x\  y'^  J  ne  sont 
pas  déterminés.  A  l'un  de  ces  points  correspond  une  courbe, 
à}\.e  fondamentale,  de  la  manière  suivante  ; 

Considérons  un  point 

X  ^za-^  hj        y  =z  b  -h  kt         z  =zc, 

infiniment  voisin  du  point  fondamental  (a,  6,  c).  Soit  1  l'ordre 
de  multiplicité  de  celui-ci  :  /«j/a,  fz  et  leurs  dérivées  par- 


i 
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tielles,  jusqu'à  Tordre  i — i  inclusivement,  s*y  annuleront; 
on  aura  donc 

et  de  même  pour/27 /s*  Si  donc  A,  k  tendent  vers  zéro,  de 

telle  sorte  que  leurs  rapports  tendent  vers  un  nombre  fixe  -  > 

les  quantités  x\  ^,  z'^  proportionnelles  ^  fi^fi^  J^y  le  de- 
viendront à  la  limite  à 

i^ra^^TbJ^''       {^Ta^^Tb)'^*^        i^Ta-^^Tbi^'- 

Le  point  {x\y^  z')  ainsi  obtenu  dépendra  du  rapport  -• 

En  faisant  varier  celui-ci,  il  décrira  la  courbe  fondamen- 
tale. Cette  courbe  est  d'ordre  e,  car  elle  coupe  une  droite 

oLX^-h  py-\-^z'=  o   en   i  points,   dont   les   paramètres    - 

sont  définis  par  l'équation  de  degré  i 


'i^J^+^Tb)'^^-^---^''- 


Chaque  point  de  la  courbe  fondamentale  correspond , 
comme  on  le  voit,  au  point  (a,  6,  c),  et  à  une  direction  par- 
ticulière issue  de  ce  point. 

Aux  points  {x'j  /',  y),  communs  aux  trois  courbes  ^^  =  o, 
^2=0f  '^3=0,  correspondront  de  même  une  infinité  de 
points  (x,  y,z)  formant  une  courbe. 

573.  Un  cycle  C,  défini  par  les  équations 

X  ,  y  i  z  II  Xq -\-  dit  -}— ...  !  Vq  -\-  Oit  -|- ...  *  ^1) -|-  Cit  -+-  . .  . , 

aura  pour  transformé  un  cycle  C  de  la  forme 

^/  .-,/.,/..  •P    •  •■r    •  T 


ou 


=f/i('^o,  yo,  3o)-h  A,^-h... 

J.  -  I.  37 
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Le  cycle  O  aura  pour  origine  le  point  transformé  de 
{ûCo,yo<,Zo)y  à  moins  que  ce  dernier  point  ne  soit  fonda- 
mental. 

Dans  ce  cas,  /i,  /f,fz  s'annulant  en  ce  point,  les  fonc- 
tions T|,  T2,  T3  contiendront,  en  facteur  commun,  une 
puissance  de  f,  qu'on  devra  supprimer  pour  avoir  les  vérita- 
bles équations  du  cycle  C. 

574.  Nous  allons  faire  quelques  applications  de  cette 
théorie. 

Supposons  d'abord  ({uc/i^/2,fz  soient  des  fonctions  du 
premier  degré  :  il  n'y  aura  pas  de  point  fondamental,  et  la 
transformation 

sera  homographique. 

Un  cycle  C,  ayant  pour  équations 

a::y  :z::  Xo-t-r  :  Yo  +  ar-haoro-i-...  n, 

aura  pour  transforme  le  cycle  C,  défini  par  les  équations 

a:':y':z'::T,  :  T,  :  T3, 

où 

T^nz  a  Xo-+-?  Y0-+-T  -h(a-f-?a)r-hpaor«  +  ..., 

T3 r-^  a'^Xo  +  p'^  Yo  -h  f  +(«"-+-  ?"a  )  ^-t-  P^ao  r-  -f-  . .  . . 
Ce  cycle  sera  d'ordre  r,  comme  C,  et  sa  tangente 


x' 

aXo-f-P   YoH-Y 

a  -h  p  a 

y 

a'Xo+p'Yo+T' 

a'+p'a 

z' 

a^Xo-l-p''Yo4-Y' 

7,"  4-  ^"a 

r=0 


sera  la  transformée  de  la  tangente  à  C. 

Substituons,  en  effet,  à  x\  y' ^  z'  les  quantités  proportion- 
nelles y.x  -{-^y-\-^Zy  (iIx-^^'y-\-^z^  a"^  +  ^"v -4- y">3. 
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Le  déterminant  ainsi  obtenu  sera  le  produit  du  déterminant 

P'     ï' 


.n 


.11 


qui  n'est  pas  nul,  par  le  déterminant 


X 


a 
o 


qui  n'est  autre  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
tangente  à  C. 

11  résulte  de  là  qu'à  tout  point  p  d'une  courbe  d'où  par- 
tent un  certain  nombre  de  cycles  C,  C| ,  . . .  d'ordres  r,  Ti  ,  ... 
correspond,  dans  la  transformée,  un  point /?' d'où  partent 
autant  de  cycles,  également  d'ordres  r,  /'i,  ....  De  plus,  si 
les  tangentes  à  quelques-uns  des  premiers  cycles  coïncident, 
îl  en  sera  de  même  pour  les  cycles  transformés. 

La  classe  de  Cl  est  aussi  égale  à  /'o  —  r,  comme  celle  de  C  ; 
car  le  déterminant 


a  Xo-f-?  Yo-4-Y      a  -h  p  a     P   «« 


—  Gi 


a 

P 

r 

a' 

?' 

Y 

a' 

P" 

t' 

n'est  pas  nul. 

575.  Nous  allons  enfin  établir  que  G  a  les  mêmes  expo- 
sants caractéristiques  que  C. 

Soient,  en  effet,  s  =^  r^  l'un  de  ces  derniers;  8  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  r,  a'o,  .  .  .,  /'jx_i.  Si  nous  met- 
tons à  part  dans  la  suite  af  -{-  aofo  -{-  , , .  les  termes  dont 
l'exposant  est  divisible  par  8,  on  pourra  la  mettre  sous  la 
forme 


at' 


a^t' 


a^  fv 


=  ::  Ar-i-A,^''-^^-}- Aj^'-sfi  -{-.,. ^  XL» 


58o 
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X. 


A,  <A>  étant  égaux  à  a,  a^  et  les  autres  coefficients  A| ,  A^,  ... 
pouvant  être  nuls,  en  tout  ou  en  partie. 

Le  cycle  C,  transformé  de  C,  a  pour  équations 


a?':/:^  ::T,  :Tj:T„ 


ou 


TirzarlH-Br-hBi^-^^-H 


Ub/' 


T,  n=  r;  4-  Cr  -h  Cl r-^8  4-  .  .\  4-  3^' 
T8=:  s;  4-DrhDir-«"5  4-...4-cDi' 

en  posant,  pour  abréger, 

x\  —  aXo  4-?  Yo  4- Y, 

y;r=a'Xo+.3'Yo-hY', 
5;=a'Xo+?^Yo  +  Y% 


B 
B. 

a  +  pA, 

PA„ 

C    —a' 4-3' A, 
Ci  =:  3  Al, 

D    — : 

D,-! 

rA, 

?'A, 

> 

••• 7 

• •  > 

(0  —  yx 

• 

T^e  d( 

;  B  \% 

'o     D    ^ 

éier 

-    '    7 

minant 

a  Xo  4- 
a'Xo4- 
a''Xo4- 

3Y.  +  Y      «+3A 
?'Y,-(-v'     a' -1-3' A 
?'Yo4-y'    a'+S'A 

> 

«      P     T 
a'      P'      f' 

a»      P'     y' 

sera  d  ailleurs  ^  o,  car  ^l,  =  a^  n'est  pas  nul. 

En  outre,  l'un  au  moins  des  nombres  x\^  yj  ,  z\  n'est 
pas  nul.  Soit,  par  exemple,  ^'o^o.  Posons 


X 


r  _ 


— -  —  Y'  ^—  —  Y' 


X 


0    . -y» 

T-  —  A  Q  , 


yo 


=  Y. 


o> 


et  cherchons  à  développer  les  expressions  X'  —  X'^,  Y'  —  Y'„ 
suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 
Posons,  pour  abréger, 

x\  4-Br4-Bi^''^5  4-...^M, 
z\  4-  Dr  4-D,r-^S  _^. . .  ^  N, 
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On  aura 


X'  -  X'  = 


JN  -hJN' 


0 


N 


X. 


M 


X, 


Le  développemeni  de  -^j 4*  = 

forme 

où  le  premier  coefficient  E  est  égal  à 

^  ,    .   ,     M'iN  -  MN'         j    ,     . 
Celui  de  ^, .  ^,   .    ^,^    est  de  la  torme 


N(N4-N') 


V-; ^  est  de  la 


N(N-hN') 


V^      V  1  •       •        B      • 


OU 


On  a  donc 


X'  — X;  —  E /'•-+- El /'•■^^  -h...4-C^*-f-..  . 


On  trouvera  de  même 


Y'  —  y;  —  Fr  -h  FiT-^*  -4- ...  -h  #^' 


ou 


c.-;-D7: 

r  — n ) 


-'2 
0 


cT   


Le  déterminant 


EJ-CFi=-;- 


-^0 


or;     B     ift> 
5;     D     CO 


est  d^ailleurs  ^0. 

Ainsi,  dans  les  développements  de  X'  —  X'^,  et  de  Y'  —  Y|,, 
s  est  le  plus  petit  exposant  non  divisible  par  S,  et  le  déter- 
minant E^  —  CF  n'est  pas  nul. 

Nous  allons  voir  que  ces  conditions  sont  suffisantes  pour 
que  s  soit  un  exposant  caractéristique  pour  le  c;ycle  C 
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En  effet,  l'un  au  moins  des  coefficients  E,  F,  par  exemple 
E,  n'est  pas  nul.  Posons,  pour  ramener  les  équations  du 
cycle  à  la  forme  canonique 

i^  étant  un  nouveau  paramètre;  et  faisons 

_i 
^  — E   'Z'O. 

L'équation  précédente  deviendra  après  division  par  t!^ 

-4-      <L'E~'~  ^''-'•B'  -h...   ) 

Dans  le  développement  de  0  tiré  de  cette  équation,  mettons 
en  évidence  les  termes  dont  l'exposant  est  divisible  paro; 
on  pourra  écrire 

e  =  I  -h  G,  ^'5  ^  Gj/'»8  4- . . .  4-  Ç^'<^  4- . . . 

et,  m  étant  un  entier  quelconque,  on  en  déduira  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

Substituons  ces  valeurs  de  6  et  de  ses  puissances  dans  l'équa- 
tion précédente,  nous  en  déduirons  les  valeurs  de  o-  et  de  §. 
En  effet,  le  premier  terme  du  développement  de 


r-»-0 


dont  l'exposant  ne  soit  pas  divisible  par  5  sera  r(Jt'^.  Dans 
celui  de 

s 


le  premier  terme  de  ce  genre  sera  CE  ''i^~^.  Ces  deux  termes 
devant  se  détruire,  on  aura 
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On  aura  donc,  pour  t,  une  expression  de  la  forme 

^  =  E  ^^'[n-Gi/'^H-...-+-g^"-''  +  ...], 

où  (Jest  défini  comme  ci-dessus. 

Substituons  cette  valeur  dans  l'expression  de  Y'  —  Yj,.  Le 
premier  terme  d'exposant  non  divisible  par  8  dans  le  déve- 
loppement de 

Fr-i-Fjr+^-h... 


sera 


.-1-^ 


Dans  celui  de  ^^*  -f- . . . ,  ce  sera  JE  '*^''. 
Ces  deux  termes  réunis  donneront  un  terme  en  i'*,  dont 
le  coeflîcient 


.-1-^ 


sera  différent  de  zéro. 

On  aura  donc  avec  le  paramètre  l',  pour  X'  —  X'^  et 
Y'  —  Y'^,  des  expressions  de  la  forme 

X'  — Xiz^^''-, 

y  -  y;  =  u"-  _^i,i''-H8 +. . .  -^  .3^'*  -h . . . . 

Donc  5  sera  un   exposant  caractéristique  pour  le  cycle  G, 
Comme  on  peut  d'ailleurs  revenir  de  C  à  C  par  une  sub- 
stitution homographique,  on  voit  que,  réciproquement,  tout 
exposant  caractéristique  de  G  le  sera  aussi  pour  C. 

576.  Passons  à  l'examen  des  transformations  dites  qua- 
dratiques, où  y*!,  /2^  fz  sont  des  courbes  du  second  degré. 
On  aura  trois  points  fondamentaux.  Soient  A  =  o,  B  =  o, 
C  =  o  les  équations  des  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  ; 
A  9  fij  /s  seront  des  fonctions  linéaires  des  produits  AB, 
BC,  CA. 
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Soil 

/, -aiBC^piCA-hYiAB, 

/3  =  a,BC-hp3CA-i-YîA.B. 
La  transformation  considérée 

résulte  évidemment  de  la  composition  des  trois  transforma- 
tions suivantes  : 

£:tî  :r  ::  A:B:C, 

î':r/:C'::r,ï:î;ï:ÇT., 

dont  la  première  et  la  dernière  sont  homographiques;  quant 
à  la  seconde,  c^est  une  transformation  quadratique  particu- 
lière, que  nous  allons  étudier. 

577.  Remplaçons,  pour  revenir  aux  notations  habituelles, 

$j  r^  Kj  ?,  V,  C  par  x,y,  z,  x\  y^ ,  z' \  nous  aurons 

jo':y':z'::y'z:zx:xy. 

On  en  déduit  sans  peine 

x\y\z:\  yz'\z'x':x'y'. 

La  relation  entre  les  deux  séries  de  variables  est  donc  réci- 
proque. 

Les  points  fondamentaux  sont  les  sommets  du  triangle  de 
référence.  A  chacun  d'eux  correspond,  comme  ligne  fonda- 
mentale, le  côté  opposé  du  triangle.  Supposons,  en  effet,  que 

y  tl  z  tendent  vers  zéro,  leur  rapport  tendant  vers  ~;  -^» 
~7-  tendront  respectivement  vers  o  et  ?•  Le  lieu  des  points 

limites  pour  les  diverses  valeurs  de  -  sera  donc  la  droite 
x  -=0. 
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Un  cj^cle  G  ayant  pour  équations 

j?:j:c::Xo-+-r:Yo4-arH-aoro-h...  :  1 

aura  pour  transformé  le  cycle  C  défini  par  les  équations 
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OU 


-f-  .  .  .  H-  CIq\q  ^'"o  -h  .  .  . . 


T,  =  Yo -H  ârr  4-^0^0-4-..., 

T,  ^  Xo  4-  r, 

T3  =  (Xo-4-r)(Yo-har-4-...) 
~  XoYo  -h  (  Yo  -h  aXo)^'-  4-  at^'- 

Réciproquement  G  sera  le  transformé  de  G'. 

S78.  Pour  la  discussion  que  nous  allons  faire,  nous  distin- 
guerons cinq  sortes  de  cycles  : 

1°  Cycles  G  dont  l^ origine  ni! est  pas  sur  le  triangle  de 
référence,  —  On  a,  dans  ce  cas,  Xo^o,  Yo<o.  Le  cycle 
transformé  G',  ayant  son  origine  au  point  (Y^,,  X©,  X^Y,,), 
qui  n'est  pas  sur  le  triangle,  sera  de  la  même  sorte.  11  est 
aussi  d^ordre  r,  et  a  pour  tangente  la  droite 

Y, 

=  aX5^'-YJj'  +  (Y„-aXo)«' 


o  = 


X' 


r 


XqYo 


I 

Yo+aXo 


2*"  Cycles  G  dont  l'origine  est  sur  un  côté  du  triangle 
(a;  ==  o  par  exemple),  mais  n'ont  pas  ce  côté  pour  tan- 
gente. —  On  a  dans  ce  cas 

Xo=o, 
et  le  transformé  G'  aura  pour  équations  canoniques 


Y.-.o 


> 


"'        T 
^  —  -^  —  r 
^'  "  T,  "  '  ' 


T, 


X' 


=  f^  =  r[Yo4-ar  4-  flo^'^-H-  •  •]""' 


—  J—  fr Z_  ffr fil  fra-^f  -+- 

—  Y"  Vî  Y'  -r- .  .  . . 


I 

Y. 


a 

0 
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Il  a  pour  origine  le  point  y'  =  z' :=  o^  et  pour  tangente  la 
droite  2'=Yo^,  qui  n'est  pas  un  côté  du  triangle.  Son 
ordre  est  r;  sa  classe  est  également  r,  si  a^o,  r©,  si  a  =  o; 
mais,  en  aucun  cas,  elle  ne  sera  moindre  que  r. 

Enfin,  si  r^  est  un  exposant  caractéristique  de  C,  c'est- 
à-dire  tel  qu'il  ne  soit  pas  divisible  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  8  de  r,  Tq,  Ti  , . . . ,  r^^i ,  le  premier  terme  du  dévelop- 
pement de  '—  dont  l'exposant  n'est  pas  divisible  par  5  sera 


a. 


—  Y^^'"»*"^'";  a  fortiori,  r^t-f-r  ne  sera  pas  divisible  par  le 

plus  grand  commun  diviseur  des  exposants  précédents;  ce 
sera  donc  un  exposant  caractéristique  pour  G'. 

3**  Cycles  C  dont  V origine  est  sur  un  côté  du  triangle 
(^y  =  o  par  exemple)  qui  leur  est  tangent,  —  On  a,  dans 
ce  cas, 

Ti  =  «0  ^'^^  "+"•••  ï 

T,=  (Xo-hr)(ao^''''H-...)- 

L'origine  de  G  est  au  sommet  a:'==5'=o.  Une  droite 
z' — Xx'=o  passant  par  ce  sommet  coupera  le  cycle  aux 
points  définis  par  l'équation 

(Xo-f-  /'•—  X)  (ûtoroH-  .  .  .)  -:  o, 

laquelle  a  r^  racines  nulles  et  en  acquiert  rQ-f-r  si  X  =  Xo% 
L'ordre  du  cjcle  est  donc  r©,  sa  classe  r  est  moindre  que  son 
ordre,  et  il  a  pour  tangente  la  droites'  —  XoJ:'=  o,  qui  n'est 
pas  un  côté  du  triangle. 

4®  Cycles  G  dont  l'origine  est  à  fin  sommet  (x  =y=o) 
du  triangle,  les  côtés  n'étant  pas  tangents,  —  G'est  le 
cas  où  X0=Yo=o,  a^o.  Les  polynômes  T|,  Ta,  T3  de- 
viennent, après  suppression  du  facteur  commun  f, 

Ti=:  a  -^Uofo-^ -{-,.. y 

T,=ri, 

T^z=zat^-\-  a^t^o   ■+- 
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L'origine  du  cycle  G  sera  au  point  (a,  i,  o)  sur  le  côté 
z'=o  du  triangle,  et  deux,  cas  seront  à  distinguer  suivant 
que  la  classe  r© — r  du  cycle  C  sera  au  moins  égale  à  son 
ordre  r,  ou  moindre  que  r. 

Dans  le  premier  cas,  C  sera  d'ordre  r  et  aura  pour  tan- 
gente la  droite 


0  = 


3c     a    a^i 

y'    I    o 

o     a 


^1 


s«v 


=^  ax^ —  a}  y 


(IqZ  ^ 


si     rQ—r=ir, 


ou  la  droite 


0  = 


X- 

a 

0 

y 

I 

0 

^1 

0 

a 

ax'—a^y'y     si     Tq — r'>r. 


Ces  droites  ne  sont  pas  des  côtés  du  triangle  :  C  sera  donc 
de  l'espèce  2. 

Remarquons  encore  que,  si  r^  est  un  exposant  caractéris- 
tique de  C,  rjjL — r  sera  un  exposant  caractéristique  de  C. 
Car  r,  /'o,  . . . ,  r^_i  ayant  un  plus  grand  commun  diviseur  5 
qui  ne  divise  pas  r^^  le  premier  exposant  non  divisible  par  0, 
dans  les  développements  de  T|  —  a  et  T3,  sera  r^, —  r. 

En  outre,  les  coefficients  de  ^'"i^"'' dans  ces  développements 
seront  respectivement  a^^  o  et  ne  sont  pas  proportionnels  à 
ceux  des  termes  de  moindre  degré  en  t,  qui  sont 


a 


09 


a,     SI     To —  r  3=  r, 


o,      a,     si     To — r^r. 

Donc  r^ —  r  sera  un  exposant  caractéristique  (575). 

Passons  au  second  cas,  où  r© —  r  <ir.  L'ordre  de  C  sera 
To —  r,  moindre  que  l'ordre  de  C,  et  la  tangente  sera  le  côté 
;;'=  o  du  triangle  :  C  sera  donc  de  l'espèce  3. 


5*^  Cycles  C  dont  V origine  est  en  un  sommet  {x  =^y  =  6) 
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et  ayant  un  côté  {y  =  o)  pour  tangente.  —  C'est  le  cas  où 
Xo=  Yo=  a  =  o.  Le  cycle  C  aura  son  origine  au  sommet 
x'=z'=o'^  son  ordre  sera  Pq  —  r  et  2'=o  sa  tangente.  Il 
sera  donc  lui  aussi  de  Tespèce  5. 

579.  De  ce  qui  précède  résalle  la  possibilité  de  changer 
une  courbe  quelconque  k,  par  une  suite  de  transformations 
quadratiques,  en  une  autre  courbe  n'ayant  que  des  cycles  du 
premier  ordre,  et  dont  les  tangentes  aux  points  multiples 
soient  toutes  distinctes. 

Soit,  en  effet,  p  un  point  de  la  courbe,  qui  soit  l'origine 
de  cycles  d'ordre  supérieur  à  i.  Considérons  un  triangle 
Ç  =  o,  Tj  =  o,  Ç  =  o,  dont  le  sommet  (  Ç  =  o,  Tj  =  o)  soit 
en  /?,  les  autres  sommets  n'étant  pas  sur  Ar,  et  dont  les  côtes 
ne  passent  par  aucun  autre  point  multiple  de  k  et  ne  soient 
pas  tangents  à  cette  courbe.  On  peut,  par  une  substitu- 
tion homographique,  transformer  respectivement  les  droites 
Ç  =  o,  r,  =  o,  IJ  =:  o  en  a:  =  o,  ^  =  o,  5  =  o. 

Les  cycles  de  la  courbe  ki,  transformée  de  Ar,  auront  res- 
pectivement les  mêmes  ordres  et  les  mêmes  coïncidences 
d'origine  et  de  tangente  que  ceux  dont  ils  sont  transformés, 
et  A*i  aura  avec  les  côtés  ^  =  o,  j^  =  o,  5  =  o  les  mêmes  re- 
lations que  k  avec  Ç  =  o,  r;  =  o,  Ç  =  o. 

Effectuons  maintenant  sur  ki  la  transformation  quadra- 
tique particulière  que  nous  venons  d'étudier.  Un  point  q 
de  ki  non  situé  sur  les  côtés  du  triangle  sera  transformé  en 
un  autre  point  où  passent  le  même  nombre  de  cycles,  du 
même  ordre,  et  avec  les  mêmes  coïncidences  entre  leurs  tan- 
gentes. Il  n'y  a  donc  rien  de  changé  de  ce  côté. 

Considérons  en  second  lieu  les  cycles  dont  l'origine  est 
sur  un  des  côtés  du  triangle,  sur  o:  =  o  par  exemple.  Ils  sont 
par  hypothèse  du  premier  ordre  et,  leurs  origines  étant  diffé- 
rentes, les  quantités  Yq,  . . .  correspondant  à  ces  divers 
cycles  sont  distinctes.  Enfin,  ils  ne  sont  pas  tangents  à 
X  =  o]  leur  ordre  ne  sera  donc  pas  altéré  par  la  transforma- 
tion ;  leurs  transformés  seront  du  premier  ordre  ;  ils  ont  tous 
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leur  origine  en  y  =  o^  z  =  o,  mais  leurs  tangentes 

—  Yo/-h:;'=o,     ... 
sont  distinctes. 

On  introduit  ainsi  un  nouveau  point  multiple,  mais  à 
cycles  d'ordre  i  et  à  tangentes  séparées. 

Passons  enfin  aux  cycles  C  dont  l'origine  est  au  sommet 
x=y=z  o;  chacun  d'eux  est  transformé  en  un  cycle  ayant 
son  origine  sur  z  =  o]  ceux  dont  les  tangentes  sont  distinctes 
auront  d'ailleurs  des  transformés  d'origine  distincte.  Si  la 
classe  Tq —  r  du  cycle  G  est  moindre  que  son  ordre  r, 
celui-ci  sera  abaissé  par  la  transformation.  Dans  le  cas  con- 
traire, Tordre  se  maintiendra;  mais  une  autre  simplification 
se  produit  :  les  exposants  caractéristiques  du  cycle  sont  tous 
diminués  de  rpar  la  transformation,  ainsi  que  nous  l'avons  vu. 

580.  En  soumettant  la  courbe/:',  transformée  de  A*!,  à  des 
opérations  analogues,  on  pourra  donc,  sans  accroître  l'ordre 
d'aucun  des  cycles,  ni  introduire  aucune  nouvelle  coïnci- 
dence simultanée  d'origine  et  de  tangente,  abaisser  progres- 
sivement les  exposants  caractéristiques  du  cycle  choisi,  jus- 
qu'au moment  où,  ceux-ci  ne  pouvant  décroître  indéfiniment, 
l'abaissement  portera  sur  l'ordre  du  cycle.  Poursuivant  en- 
core, on  finira  par  rendre  celui-ci  égal  à  l'unité. 

On  choisira  ensuite  un  des  cycles  restants,  pour  le  réduire 
de  même,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  n'ait  plus  que 
des  cycles  d'ordre  i . 

581.  A  ce  moment,  on  pourra  encore  avoir  des  cycles 
ayant  à  la  fois  même  origine  et  même  tangente-,  mais  la  con- 
tinuation des  opérations  fera  disparaître  ces  coïncidences. 

Soit,  en  effet,  C  un  cycle  d'ordre  i,  dont  l'origine  soit  en 
X  =y  =  o  et  qui  ne  soit  pas  tangent  àx=onià^=o. 
Ses  équations  seront 

ou 

Y  izz  Cl  X  -H  Cj  X'  -f- .  .  . . 
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Un  autre  cycle  D  d'ordre  i  et  de  même  origine  aura  pour 
équation 

Ils  auront  même  tangente  si  rf,  =  C|,  et,  en  général,  un 
contact  d'ordre  m,  si 

(')  "i^^^lj  •••>  ^m^^(^mt  ^m-f-K  ^//i-Hl- 

Si  C  et  D  ont  un  contact  d'ordre  m,  les  transformés  par 
la  substitution  quadratique  que  nous  considérons  auront 
encore  même  origine,  mais  un  contact  d'ordre  ni  —  i  seule- 
ment. 

On  a,  en  effet,  pour  le  transformé  de  C, 

/y»'  •  v'  •'*■'••  T    •  T    •  T 
T,  =  Ci-f- Cj^ -+-.  .  .,  Tji::--!,  T3  =  Cj^  H- Cj  ^' 4- .  •  .  , 

d'où,  en  posant  —7  =  X',  -^  =  Z', 

^       y        y 

X'=CiH-  c,^  4-. . .,  Z'— Ci^  -h  C,/*4- 

Résolvons  la  dernière  équation  par  rapport  à  ^;  il  viendra 

et  l'on  déterminera  les  coefficients  X  en  substituant  celte 
valeur  dans  l'équation 

et  identifiant  les  deux,  membres.  Les  |x  premières  équations, 
qui  déterminent  X| ,  . . . ,  Xp,?  ne  contiennent  que  les  |x  coeffi- 
cients Cij  .  -,  ^tJL;  ^Hî  •  •  •?  V  ^^  dépendront  donc  exclusive- 
ment. 

Substituant  la  valeur  de  t  dans  l'expression  de  X',  il 
viendra 

X'zizci-+-A,Z'4-...4-A,„-iZ''«->-f-(A,n4-c,„^t^7)Z"«-h..., 

les  coefficients  A|,  ...,  Am  ne  dépendant  que  de  Ci,  ...,  C/». 
Si  l'on  opérait  de  même  sur  le  transformé  de  D,  on  obtien- 
drait pour  X'  un  développement  analogue  coïncidant  avec  le 
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précédent  en  vertu  des  relations  (i)  jusqu'aux  termes  d'ordre 
m  —  I ,  mais  difTérant  par  le  terme  d'ordre  m. 

On  pourra  donc  abaisser  progressivement  l'ordre  des  con- 
tacts entre  les  cycles  jusqu'à  les  faire  disparaître  totalement. 

582.  Démontrons  encore  le  théorème  suivant  : 

Toute  transformation  de  Cremona  résulte  de  la  com- 
position de  transformations  quadratiques. 

Soit  S  une  semblable  transformation,  définie  par  les  rela- 
tions 

X  \y  \z  II  fil  fil  f 2} 

où/i,  /a,  fz  sont  des  fonctions  d'ordre  n  en  x,  y,  z. 

Considérons  trois  points  quelconques  p  =  (^oLyd'^  ol"), 
jjl  z=  (p,  j3',  ^"),  p"  =  (y,  y,  y')  non  en  ligne  droite,  et  com- 
posons la  transformation  S  avec  la  transformation  homogra- 
phiquc 

La  transformation  résultante  sera 

où  îp,  -r  y,  (ai  -h  [B*/;  -I- Y^,  . . .,  . .  .)î  •  •  •  sont  de  degré  n  en 
Composons  cette  nouvelle  transformation  avec  la  suivante 

(3)  5:T,:C::VC':î'5':$'-n'. 

La  résiiltanle  Si  sera 

<{^i  ^=cp,(Y/!J',  !J'ç',ç'V)>  •••  étant  de  degré  in  en  Ç',  Vj  Ç'- 
Le  degré  de  cette  transformation  s'abaissera  toutefois  si 
l'un  des  points  /?,  /?',  />"  est  un  point  fondamental  de  la 
transformation  S. 

Supposons,  par  exemple,  que  p  soit  un  point  de  multi- 
plicité /,  commun  aux  courbes ^1,^2, /a  ;  son  correspondant 
Yi  =  IJ 11:=  o  sera  multiple  d'ordre  i  sur  les  courbes  0|,  cp2>  ?3« 
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Donc  tous  les  termes  de  (pi,  02,  (ps  seront  de  degré  au  moins 
égal  à  I  par  rapport  à  7^^  2^.  Donc  tous  les  termes  de  ^1,  ^2} 
^9  seront  divisibles  par  ^'*,  Ils  seront  de  même  divisibles 
par  V'î  Ç'*"^  si  p'y  p"  sont  fondamentaux  et  de  multiplicité 
/',  a^.  Après  suppression  de  ces  facteurs  communs,  le  degré 
de  ces  fonctions  ne  sera  plus  que  an  —  i  —  «'  —  «". 
On  déduit  de  la  relation  (2) 

Ç:t):j;::A:B:C, 

A,  B,  C  étant  linéaires  en  x,  y^  5,  puis  de  la  relation  (3) 

(  4  )  Ç  '  :  ï)  '  :  ç'  :  :  T,  î  :  «  :  ?  r,  :  :  B  G  :  C  A  :  A  B . 

La  transformation  S  résulte  donc  de  la  composition  de  S| 
avec  la  transformation  quadratique  (4)* 

Le  théorème  sera  donc  établi  si  nous  montrons  qu^l  existe, 
dans  toute  transformation  S,  trois  points  fondamentaux  non 
en  ligne  droite  et  dont  les  ordres  de  multiplicité  /,  f',  T, 
aient  une  somme  >•  n.  Car  la  démonstration  du  théorème 
pour  S  sera  ramenée  à  sa  démonstration  pour  S|  qui  est 
une  transformation  de  degré  moindre. 

583.  Or,  soit  oLji  le  nombre  des  points  fondamentaux  de 
multiplicité  A*;  on  a,   comme  nous  l'avons  vu,  les  relations 

(..)  2 ^— ^^'^  . ^' 

(6)  Y'^'^^  =:/^— I, 

dont  la  combinaison  donne  la  suivante 

(7)  S/ra^t  =  3/1  —  3. 

D'ailleurs,  la  somme  des  multiplicités  de  deux  points  fon- 
damentaux quelconques  ne  peut  surpasser  n;  autrement, 
les  courbes  y\,  /a»  /i  coupant  en  plus  de  n  points  la  droite 
A  =  o  qui  les  joint,  /i,  /2î  /$  contiendraient  A  en  facteur 
commun,  contrairement  à  notre  hypothèse.  Mais,  si  n  >  i , 


.Il 


■nie 
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on  a  /i<C  3/1  —  3.  Donc  il  y  a  au  moins  trois  points  fonda- 
mentaux. 

Soient  /?,  p\  p"  les  trois  points  fondamentaux  dont  les 
ordres  de  multiplicité  sont  les  plus  élevés;  soient  «,  «',  !'  ces 
ordres  et  supposons  i^i' ^  f-  Les  équations  (6)  et  (7)  pour- 
ront s'écrire,  en  mettant  ces  termes  en  évidence, 

Zk^ak  —  /i«  —  I  -  t«  —  i'«  —  H'^ 
2  A-a^  z^  3  /i  —  3  —  i  —  i'  —  t", 

les  nouvelles   sommes   étant   restreintes  aux  autres  points 
fondamentaux. 

On  déduit  de  ces  relations 

/i«  -  I  -  i*  -  i'^  -  i^^  -  f*(3/i  —  3  -  i—  i'  —  a') 

car  k  —  f"  est  toujours  ^o. 

Donc  n  ne  peut  surpasser  la  plus  grande  racine  de  l'équa- 
tion 


eil  a:*  —  I  —  /«  ~  !^  -^  i'*  —  ("{Zx  —  3  —  i—i'  —  i"), 

laquelle  est  égale  à 


4-  t  /  ^-V  4-  i*  -4-  i'^  -^i—Zi"-  ii'  —  i'i\ 


^.a  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 


i  -H  i' j   -+-2  i"^  —  2  ii'  —  3  i''  -H  I . 

Mais  i^i' ^  i''^  ï .  Elle  est  donc  moindre  que  (  «  -h  /' ) 


et  l'on  a 


S/"        .       ..       V 


i" 
2  2 


Enfin  les  trois  points/?,  />',  />^  ne  sont  pas  en  ligne  droite; 
car  s'ils  étaient  sur  une  même  droite  A  =  o,  celle-ci  coupant 
les  courbes /,,  /a,  /^  en  plus  de  n  points,  f\^fi^f%  auraient 
le  facteur  commun  A. 

J-  -  ï.  38 
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IV.  ->  Transformations  birationnelles  d'une  courbe. 
584.  PosoDS,  comme  nous  T avons  déjà  fait, 

(i)  ar':/:5'::/i:/,:/3, 

/,,  /a,  f^  étant  des  polynômes  homogènes  d'un  même  degré  / 
en  x^  y^  z,  et  sans  facteur  commun. 

Supposons  X,  y^  z  assujettis  à  la  relation 

(2)  F(;r,  y,5)=o. 

L'élimination  de  x^  y^  z  entre  les  équations  précédentes 
donnera  une  équation 

(3)  W{x\y,z^)^o, 

exprimant  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  rapports 
x'iyiz'  pour  qu'il  existe  un  système  de  valeurs  des  rap- 
ports X  ly  l  z  pour  lequel  les  équations  (i)  et  (a)  soient  sa- 
tisfaites simultanément. 

Le  plus  habituellement,  cette  solution  commune  sera 
unique  (sauf,  peut-être,  pour  certaines  valeurs  particulières 
des  rapports  x'iyi  z').  On  sait,  dans  ce  cas,  qu'elle  sera 
donnée  par  des  équations  de  la  forme 

R,  R«  étant  des  fractions  rationnelles  qu'on  peut  supposer 
réduites  au  même  dénominateur. 

Chassant  les  dénominateurs,  ces  équations  pourront  se 
mettre  sous  la  forme 

(4)  ^:7:^::/i' :/;:/;. 

/\f  /aî  /s  ^^^^^  ^^5  polynômes  homogènes  et  d'un  même 
degré  /'  en  x',  y\  z', 

A  chaque  point  x^  y,  z  de  la  courbe  F  correspond  donc 
un  point  x',  y',  z'  de  la  courbe  F'  et  réciproquement,  les 
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points  correspondants  étant  liés  par  les  deux  systèmes  de 
relations  (i)  et  (4). 

Ces  deux  systèmes  ne  seraient  pas  équivalents  pour  des 
valeurs  quelconques  de  x^  y^  z,  x\  y\  z'  [à  moins  que  la 
transformation  (i)  ne  fût  une  transformation  de  Cremona]; 
mais  ils  le  sont,  et  cela  nous  suffît,  pour  celles  de  ces  valeurs 
qui  satisfont  aux  équations  (  2)  et  (3). 

Nous  dirons  que  les  équations  (i)  et  (4)  établissent  une 
correspondance  uniforme,  ou  birationnelle,  entre  les 
courbes  F  et  F'. 

585.  A  un  cycle  C  de  F 

^rj:^  ::T,  :Tî:T, 

correspondra  un  cycle  C  de  F' 

T'^,  Tj,  T3  représentant  les  fonctions 

/i(TnT„T3),    /,(T„T„T,),    /,(T„T,,T3), 

débarrassées  toutefois,  s'il  y  a  lieu,  de  la  puissance  de  t 
qu'elles  pourraient  contenir  toutes  trois  en  facteur  commun. 
Les  points  de  C,  correspondant  uniformément  à  ceux  de  C, 
correspondront  uniformément,  comme  ceux-ci,  aux  valeurs 
du  paramètre  t. 

Si  C  est  d'ordre  r  et  a  pour  origine  le  point  (xqj  y^i  ^o)» 
on  aura 

et,  par  suite. 


r. 


Le  cycle  C  aura  donc,  en  général,  pour  origine  le  point 
correspondant  à  (^o>^oî  ^o)»  ^^  son  ordre  sera  r. 
Toutefois,  cet  ordre  s'élèvera  si 
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sans  élre  nuls  simultanément,  sont  proportionnels  à 

CL  -. —    -i-  O  -.  — -    -r  C  -z !-.•.• 

OX^  d/o  v^o 

Enfin,  si  ces  trois  quantités  s^annulent  à  la  fois,  auquel 
cas  les  équations  (i)  cessent  de  définir  les  rapports  x^  ly  l^'y 
on  aura  à  supprimer  la  puissance  de  t  qui  figure  en  facteur 
commun  dans  /,  (T,,  Ta,  T3),  ....  Le  cycle  O  aura  pour 
origine  un  point  (x'^^  y'^,  z'^).  que  nous  considérerons  comme 
le  correspondant  de  [xq^  y^^  Zq). 

Enfin,  si  le  point  (^oj  J^oi  ^0)?  ^^/ii/2}/i  s'annulent,  est 
l'origine  de  plusieurs  cycles  G,  G, ,  ...  de  F,  ils  auront  pour 
correspondants  des  cycles  G',  C'^ ,  . . . ,  ayant  pour  origines 

des  points  (^'0, /o»  ^i)»  (^oi> /oi»  ^oi  )»  •••;  «^  1^  P^înt 
(^oïJToï'^o)  correspondra  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  points, 
suivant  qu'on  le  considère  comme  limite  de  points  situés 
sur  G,  ou  sur  G|,  .... 

Il  peut  donc  exister  sur  F  des  points  ayant  plusieurs  cor- 
respondants sur  F'.  Mais  ces  points  devront  être  multiples 
sur  F,  et  situés  sur  f\j  f^^f^  î  leur  nombre  est  donc  limité. 

Réciproquement,  un  point  multiple  de  F',  situé  sur  f^ , 
fufz'i  siérait  plusieurs  correspondants  sur  F. 

^586.  L'existence  d'un  élément  invariant  par  toute  trans- 
formation birationnelle  peut  s'établir  comme  il  suit  : 

Les  deux  courbes  F  et  F'  étant  supposées  liées  par  la  rela- 
tion (i),  posons 

z'  z'  z'        A{x,y,z)       /a(X,  Y,i)' 


Gela  posé, 


dX'       dX'       dX'  dX 


dX~  âX    '    dY  dX 


//Y 

étant  une  fonction  de  X,  Y  et  -j^y  la  somme  de  ses  ordres 

dX 

par  rapport  à  t,  pour  tous  les  cycles  de  F,  est  nulle. 


COURBES   PLANES   ALGÉBRIQUES.  597 

La   somme  des   ordres  de    la  fonction  -i--»  pour  la 

dX! 
courbe  F,  est  donc  égale  à  la  somme  correspondante,  --r-  y 

pour  la  courbe  F'. 

L^existence  de  cet  invariant  étant  établie   son  expression 
est  aisée  à  trouver.  On  a,  en  effet, 

dx  dz 

dX       ^m  ~^~di 


dt  z 


s 


Or  nous  avons  vu  (569-570)  que  la  somme  des  ordres  du  nu- 
mérateur est  égaie  àS(r  —  i+(02)=:=v-rS(r  —  i)^  celle  des 
ordres  du  dénominateur  sera  2/7.   L'invariant  cherché  sera 

donc 

V  -H  2(/'  —  i)  —  in. 

Posons 

v-i-2:(r  —  i)  —  inzzLip —  2. 

Le  nouvel  invariant  p  ainsi  défini  se  nomme  le  genre  de 
la  courbe  F.  C'est  un  nombre  entier,  qui  ne  peut  être  néga- 
tif si  F  est  indécomposable. 

En  effet,  toute  courbe  F  pouvant  être  changée,  par  des 
transformations  quadratiques  qui  n'altèrent  pas  le  genre,  en 
une  courbe  F'  n'ayant  que  des  cycles  simples  à  tangentes 
séparées,  il  suffit  d'établir  la  proposition  pour  cette  dernière. 
Dans  ce  cas,  S(r  —  i)  est  nul  et,  a^  désignant  le  nombre  des 
points  de  multiplicité  Ar,  on  a 

V  =  /i(/i  —  i)  —  £ajfcA:(Xr  —  i) 
et,  par  suite, 

nombre  évidemment  entier  et  qui  n'est  pas  négatif  (557). 

587.  Soit  F  une  courbe  indécomposable ,  d'ordre  n , 
n'ayant  que  des  cycles  simples  à  tangentes  séparées.  Si  l'on 
suppose  le  triangle  de  référence  choisi  de  telle  sorte  que  le 


{n  —  i){n  —  'i)      V      kik  —  i) 

*A 1 
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sommet  x  =  ^  =  o  ne  soit  pas  sur  la  courbe,  celle-ci  aura 
une  équation  de  la  forme 

Fz=AY'»-hAiY''-*-^...H-A„=:o, 

A  étant  une  constante  différente  de  zéro,  et  Af ,  . . .,  A,|  des 
polynômes  en  X,  de  degrés  1 ,  . . .,  n  respectivement. 
Si  nous  posons,  pour  abréger, 

le  genre  />  de  F  sera  donné  (numéro  précédent)  par  la  for- 
mule 

(/i  — i)(/i— 2) 
p  —  — a. 

Soit 

I 

une  autre  courbe  d'ordre  m.  Proposons-nous  de  déterminer 
ses  coefficients  de  telle  sorte  que,  parmi  ses  mn  points  d'in- 
tersection avec  F,  il  y  en  ait  le  plus  grand  nombre  possible 
qui  occupent  des  positions  choisies  d'avance.  Voyons  d'abord 
de  combien  d'indéterminées  nous  pouvons  disposer  pour 
cela. 

Effectuons  la  division  de /par  F;  il  viendra 

/  =  QF-hR, 

Q  et  R  étant  deux  polynômes  entiers,  dont  le  dernier  est  de 
degré  m  en  X,  Y,  mais  de  degré  n  —  i  seulement  en  Y.  Or 
il  est  clair  que  les  points  d'intersection  de  /avec  F  sont  les 
mêmes  que  ceux  de  R  avec  F.  Nous  pouvons  donc  nous 
borner  à  considérer  parmi  les  courbes  d'ordre  m  celles  dont 
l'équation  ne  contient  Y  qu'au  degré  n  —  1. 

Supposons  d'abord  m"^  n  —  3.  L'équation  de  la  courbe/ 

contiendra —  termes  de  degré  ^n  —  2,  plus  n  termes 

de  chacun  des  degrés  n  —  i,  n,  ...,  m.  Le  nombre  total  de 
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ces  termes  sera  donc 

,                     ^          {n  —  j)n  , 

(m  —  n  -h2)n-\ =  mn  —p  —  a  h-i, 

et  Ton  pourra  détermiaer  les  rapports  des  coefficients  de 
manière  à  faire  passer  /  par  mn  — p  —  d  points  fixés  d'a- 
vance; il  restera  donc  p -h  d  points  d'intersection  dont  on 
ne  pourra  disposer. 

Si  m\^n  —  3,  le  nombre  des  termes  de  /  sera 

(/w-M)(m  H-  2) 

et  celui  des  points  d'intersection  dont  on  ne  pourra  disposer 

sera 

(m  -+-  i)(/n  -+-  2) 

mn  — h  I. 

2 

En  particulier,  pour  m  =  n  —  3,  ce  nombre  se  réduira  à 

{n  —  i){ri  —  2)  , 

n(n  —  3)~ — \-iz=p  -\-d—i. 

2 

588.  Les  nombres  précédents  peuvent  être  diminués  si 
l'on  fait  passer/ par  les  points  multiples  de  F. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  remplace  pour  /  l'obligation 

de  passer  par  -'^    —  points  fixes  de  F  par  celle  d'avoir  un 

point  de  multiplicité  i  à  un  endroit  où  F  a  elle-même  un 
point  de  multiplicité  Ar.  Le  nombre  de  conditions  sera  le 
même  ;  mais  le  nombre  des  points  d'intersection  dont  la  po- 
sition est  fixée  par  là  ne  sera  plus >  mais  ik.  Le  ré- 
sultat le  plus  avantageux  s'obtiendra  donc  en  donnant  à  i  la 

valeur  k  —  i ,  qui  donne  à  ik sa  valeur 

^  2 

k(A-^i) 

■  • 

2 
Si  donc  m  est  assez  grand  pour  que  le  nombre  des  coeffi- 
cients dont  on  dispose  permette  de  donner  à  y  un  point  mul- 


maximum 
2 
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tiple  d'ordre  k —  i  partout  où  F  a  un  point  multiple  d'ordre  k 
(auquel  cas  nous  dirons  que  /est  une  courbe  adjointe  de  F), 
le  nombre  des  points  d'intersection  dont  on  ne  peut  disposer 

sera  diminué  de  la  quantité  \  a;^-— ^ =  d.  Il  se  réduira 

donc  : 

i**  A  P,  si         m  >  n  --  3; 

2°  A/?  —  I,         si         mizz  n  —  3. 

589.  La  condition  d'être  adjointe  donnant  d  relations  li- 
néaires et  homogènes  entre  les  coefficients  de  y,  il  existera 
toujours  des  adjointes  si  m"^  n  —  3.  Il  en  existera  égale- 
ment pour  m  =  n  —  3,  si/>>o  (d'où  /i  >  2).  Le  nombre  [x 
des  coefficients  qui  restent  arbitraires  dans  l'adjointe  la  plus 
générale  de  degré  m  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre 
des  adjointes  linéairement  distinctes  de  degré  m)  sera  donné 
par  les  formules  suivantes  : 

1°  Si  m  ;^>  72  —  3, 

{n  —  i)n 

u.=z(m  —  /i  4-2) /in a 

2 

=  {m  —  /n-2)/n-p-h/i  —  i. 

2"  Si  m  =  n  —  3, 

(/i   -i)(/i  — 2) 
^-' ^ d-p. 

Le  nombre  [x  ainsi  calculé  devrait  être  augmenté  si  les  d 
équations  linéaires  auxquelles  doivent  satisfaire  les  adjointes 
n'étaient  pas  distinctes.  Il  nous  faut  donc  démontrer  que  ce 
cas  ne  peut  se  présenter. 

590.  Nous  nous  appuierons,  à  cet  effet,  sur  le  lemme  sui- 
vant, cas  particulier  d'un  théorème  célèbre  d'Abel,  que  nous 
démontrerons  dans  le  Calcul  intégral. 

Soit  f  (X,  Y,  Ci,  C2,  . . .)  =  o  une  courbe  algébrique  quel- 
conque contenant  dans  son  équation  des  paramètres  Cf, 
C21    ...    et    coupant    la  courbe  F(X,  Y)  =  o    aux    points 
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(X,,  Y«),  ...,  (X/,  Y/),  ....  Si  nous  changeons  c^,  c>,  ... 
en  C\-{-dc\^  C2-^dc2,  . . .,  nous  obtiendrons  une  autre  courbe 
infiniment  voisine,  coupant  F  aux  points 

rf\i,  dYi,  . . .  étant  donnés  par  les  formules  suivantes  : 
^^,  +  ^|-^,  =  o, 

-^dXi-h  -rX-dY,'-^  -jî-^c, -h...  =  o. 

0\i  Ôli  OCi 

Cela  posé,  soity(X,  Y)  une  quelconque  des  adjointes  de 
degré  n  —  3  de  la  courbe  F;  on  aura 


i 


/(X.Y,)  _ 

(^F(X,,  Y,)  ^'^'-^• 


^V, 


301.  Cette  proposition  étant  admise,  supposons  que  pour 
un  certain  degré  m'^n  —  3  le  nombre  des  coefficients  indé- 
terminés qui  restent  dans  l'adjointe  soit  >  ul.  En  assujettis- 
sant l'adjointe  à  passer  par  [x  —  i  points  r/,  =  (X^,  Y,  ),  ..., 
ûf|j^_,  =  (Xji._i,  Yj|,-0  choisis  à  volonté  sur  F,  elle  contiendra 
encore  plus  d'un  coefficient  indéterminé;  on  aura  donc  tout 
un  faisceau  d'adjointes  passant  par  ces  points.  Soit  C  l'une 
d'elles;  elle  coupera  encore  F  en  v  autres  points 

le  nombre  v  étant  <  [jl;  car  nous  avons  vu  qu'il  est  égal  à  p, 
si  m'^  n  —  3,  à  /7  —  i  si  m  =  /?  —  3. 

Cela  posé,  par  les  jjl  —  i  points  av+i,  ...,  «ji.+v-iî  on  peut 
faire  passer  un  faisceau  d'adjointes,  ayant  pour  équation 
générale 

Ci?i-+-<^i?î-H-  • .  — o, 

et  C  sera  l'une  des  courbes  de  ce  faisceau.   On  aura  donc 
pour  des  valeurs  convenables  assignées  aux  paramètres  Ci, 

^2>    •  •  • 

C  ■=:  Cj  cpi  H-  Cj  ?pj -f-  .  .  .  =r  o. 
J.  —  I.  38. 
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Changeons  Cj ,  Cs  »  ...  en  c«  +  dc\ ,  c^  +  dc^ ,  . .  • ,  on  aura 
une  autre  courbe  C,  coupant  F,  comme  C,  aux  points  mul- 
tiples et  aux  points  fixes  6ïv+i,  ...,  fljt+v-i  et,  en  outre,  en 
des  points 

a'j  =  (Xi4- e/Xj,  Yj-h  ûfY,  ),     ...,     <2v^^^=(Xv4- ûTXv,  Yv-h  ^^v)» 

Or  on  sait  quUl  existe  au  moins  p  adjointes  linéairement 
distinctes,  /i ,  , .  .^  fpde  degré  n  —  3.  Appliquant  à  v  d'entre 
elles  le  théorème  d'Abel,  on  aura  v  équations 

2jW(xr?j  ^~  '    /c-1,3, ...,v. 

Ces  équations,  en  nombre  égal  à  celui  des  quantités  cOLi 
ne  pourraient  élre  satisfaites  qu'en  supposant  que  les  dX.i 
sont  tous  nuls  ou  que  le  déterminant  des  coefficients  est 
nul. 

592.  La  première  hypothèse  doit  être  écartée.  En  effet, 
les  courbes  C  et  G  coupant  F  aux  mêmes  points,  il  en  serait 
de  même  de  la  courbe 

(5)  C^^zdci^D^  H-c^Cj©,  -h. . .— o, 

quels  que  soient  les  rapports  de  rfc^,  rfc2,  ....  En  les  déter- 
minant convenablement,  on  pourrait  faire  passer  cette  courbe 
par  un  nouveau  point  de  F.  Les  courbes  C  et  F  auraient 
ainsi  plus  de  points  communs  que  n'en  comporte  leur  degré, 
et  devraient  avoir  une  partie  commune;  et  comme  F  est 
indécomposable,  on  devrait  avoir 

^  étant  un  polynôme  entier.  Ce  résultat  est  absurde,  C"  étant 
de  degré  moindre  que  F  par  rapport  à  la  variable  Y. 

593.  La  seconde  hypothèse  ne  peut  être  vérifiée  en  général, 
mais   seulement   pour  certaines  positions  particulières   des 
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poÎDtsai,  •••)  ûfv,  qu'on  sera  libre  d'éviter,  puisqu'ils  font 
partie  de  la  suite  des  points  ai ,  . . . ,  a^_i ,  qu'on  peut  choisir 
arbitrairement  sur  F.  Tout  d'abord,  si  ces  points  sont  pris  à 

dF 
distance  finie,  -^  y  restera  fini.   Le  déterminant  qui  doit 

s'annuler  deviendra,  après  la  suppression  des  dénominateurs 

^ >  •  •  •  QUI  fiffurent  en  facteur  commun, 


/iv^n^i)^      '  •  ">    /i(Xv»*v) 


=  0. 


Cette  expression  développée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M,/,(X„  Y,)  H-  M,/,(X.,  Y,)  -H. . .  =  o, 

Ml,  M2,  ...  étant  indépendants  de  X«,  Y^.  Pour  que  cette 
équation  ait  lieu  pour  une  position  arbitraire  du  point 
(Xi,  Y<)  sur  F,  il  faudra  que  son  premier  membre  soit 
divisible  parF(X<,Y|),  et  comme  il  est  de  degré  moindre 
que  F,  il  devra  être  identiquement  nul.  D'ailleurs  les  fonc- 
tions /i,  /a,  ...  sont  linéairement  distinctes;  donc  il  faut 
que  les  mineurs  M,,  Ma,  . ..  soient  tous  nuls. 

D'ailleurs,  l'un  quelconque  de  ces  mineurs,  tel  queM^, 
peut  être  mis  sous  la  forme 

N,/,(X„  Y,)  +. .  .H-  Nv/v(X„  Y,), 

et  ne  pourra  s'annuler,  pour  toute  position  du  point  (Xa,  Ya) 
sur  F,  que  si  les  mineurs  du  second  ordre  Na,  . . . ,  Nv  sont 
nuls.  Continuant  ainsi,  on  voit  que  le  déterminant  ne  peut 
s'annuler  pour  toutes  les  positions  possibles  de  (X, ,  Y<  ),  . . ., 
(Xv_i,  Yv_«)  que  si  le  point  (Xv,  Yv)  est  commun  à  F  et  à 
toutes  les  adjointes /i,  ...,yv 

594.  Nous  aurons  en  particulier,  pour  /m  =  n  —  2, 
/> -f- /i  —  I  adjointes  linéairement  distinctes,  rencontrant 
chacune  F  en  2/>  -H  /i  —  2  points,  outre  les  points  multiples. 
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Celles  de  ces  adjoinles  qui  passent  par  p  -h  n  —  3  points 
fixes  a,  =(X<,  Y<),  ...,  cip^n-^  formeront,  en  général,  un 
faisceau  à  deux  coefficients. 

Chacune  des  courbes  de  ce  faisceau  coupera  F  aux  points 
a, ,  . . .,  ap^n-3  et  en  />  -i-  ï  autres  points.  Si  /2  >  3,  ces  der- 
niers points  seront  toujours  différents  pour  deux  courbes 
différentes  du  faisceau  si  les  points  fixes  ai,  ...,  ap^n-% 
(dont  le  nombre  est  au  moins  égal  k  p  -\-  i)  n'ont  pas  des 
positions  particulières. 

Supposons,  en  effet,  que  Fun  des  p  -h  i  derniers  points 
d'intersection  fût  nécessairement  le  môme  pour  deux  des 
courbes  du  faisceau  et,  par  suite,  pour  toutes  les  autres. 
Soient  C  une  courbe  particulière  du  faisceau  ;  a^ ,  . . . ,  «2/>+/i-2 
ses  points  de  rencontre  avec  F.  La  courbe  C  appartient  au 
faisceau  des  adjointes  d'ordre  n  —  2  qui  passent  par  les 
p -\- n  —  3  points  fixes  ap^^t  •••?  ci'ip^n-2-  Si  ce  dernier 
faisceau  n'a  que  deux  coefficients,  toutes  ses  courbes  devront, 
d'après  notre  hypothèse,  avoir  encore  sur  F  un  point  com- 
mun, qui  sera  nécessairement  l'un  des  points  a^  ...,  ap^{^ 
par  exemple  ap^\.  Si,  au  contraire,  le  faisceau  a  plus  de  deux 
coefficients,  on  peut  diHerminer  l'un  d'eux  en  fonction  des 
autres,  faire  en  sorte  que  la  courbe  correspondante  passe 
par  ap^\.  Il  restera  encore  au  moins  deux  coefficients  indé- 
terminés. Nous  obtenons  donc,  dans  tous  les  cas,  un  faisceau 
de  courbes  adjointes  passant  toutes  par  les  points  CLp^\  j  •  •  -j 
ci2p+n-2  et  dont  la  courbe  C  fera  partie. 

Appliquons  à  ce  faisceau  le  théorème  d'Abel  :  en  prenant 
successivement  les  p  adjoinles  y"« ,  ...,  /p  d'ordre  n  —  3, 
on  aura  les/?  équations 

qui  ne  peuvent  subsister  que  si  les  c/X/  sont  tous  nuls,  ou  si 
le  déterminant  de  leurs  coefficients  est  nul.  Mais  on  a  vu 
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que  la  première  hypothèse  est  inadmissible,  et  que  la  seconde 
ne  peut  être  vérifiée  que  pour  des  positions  particulières 
des  points  a^,  ...,  dp* 

593.  Cela  posé,  considérons  les  adjointes  d'ordre  n  —  2, 
qui  passent  par  p  -\-  n  —  4  points  fixes  a«,  . . .,  ap^a_^  pris 
arbitrairement  sur  F.  £lles  forment  un  faisceau  à  trois  coef- 
ficients 

Soit  a=  (5,7^)  un  autre  point  pris  arbitrairement  sur  F, 
et  posons 

Eliminant  Ç,  ti  entre  cette  équation  et 

(7)  F($,T)):=0, 

I 

nous  obtiendrons  entre  i',  V  une  équation 

(8)  F(S',t/)  =  o, 

liée  à  F  par  la  transformation  (6).  Cette  transformation  sera, 
en  général,  birationnelle.  En  effet,  si  à  un  point  ($',  V)  de  F' 
correspondaient,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (7),  deux 
points  de  F,  a  =  (Ç,  t^)  et  ai  =  (Ç»,  t^^),  on  aurait 

de  sorte  que  les  deux  adjointes  d'ordre  n  —  a, 

qui  passent  par  les  p -\~  n  —  3  points  ai,  . . .,  ap^n-i?  a? 
passeraient  encore  par  un  autre  point  a^  de  F,  ce  qui,  comme 
nous  l'avons  vu,  ne  peut  avoir  lieu  pour  des  positions  arbi- 
traires des  points  ai ,  . . .,  a. 
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596.  La  courbe  transformée  sera  donc  du  même  genre 
que  F.  Cherchons  à  déterminer  son  degré  n! , 
Posons,  pour  rétabUr  Thomogénéité, 

4à  4»  4»  Z 

La  courbe  F  aura  pour  équation  4>  =  o,  et  la  transforma- 
tion (6)  pourra  s'écrire 


'j'M  ^aj  ^%  étant  des  polynômes  d'ordre  n  —  2  ;  enfin  la  trans- 
formée aura  une  équation  de  la  forme 

Le  degré  cherché  est  le  nombre  d'intersections  de  la 
courbe  ^'  avec  la  droite  arbitraire 

Xj  j?'  -^  X,j'  H-  X,5'  —  o. 

A  chacun  de  ces  points  correspond  sur  F  un  point  (^,y,  z) 
satisfaisant  aux  deux  relations 

(9)  ^i4'i-+-^i'l'j-+-^3'l'8  =  o,         ♦  =  0. 

Ces  deux  équations  simultanées,  de  degrés  n  —  2  et  n  res- 
pectivement, définissent  n{n  —  2)  points,  dont  chacun  cor- 
respondra réciproquement  à  un  point  commun  à 

\x'  -h  X,y  -hXjV  =  0,  *'=:0, 

pourvu  que  tlf,  (I29  ^3  ne  s'annulent  pas  à  la  fois. 

On  voit  donc  que  n'  est  égal  au  nombre  des  intersections 
des  deux  courbes  (9)  qui  sont  variables  avec  ^«,  Xj,  X3.  Ce 
nombre  est  /?  -|-  2.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Toute  courbe  de  genre  p  '>  o  peut  être  changée  par 
une  transformation  birationnelle  en  une  courbe  de  même 
genre,  et  de  degré  p  -h  2, 
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597.  Il  nous  reste  à  étudier  les  courbes  de  genre  zéro, 
dites  courbes  unicursales. 

Soient  F  =  o  une  semblable  courbe;  Çi,  «pa  deux  de  ses 
adjointes,  d'un  même  degré  m  et  coupant  F,  la  première 
aux  points  ai,  ...,  a^^2t  <Xj  I^  seconde  aux.  points  ^i,  ..., 
ûf|ji-2î  P»  Elles  n'auront  pas  d'autres  points  de  rencontre 
avec  F,  puisque  p  est  nul. 

Considérons  les  adjointes  du  faisceau 

^i?i  -hCjtp,  =  0. 

Chacune  d'elles  coupera  F  aux  points  «i,  . ..,  ajx.a,  et  en 

un  autre  point  (ç,  "n)  variable  avec  le  rapport  —  =  t.  Pour 

obtenir  Ç,  on  éliminera  r^  entre  les  équations  F  =  o, 
C|  cpi  -h  Cjcpa  =  o,  et  l'on  supprimera,  dans  l'équation  finale, 
les  facteurs  correspondants  aux  racines  fixes;  il  restera  une 
équation  du  premier  degré,  d'où  l'on  déduira  Ç=:R(^), 
R  désignant  une  fraction  rationnelle.  On  trouvera  de  même 
7i  =  Ri(t),  R|  étant  également  rationnel. 

L't'quation  F  =  o  sera  donc  équivalente  au  système  des 
deux  suivantes  : 

5  =  R(0,         Ti=R,(0. 

A  chaque  point  (Ç,  r,)  de  F  correspondra,  en  général,  une 
valeur  unique  de  t.  Car  si  deux  adjointes  différentes 
C|  cpi  -f- C2'f2,  c,  cpi -f- c'jCpa  passent  par  le  point  (Ç,  Ti),  »<  et 
?a  y  passeront  aussi;  (?,  "n)  sera  donc  un  des  points  com- 
muns à  <pi,  cp2,  F,  c'est-à-dire  un  point  multiple,  ou  l'un  des 
points  a»,  . .  .,  ci^_2' 

Pour  obtenir  la  valeur  de  t  correspondante  à  l'un  de  ces 
points  particuliers  A,  on  supposera  que  le  point  (Ç,  */!), 
d'abord  différent  de  ce  point,  s'en  rapproche  Indéfiniment, 
et  l'on  cherchera  la  valeur  limite  vers  laquelle  tend  t.  Ce 
sera  celle  que  nous  ferons  correspondre  au  point  A. 

Si  ce  point  est  multiple  d'ordre  k,  on  pourra  supposer 
successivement  le  point  (Ç,  7\)  placé  sur  chacune  des  k  bran- 
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ches  de  F  qui  se  croisent  en  A;  on  obtiendra  ainsi  k  valeurs 
de  t  correspondantes  à  ce  point. 

598.  Considérons  réciproquement  une  courbe  F  définie 
par  les  équations 

?  =  R(0,         Ti  =  Ri(0, 

R  et  R|  désignant  des  fractions  rationnelles.  Réduisant  ces 
fractions  au  même  dénominateur,  on  pourra  les  mettre  sous 
la  forme 

?iy  ?29  f3  étant  trois  polynômes  sans  facteur  commun. 

Cherchons  combien  de  valeurs  du  paramètre  t  correspon- 
dent, en  général,  à  un  même  point  de  la  courbe.  Soit^i  Tune 
d'elles;  les  valeurs  cherchées  seront  les  solutions  communes 
aux  deux  équations 

(10)  R(e)-.3R(^,),       Ri(0)r^Ri(O, 

ou 


(lO 


P(ô,^l)    =?l(Ô)T,(^i)-?,(e)cp,(fi)=:0, 
Pi(Ô,  ^i)  =  T« W  ?»(^l)  -  ?aW  ?î(^)  =0. 


Les  deux  polynômes  P  et  P|  sont  divisibles  par  8  — 1^\ 
mais  ils  peuvent  avoir  d'autres  diviseurs  communs.  Soit  en 
général  D(8,  t^)  leur  plus  grand  commun  diviseur;  on  aura 

P(e,  ^0-^ï>(^^)Q(e,^i), 

P,(0,^)=^^D(0,^)Q,(Ô,^). 

Les  deux  équations  Q  =  o,  Qi  =  o  ne  pourront  avoir  de 
racine  commune  que  pour  des  valeurs  particulières  de  t^. 
Les  solutions  communes  aux  deux  équations  (ii)  se  rédui- 
ront donc  (lorsque  t^    reste   indéterminé)   aux  racines  de 

Téquation 

D(e,  ^i)  =o. 

Ces  racines  sont  généralement  distinctes,  car  une  racine 
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double  devrait  satisfaire  non  seulement  aux  équations  (lo), 
mais  à  leurs  dérivées 

R'(e)  =  o,      R;(e)  =  o, 

équations  algébriques  qui  n'admettent  qu^un  nombre  limité 
de  valeurs  de  8;  et  les  valeurs  correspondantes  de  ^j,  déduites 
des  équations  (lo),  seraient  également  en  nombre  limité. 
Soit  donc 

les  équations  (lo)  admettront,  en  général,  m  racines  com- 
munes distinctes  t\,  . . .,  tmt  solutions  de  l'équation 

D(e,  t^)  —  o. 

Si  Ton  permute  les  deux  variables  8  et  ^i,  les  deux  poly- 
nômes P  et  P|  changent  simplement  de  signe;  leur  plus 
grand  commun  diviseur  D  doit  donc  se  reproduire  à  une 
constante  près  ;  il  est  donc  du  degré  m  en  ^i .  L'un  au  moins 
des  polynômes  A,  A| ,  . . .,  par  exemple  Aj^,  sera  de  degré  m, 
les  autres  étant  de  degré  ^  m.  En  particulier,  A  sera  de  degré 
inférieur  à  m;  car,  s'il  en  était  autrement,  D  ne  pourrait 
s'annuler  identiquement  pour  0  =  ^| ,  ainsi  que  cela  doit  être  ; 
car  D(^4,  t^)  contiendrait  un  terme  en  ^J'",  qui  ne  pourrait 
se  réduire  avec  les  autres. 

D'autre  part,  te  désignant  l'une  quelconque  des  racines 
/i,  . . .,  t„g^  on  aura 

Les  équations 

R(e)^R(^,),      R,(e)  =  R,(^,) 

seront  donc  équivalentes  aux  équations  (lo).  L'équation 
I)(^>  ^1)9  qui  fournit  les  racines  communes  à  ces  équations, 
sera  donc  équivalente  à  D(0,  ^^  )  =  o.  On  aura,  par  suite, 
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Si  donc  nous  posons 

à  chaque  valeur  de  ce  nouveau  paramètre  u  correspondront 
m  valeurs  de  t  et  précisément  celles  qui  correspondent  elles- 
mêmes  à  un  même  point  (Ç,  r^)  de  la  courbe  F;  et  Ç,  ti  étant 
des  fonctions  algébriques  de  </,  qui  n'ont  qu'une  seule  valeur 
pour  chaque  valeur  de  u,  seront  rationnels  en  u. 

On  voit  ainsi  que,  si  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe  sont  exprimables  en  fonction  rationnelle  d'un  para- 
mètre, on  pourra  toujours,  en  changeant  au  besoin  le  para- 
mètre, faire  en  sorte  qu'à  chaque  point  de  la  courbe  corres- 
ponde une  seule  valeur  du  paramètre. 

599.  Supposons  cette  condition  réalisée,  avec  le  para- 
mètre t,  pour  une  courbe  F  défînie  par  les  équations 

nous  allons  établir  que  cette  courbe  est  unicursale. 

Les  fonctions  B.(^),  R^  (t)  peuvent  être  supposées  réduites 
au  même  dénominateur.  Passant  aux  coordonnées  homo- 
gènes, en  posant  Ç=  -,  t)  =  ^  les  équations  de  la  courbe 
pourront  s'écrire 

^:/:^::Ti:T,:T,, 

T|,  Ta,  T3  étant  des  polynômes  en  T. 
Par  une  transformation  birationnelle 

nous  pouvons  changer  la  courbe  F  en  une  autre  F'  de  même 
genre  /?,  n'ayant  que  des  cycles  d'ordre  i.  Les  équations  de 
cette  nouvelle  courbe  seront  de  la  forme 

^  ly  Iz   II^iIBjlBs, 

6i,  02j  ^3  étant  de  nouveaux  polynômes  en  t. 

A  chaque  point  {x\y\  z')  correspondra  d'ailleurs,  en  gé- 
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néral,  un  seul  point  (a:,  ^,  z),  et  par  suite  une  seule  valeur 
de  t. 

Soit  s  le  plus  grand  des  degrés  des  polynômes  0|,  63,  63; 
on  pourra  écrire 

ei  =  af*-f-ai^*-*-l-. . ., 

Tun    au   moins   des   trois    coefficients   a,  6,    c   étant  ^  o. 
D^ailleurs,  si  t  croit  indéfiniment,  on  aura,  en  posant  t:=  -,9 

V 

^'  :  7'  :  s'  :  :  a  H-  ai  ^'  4- . . .  :  6  -h  ^>i  ^'  -H . . .  :  c  +  c,  ^  4- 

Ces  équations  définissent  un  cycle  de  F',  qui  doit  être 
d'ordre  i,  par  hypothèse  ;  donc  l'un  au  moins  des  trois  dé- 
minants abi  —  a<  6,  bc^  —  bt  c,  ca^  —  c^a  sera  ^o. 

Le  degré  n  de  la  courbe  F'  est  le  nombre  de  ses  intersec- 
tions avec  une  droite  arbitraire 

Les  t  correspondants  sont  les  racines  de  l'équation  de  degré  s 

aei-hpej-Hyej=o, 

et  à  chacune  d'elles  correspond  un  point  distinct  de  P*'.  Donc 
n  =  5. 

Cherchons  d'autre  part  la  classe  v  de  F'. 

Une  droite 

ux  -\-  vy  -\-  wz  -=1  o 

sera  tangente  à  F'  au  point  t  si  l'on  a 

m8,  -h  (^6,  -h  «vOj  ^=2  o, 

ue[  4-  f;ej  4-  «'O',  =:  o. 

Elle  passera,  en  outre,  par  un  point  donné  arbitrairement 
a,  p,  Y,  si  l'on  a 

Ma  4-  t>P  -H  w^=:  O. 

Éliminant  u^  ç^,  w  entre  cestrois  équations,  on  aura,  pour 


